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Аннотация. Рассмотрена задача оценки длительности сигнала с неизвестной ампли-
тудой, принимающей значения из ограниченного априорного интервала. Рассматривается
два способа преодоления априорной параметрической неопределённости: квазиправдо-
подобный алгоритм оценки и максимально правдоподобный алгоритм без ограничений
возможных значений амплитуды. Рассмотрен упрощённый вариант первого способа, в
котором априорный интервал значений амплитуды предполагается малым. Для рассмат-
риваемых алгоритмов были определены характеристики оценки длительности сигнала:
смещение, дисперсия и рассеяние оценки. Выполнено сравнение точности квазиправдопо-
добной и максимально правдоподобной оценок.

Ключевые слова: амплитуда, длительность, оценка, смещение, дисперсия, рассея-
ние.

ESTIMATION OF THE DURATION OF A REGULAR SIGNAL
WITH A PARTIALLY UNKNOWN AMPLITUDE

A. P. Trifonov, N. S. Ovchinnikova

Abstract. The estimation problem of a duration of the signal with unknown amplitude that
possesses values from limited antecedent interval has been considered. There are considered
two methods of overcoming antecedent parametric indetermination: quasi-likehood algorithm
of estimation and maximally plausible algorithm without limitation of probable values of
amplitude. The easier way of the first method has been observed where antecedent interval of
the amplitude values is considered small. For the considered algorithms several characteristics
of estimation of the duration of the signal were determined. Among them are displacement,
variance and estimation scattering. Comparison of a certainty of quasi-plausible and maximally
plausible estimation has been made.

Keywords: amplitude, duration, estimation, bias, variance, dissipation.

Задача приема сигнала с неизвестной длительностью, наблюдаемого на фоне шума, акту-
альна в практических приложениях теории связи, локации, навигации и не раз обсуждалась
в литературе [1]− [7]. Так, в работах [1],[4] рассматривается оценка длительности регулярного
сигнала с известной амплитудой, а в работах [3],[4] оценка длительности регулярного и раз-
рывного сигналов с неизвестной амплитудой. Однако, возможна ситуация, когда амплитуда
сигнала частично известна, т.е. истинное значение амплитуды точно неизвестно, но известен
некоторый ограниченный интервал, которому принадлежит это значение, т.е. частично неиз-
вестная - это амплитуда, известная только с точностью до некоторого априорного интервала.
В работе [5] рассмотрена оценка длительности сигнала с частично неизвестной амплитудой,
но только для разрывной модели сигнала. В данной работе рассмотрены алгоритмы оценки
длительности регулярного сигнала с частично неизвестной амплитудой.
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Рассмотрим приём сигнала s(t,τ0) на фоне белого гауссовского шума n(t). Пусть реализа-
ция ξ(t), являющаяся смесью сигнала и шума,

ξ(t) = s(t,τ0) + n(t)

наблюдается в течение интервала времени t ∈ [0,T ], где полезный сигнал

s(t,τ0) = a0f(t/τ0), (1)

n(t) - гауссовский белый шум с односторонней спектральной плотностью N0, a0, τ0 - истин-
ные значения амплитуды и эквивалентной длительности полезного сигнала s(t,τ0), которая
определяется соотношением [1]

τ0 =

∞∫

−∞

s2(t,τ0)dt
/
[max

t
s(t,τ0)]

2,

f(x) - функция, описывающая форму принимаемого сигнала. Она нормированна так, что

∞∫

−∞

f2(x)dx = sup f(x) = 1.

В (1) неизвестным информационным параметром является энергетический параметр τ . Нуж-
но произвести оценку этого параметра. Для синтеза алгоритма оценивания длительности вос-
пользуемся методом максимального правдоподобия (МП) [1],[2], согласно которому оценка
длительности представляет собой положение абсолютного (наибольшего) максимума лога-
рифма функционала отношения правдоподобия (ФОП). Однако при неизвестных как дли-
тельности, так и амплитуде логарифм ФОП зависит от двух неизвестных параметров [1],[2]

L(a,τ) =
2a

N0

T∫

0

ξ(t)f(
t

τ
)dt− a2τ

N0
. (2)

Следовательно, имеется априорная параметрическая неопределённость относительно ча-
стично неизвестной амплитуды. Преодолеть эту неопределённость можно, подставляя в вы-
ражение (2) вместо неизвестной амплитуды некоторые её значения из ограниченного апри-
орного интервала.

Одним из способов преодоления априорной параметрической неопределённости относи-
тельно амплитуды является применение квзаиправдоподобного алгоритма оценки [8]. Тогда
вместо логарифма ФОП формируется решающая статистика

L̃(τ) =
2ã

N0

T∫

0

ξ(t)f(
t

τ
)dt− ã2τ

N0
, (3)

зависящая только от оцениваемого параметра τ . Здесь ã - предполагаемое значение амплиту-
ды. Тогда квазиправдоподобная оценка (КПО) будет определяться как положение наиболь-
шего максимума решающей статистики (3)

τ̂ = argsupL̃(τ). (4)
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Для того чтобы найти основные характеристики точности КПО, представим решающую
статистику (3) в виде суммы сигнальной функции S(τ,τ0) и шумовой функции N(τ)

L̃(τ) = S(τ,τ0) +N(τ) = z20(1 + δa)[S0(τ,τ0)−
(1 + δa)

2

τ

τ0
] +N(τ) (5)

где

S(τ,τ0) =
2a0ã

N0

T∫

0

f(
t

τ0
)f(

t

τ
)dt− ã2τ

N0
(6)

-сигнальная функция,

N(τ) =
2ã

N0

T∫

0

f(
t

τ
)n(t)dt (7)

-шумовая функция,

S0(τ,τ0) =
1

τ0

T∫

0

f(
t

τ
)f(

t

τ0
)dt,

z20 = 2a20τ0/N0 (8)

-отношение сигнал/шум (ОСШ) для принимаемого сигнала [1],

δa =
ã− a0
a0

(9)

-относительное отклонение предполагаемой амплитуды ã от истинной a0.
Учитывая, что время наблюдения много больше длительности сигнала (T >> τ), заменим
пределы интегрирования в (6) на бесконечные. Тогда

S(τ,τ0) = z20(1 + δa)
τ

τ0
[

∞∫

−∞

f(x
τ

τ0
)f(x)dx− 1 + δa

2
].

Корреляционная функция гауссовской случайной функции (7) имеет вид

K(τ1,τ2) =< N(τ1,τ2) >= z20(1 + δa)2S0(τ1,τ2).

Оценка длительности сигнала (4) может быть найдена как решение уравнения [4]

[
dL̃(τ)

dτ
]|τ̂ = 0, (10)

при условии

[
d2L̃(τ)

dτ2
]|τ̂ < 0.

Здесь полагаем, что оценка параметра τ производится при малом уровне помех, т.е. при боль-
шом значении ОСШ (8). Учитывая явный вид решающей статистики (5), видим, что при
очень большом ОСШ для принятого сигнала в окрестности максимума функции L̃(τ) (5)
можно пренебречь помеховым членом N(τ) по сравнению с первым слагаемым. Тогда поло-
жение максимума сигнальной функции определяется как

τ̃ = argsupS(τ,τ0). (11)
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Приближенное решение уравнения (10) можно найти, используя метод малого параметра [4].
В качестве малого параметра выберем величину ε = 1/z0, т.е. величину обратную ОСШ (8).

Полагаем в дальнейшем, что |δa| < 1. Разлагая в уравнении (10) выражение в левой части
в ряд Тейлора и учитывая лишь первое приближение, получим условные смещение b̃(τ̂ ),
дисперсию D̃(τ̂) и рассеяние Ṽ (τ̂ ) КПО (4) длительности регулярного сигнала [4]

b̃(τ̂ ) =< τ̂ − τ0 >= τ0δτ, (12)

где

δτ =
τ̃ − τ0
τ0

(13)

D̃(τ̂ ) = D̃ =< (τ̂− < τ̂ >)2 >= {∂
2K(τ1,τ2)

∂τ1∂τ2
/[
d2S(τ,τ0)

dτ2
]2}τ̃ , (14)

Ṽ (τ̂) = Ṽ =< (τ̂ − τ0)
2 >= b̃2 + D̃. (15)

Переписав выражения для условных дисперсии (14) и рассеяния (15) через функцию f(x) (1),
получим явную зависимость характеристик КПО от формы сигнала

D̃ =
τ20 (1 + δτ)

z20α
2

∞∫

−∞

[x
df(x)

dx
]2dx,

где

α = 2

∞∫

−∞

x
df(x)

dx
f [x(1 + δτ)]dx +

∞∫

−∞

x2
d2f(x)

dx2
f [x(1 + δτ)]dx.

Если амплитуда принимаемого сигнала априори известна, так что ã = a0, то δa = 0 и
КПО длительности регулярного сигнала совпадает с оценкой максимального правдоподобия
(ОМП) длительности сигнала с априори известной амплитудой [4]. В этом случае смещение,
дисперсия и рассеяние ОМП имеют вид соотвественно

bm = 0, (16)

Dm =
τ20
z20

[

∞∫

−∞

[x
df(x)

dx
]2dx]−1, (17)

Vm = Dm (18)

и совпадают с характеристиками ОМП для сигнала с априори известной амплитудой, най-
денными в [4].

Общие выражения для характеристик КПО (12), (14), (15) довольно громоздки. Кроме
того, для их использования надо (обычно численно) искать решение трансцендентного урав-
нения, определяющего величину (11). Поэтому, чтобы упростить вычисления, рассмотрим
случай малых δa, т.е. когда |δa| << 1. Тогда условные смещение, дисперсия и рассеяние
КПО длительности соответственно принимают следующий вид [4]

b∗ ≃ τ0δ̃τ ,

где

δ̃τ = δa
/
2τ20 [

d2S0(τ,τ0)

dτ2
]τ=τ0 = −δa

/
2

∞∫

−∞

[x
df(x)

dx
]2dx, (19)
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D∗ ≃ Dm,

где Dm - условная дисперсия ОМП (17),

V ∗ = b∗2 +Dm. (20)

В качестве примера, иллюстрирующего полученные результаты, рассмотрим оценку дли-
тельности колокольного импульса, для которого в (1) подставим

f(x) = exp[−πx2/2]. (21)

Для выбранной формы импульса перепишем характеристики в случае произвольных δa.
Тогда условные смещение (12), дисперсия (14) и рассеяние (15) соотвественно примут вид

b̃ = τ0[

√
2− (1 + δa)

2
3

(1 + δa)
1
3

− 1], (22)

D̃ =
τ20
24z20

[1 + (1 + δτ)2]5

(1 + δτ)3
, (23)

Ṽ =
τ20
24z20

[
24z20(1 + δτ)3δτ 2 + [1 + (1 + δτ)2]5

(1 + δτ)3
], (24)

где относительное смещение (13)

δτ =

√
2− (1 + δa)

2
3

(1 + δa)
1
3

− 1 (25)

В случае малых значений δa формулы (22)- (24) согласно (19), (20) перепишутся как

b∗ = −2δa

3
τ0,

D∗ = Dm = 4τ20 /3z
2
0 ,

V ∗ =
4τ20
9z20

[δa2z20 + 3]. (26)

В частном случае, когда δa = 0 КПО переходит в ОМП с характеристиками (16) - (18)

bm = 0,

Dm = Vm = 4τ20 /3z
2
0 . (27)

На рис. 1 представлена зависимость относительного смещения КПО длительности от от-
носительного отклонения предполагаемой амплитуды от истинной δa (9).

Сплошной линией показана зависимость δτ (25), а пунктирной - зависимость δ̃τ , следую-
щая из упрощённой формулы (19), справедливой при малых величинах |δa|. Как следует из
сопоставления сплошной и пунктирной кривых упрощённая формула (19) удовлетворительно
аппроксимирует более сложную зависимость (25) в широком диапазоне значений δa.

На рис. 2 приведена зависимость рассеяния КПО длительности от относительного откло-
нения предполагаемой амплитуды от истинной δa (9)

χ = V ∗/Vm, (28)
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Рис. 1. Относительное смещение оценки дли-
тельности сигнала

Рис. 2. Нормированное рассеяние оценки дли-
тельности сигнала

нормированная на рассеяние ОМП (27). Сплошная и пунктирная кривые расчитаны по фор-
муле

χ =
1

32
[
24z20(1 + δτ)3δτ 2 + [1 + (1 + δτ)2]5

(1 + δτ)3
], (29)

следующей из (24), а штриховая и штрих-пунктирная кривые расчитаны по формуле

χ̃ = 1 + δa2z20/3

следующей из упрощённой формулы (26).
Сплошная и штриховая кривые расчитаны при ОСШ z0 = 2, а штрих-пунктирная и пунк-

тирная кривые - при ОСШ z0 = 10. Из сопоставления сплошной и штриховой линий следует,
что при небольших ОСШ (z0 = 2) использовать упрощённую аппроксимацию (20) вместо бо-
лее точного выражения (15) нецелесообразно. В то же время, при достаточно больших ОСШ
(z0 = 10), эта аппроксимация обладает удовлетворительной точностью, что следует из сопо-
ставления штрих-пунктирной и пунктирной кривых. Кроме того, кривые рис. 2 показывают,
что проигрыш в точности КПО по сравнению с точностью ОМП при априори известной ам-
плитуде может быть значительным. Например, при z0 = 10 и |δa| > 0.4 рассеяние КПО
превышает рассеяние ОМП более чем в 4÷ 5 раз.

Следовательно проигрыш в точности КПО по отношению к точности ОМП может быть
достаточно большим. С целью улучшения точности оценки длительности сигнала можно при-
менить МП алгоритм без ограничений возможных значений амплитуды. ОМП длительности
в этом случае основана на поиске абсолютного максимума логарифма ФОП Lm(τ) [4]

τma = argsupLm(τ),

где
Lm(τ) = sup

a
L(a,τ)

логарифм ФОП, в котором вместо неизвестной амплитуды используется её оценка мак-
симального правдоподобия am. Здесь L(a,τ) определяется из (2). Это случай "полно-
стью"неизвестной амплитуды, т.е. априорный интервал её значений не ограничен. В данном
случае выражения для характеристик ОМП длительности сигнала получены в [4]. Соглас-
но [4] оценка явлется условно несмещённой, т.е.

b(τma) = bma = 0.
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Выражение для условной дисперсии имеет вид

D(τma) = Dma =
[
z20 [

∂2S0(τ1,τ2)

∂τ1∂τ2
− [

∂S0(τ1,τ2)

∂τ1
]2]
]−1∣∣∣

τ0
.

Для того чтобы получить явный вид условной дисперсии, запишем выражение для неё через
функцию f(x)

Dma =
τ20
z20

[

∞∫

−∞

[x
df(x)

dx
]2dx− 1

4
]−1

и подставим явный вид функции f(x) (21). Тогда значение условной дисперсии ОМП при
априори неизвестной амплитуде

Dma = 2τ20 /z
2
0 .

Запишем условное рассеяние

Vma = b2ma +Dma = Dma = 2τ20 /z
2
0 . (30)

Рис. 3. Нормированное рассеяние оценки дли-
тельности сигнала

Для рационального выбора метода оцен-
ки длительности сигнала на рис. 3 приведе-
но рассеяние КПО длительности (28), нор-
мированное на рассеяние ОМП (27) и рассея-
ние ОМП длительности сигнала при априори
неизвестной амплитуде χm = Vma/Vm, нор-
мированное на рассеяние ОМП (27). Штрих-
пунктирная, пунктирная и сплошная кри-
вые расчитаны по формуле (29), следующей
из (24), а штриховая расчитана по форму-
ле χm = 3/2, следующей из (27) и (30).

Штрих-пунктирная кривая построе-
на при ОСШ z0 = 4, пунктирная - при
ОСШ z0 = 8, а сплошная - при ОСШ
z0 = 12. Сопоставляя штрих-пунктирную
и штриховую кривые (z0 = 4), видим,
что при −0.2 < δa < 0.4 целесообразно
использовать КПО, вне этого интервала,

наоборот, лучше использовать ОМП длительности сигнала при неизвестной амплитуде.
Из сопоставления пунктирной и штриховой кривых (z0 = 8) видим, что интервал отно-
сительного отклонения предполагаемой амплитуды ã от истинной a0 (9), для которого
КПО целесообразнее использовать чем ОМП, уменьшается и составляет −0.16 < δa < 0.2.
Аналогичные выводы получаем, сравнивая сплошную и штриховую кривые (z0 = 12),
только здесь интервал применимости КПО составляет −0.14 < δa < 0.17. Отсюда следует,
что с увеличением ОСШ z0 более целесообразно использовать ОМП длительности сигнала
с неизвестной амплитудой чем КПО. Однако, при малых расстройках |δa| < 0.2 можно
использовать КПО даже в случае больших ОСШ.

Полученные результаты анализа оценок длительности позволяют сделать обоснованный
выбор алгоритма оценки в зависимости от имеющейся априорной информации и в зависимо-
сти от требований, предъявленных к степени простоты технической реализации алгоритма и
к точности оценки.
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