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Аннотация. В работе рассматривается задача разложения функций по дискретным
системам когерентных состояний на прямоугольной решетке. Для решения этой задачи
используется переполненная система функций – фрейм Габора. Показано, что двойствен-
ная функция фрейма представляет собой произведение двух быстро сходящихся рядов
со знакочередующимися монотонно убывающими коэффициентами. Для этого использу-
ется дуальная к фрейму Габора неполная система Рисса. Дается оценка устойчивости
процедуры разложения в зависимости от пропорций частотно-временного окна с помо-
щью отношения верхней и нижней границ фрейма. Построены графики двойственных
функций.

Ключевые слова: когерентные состояния, системы Рисса, биортогональные систе-
мы, фреймы Габора, тета-функции Якоби.

ON COMPUTATIONAL PECULIARITIES OF
DECOMPOSITION WITH COHERENT STATES

L. A. Minin

Abstract. In this paper we consider the problem of expanding functions with respect
to discrete systems of coherent states on a rectangular lattice. To solve the problem, an
overcomplete system of functions is used — the Gabor frame. It is shown that the dual function
of the frame is the product of two rapidly converging series with alternating monotonically
decreasing coefficients. For this purpose, we use the incomplete Riesz system which is dual
to the Gabor frame. An estimate of the stability of the decomposition procedure is given
depending on the proportions of the time-frequency window by means of the ratio of the upper
and lower boundaries of the frame. Graphs of dual functions are constructed.

Keywords: coherent states, Riesz systems, biorthogonal systems, Gabor frames, Jacobi
theta functions.

ВВЕДЕНИЕ

Волновые пакеты, составленные из функций вида

ϕ(x) = exp

(
−(x− α1)

2

2

)
eiα2x, α1,α2 ∈ R, (1)

были введены в квантовую механику в 1926 году Э. Шредингером. После работ Р. Глаубера
для таких систем общепринятым стало название когерентные состояния. Случай, когда па-
раметры α1, α2 в (1) задаются дискретно, на прямоугольной решетке, впервые рассмотрел И.
Нейман. В своей статье 1929 года, посвященной эргодической теории для квантовых систем
[1, Приложение], он выдвинул предположение, что система функций

ϕkm(x,ω1,ω2) = exp

(
−(x− ω1k)

2

2

)
eiω2mx, k,m ∈ Z, (2)
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с вещественными положительными параметрами ω1, ω2 полна в L2(R) при выполнении усло-
вия ω1ω2 = 2π и что из этих функций с помощью ортогонализации Грама – Шмидта можно
получить ортонормированный базис пространства L2(R) с хорошо локализованными базис-
ными функциями. В 1946 году Д. Габор [2] предложил использовать систему функций (2)
для цифровой обработки сигналов. С момента выхода в 1963 году статей Р. Глаубера [3] и
Э. Сударшана [4] началось активное применение когерентных состояний в квантовой оптике.
На данную тему написано большое число монографий, например [5] – [8], история вопроса
изложена в [9, главы 10, 11].

Полнота системы функций (2) в случае ω1ω2 = 2π была доказана в 1971 году [10], [11],
а в 1975 году установлено, что не существует устойчивой процедуры разложения по данной
системе функций [12]. Поэтому дальнейшее развитие пошло по одному из двух направлений:
либо переход к кратномасштабному анализу в рамках теории всплесков, либо использование
переполненных систем функций (фреймов) [13, глава 3], [14]. Но ни тот, ни другой подход не
нашли широкого применения в квантовой оптике.

Произведения сдвигов функции Гаусса на многочлены невысоких степеней лежат в основе
расчетов сложных молекул в квантовой вычислительной химии [15], [16]. Особенно популяр-
ной данная тематика стала после появления пакета прикладных программ ”Gaussian”. Разви-
тие этого и других пакетов сопровождалось большим количеством математических публика-
ций, среди которых следует выделить монографию В.Г. Мазьи, Г. Шмидта [17], посвященную
теории приближений с помощью систем сдвигов функции Гаусса и применению этой техники
в различных прикладных физических задачах.

Что касается способов разложения по дискретным системам когерентных состояний, то
здесь остается еще много нерешенных проблем. Наиболее разработанная с алгоритмиче-
ской точки зрения технология разложения по переполненной системе функций (2) в случае
ω1ω2 = π/n, n ∈ N, предложена в серии статей Янссена [18] – [21]. Ключевую роль в разло-
жении играет двойственная функция фрейма, для которой в [19] получена явная формула.
В настоящей работе показано, что двойственная функция представляет собой произведение
двух быстро сходящихся рядов со знакочередующимися монотонно убывающими коэффи-
циентами. Дается оценка устойчивости процедуры разложения в зависимости от пропорций
частотно-временного окна, построены графики двойственной функции. Основой для получе-
ния этих результатов стали совместные с Е.А. Киселевым, И.Я. Новиковым и С.Н. Ушаковым
публикации автора [22], [23].

1. ТЕОРИЯ ГЛАУБЕРА – СУДАРШАНА

Изложение данного параграфа ведется в соответствии с монографией А. М. Переломова [7,
глава 1]. Рассмотрим операторы уничтожения a, рождения a+ и гамильтониан одномерного
квантового гармонического осциллятора H:

a =
1√
2

(
x+

d

dx

)
, a+ =

1√
2

(
x− d

dx

)
, H = a+a+

1

2
.

С самосопряженным оператором H связана полная ортонормированная система собственных
функций |n〉 (функций Эрмита),

H|n〉 = En|n〉, En = n+
1

2
, n = 0,1,2,...

Когерентные состояния |α〉 представляют собой набор собственных функций оператора уни-
чтожения

a|α〉 = α|α〉,
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которые существуют и допускают нормировку (т.е. принадлежат L2(R)) для любого ком-
плексного α = α1 + iα2. Имеет место равенство

1

π

∫
d2α|α〉〈α| =

∞∑

n=0

|n〉〈n|, (3)

откуда следует возможность разложения произвольного состояния |ψ〉 по когерентным состо-
яниям |α〉,

|ψ〉 = 1

π

∫
d2α〈α|ψ〉|α〉. (4)

Интегралы в формулах (3), (4) берутся по плоскости R
2, d2α = dα1dα2. Формула (4) позволяет

получить представление |ψ〉 в виде двойного интеграла по всем когерентным состояниям. В
целом ряде задач более удобным было бы представление в виде ряда по дискретному набору
когерентных состояний, но это оказывается не так просто сделать.

Один из способов решения данной проблемы был предложен В. Баргманом [24] . Для
коэффициентов 〈α|ψ〉 из (4) справедливо равенство

〈α|ψ〉 = exp(−|α|2/2)ψ(α∗), где ψ(α) =
∞∑

n=0

αn

√
n!
〈n|ψ〉.

Отсюда следует, что можно установить взаимно-однозначное соответствие между элемен-
тами гильбертова пространства L2(R) и целыми аналитическими функциями ψ(α). А для
однозначного восстановления этих функций достаточно знать их значения только в узлах
прямоугольной решетки на плоскости α1, α2 с площадью ячейки π (что равносильно, если
вернуться к обозначениям формулы (2), равенству ω1ω2 = 2π). Заметим только, что восста-
новление |ψ〉 по значениям ψ(α) в узлах решетки само по себе оказывается нетривиальной
задачей, требующей суммирования рядов, со всеми присущими задачам аналитического про-
должения эффектами неустойчивости.

Приведем также, следуя [9, §11.8], формулу для оператора плотности ρ̂, представляющего
собой усредненный по ансамблю квантовых состояний проекционный оператор. Имеет место
равенство (Р–представление Сударшана)

ρ̂ =

∫
d2αϕ(α)|α〉〈α|, (5)

где функция ϕ(α) есть сумма ряда из сильно сингулярных функций с матричными элемен-
тами 〈n|ρ̂|m〉, вычисляемыми с помощью функций Эрмита,

ϕ(α) =
∞∑

n=0

∞∑

m=0

〈n|ρ̂|m〉
√
n!m!

(n+m)!

1

2πr
er

2−iθ(n−m)

(
− ∂

∂r

)n+m

δ(r), (6)

α = reiθ, δ(r) – дельта-функция Дирака.
Прежде чем говорить о реализуемости формулы (6) и других подобных формул, определим

ключевые для дальнейшего изложения понятия систем Рисса, биортогональных систем и
фреймов Габора.

2. СИСТЕМЫ РИССА

Рассматривается гильбертово пространство L2(R) комплекснозначных функций со скаляр-
ным произведением (f,g) и нормой ‖f‖L2 :

(f,g) =

∞∫

−∞

f(x)g∗(x)dx; ‖f‖2L2
=

∞∫

−∞

|f(x)|2dx.
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Здесь g∗(x) – комплексное сопряжение. Норма в пространстве ℓ2 бесконечных последователь-
ностей {ck} задается формулой

‖c‖2l2 =
∞∑

k=−∞
|ck|2.

Все определения в данном параграфе приводятся в соответствии с монографией [25, глава
1].

Определение 1. Функции ϕk(x) ∈ L2(R), k ∈ Z, образуют систему Рисса, если для любой
последовательности c ∈ l2 выполнена двусторонняя оценка

AR‖c‖2l2 6

∥∥∥∥∥
∞∑

k=−∞
ckϕk(x)

∥∥∥∥∥

2

L2

6 BR‖c‖2l2 (7)

с положительными константами

0 < AR 6 BR < +∞.

Наибольшая из величин AR называется нижней константой Рисса, наименьшая из величин
BR – верхней константой Рисса.

В случае конечного набора функций ϕk(x) аналогами констант Рисса являются минималь-
ное и максимальное собственные значения матрицы Грама, образованной попарными скаляр-
ными произведениями функций. Отношение констант BR/AR равно числу обусловленности
матрицы Грама и является характеристикой устойчивости при разложении по данной систе-
ме функций или при нахождении ортогональной проекции на подпространство, порожденное
этими функциями. Для ортонормированных систем функций обе константы равны 1.

Определение 2. Функции ϕk(x), ψn(x) образуют биортогональную систему, если

(ϕk, ψn) = δkn, k, n ∈ Z. (8)

Здесь δkn – символ Кронекера.
Если система функций ϕk(x) полна в L2(R), то с помощью биортогональной системы легко

получить разложение произвольной функции f(x):

f(x) =
∞∑

k=−∞
(f,ψk)ϕk(x). (9)

В случае неполной системы правая часть формулы (9) задает ортогональную проекцию f(x)
на подпространство, представляющее собой замыкание линейной оболочки ϕk(x). Для систем
Рисса биортогональная система всегда существует [26], но процедура ее построения может
оказаться весьма непростой. В конечномерном случае построение биортогональной системы
равносильно нахождению обратной матрицы.

3. ФРЕЙМЫ ГАБОРА

Все определения в данном параграфе приводятся в соответствии с монографией [13, глава
3].

Определение 3. Функции ϕk(x) ∈ L2(R), k ∈ Z, образуют фрейм, если для всех f ∈ L2(R)
выполнена двусторонняя оценка

AF ‖f‖2L2
6

∞∑

k=−∞
|(f,ϕk)|2 6 BF ‖f‖2L2

(10)
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с положительными константами

0 < AF 6 BF < +∞.

Наибольшая из величин AF называется нижней границей фрейма, а наименьшая из величин
BF – верхней границей фрейма.

Фрейм могут образовывать только полные или переполненные системы функций. В слу-
чае ортонормированного базиса AF = BF = 1, а неравенство (10) превращается в равенство
Парсеваля для коэффициентов обобщенного ряда Фурье. Переход к переполненным систе-
мам осуществляется, как правило, с целью достижения устойчивости при разложении по
данной неортогональной системе функций. Но тогда возникает проблема неоднозначности
разложения, требующая какой-либо физической интерпретации при использовании фреймов
в конкретных задачах. Именно это и является, судя по всему, основной причиной слабого
использования фреймов в современной теоретической физике.

Определение 4. Фрейм называется жестким, если AF = BF .
Для получения эффективного метода разложения по фрейму требуется построение двой-

ственного фрейма. В случае жесткого фрейма двойственный фрейм совпадает с исходным с
точностью до числового множителя A−1

F , общего для всех функций. В настоящей статье речь
пойдет только о фреймах Габора, т.е. о системах функций вида

g(x− kα1)e
imα2x, k,m ∈ Z,

с функцией окна g(x) = exp(−x2/2). Данный фрейм представляет собой дискретную подси-
стему когерентных состояний на равномерной прямоугольной решетке. Двойственный фрейм
также состоит из функций вида

g̃(x− kα1)e
imα2x, k,m ∈ Z.

Поэтому основной задачей в случае фреймов Габора является построение двойственной функ-
ции g̃(x).

4. ТЕТА-ФУНКЦИЯ ЯКОБИ

Для формулировки результатов данной статьи нам понадобится третья тета-функция Яко-
би [27, глава 21]

ϑ3(x,q) =
∞∑

k=−∞
qk

2
e2ikx, |q| < 1, (11)

которая является целой функцией аргумента x с периодом π, а при действительных значениях
параметра q строго положительна. Обозначим через ck(ω) коэффициенты ряда Фурье

∞∑

k=−∞
ck(ω)e

ikx =
1

ϑ3 (x/2,q)
, q = exp

(
−ω2/4

)
. (12)

Как следует из работ В.Г. Мазьи и Г. Шмидта [17, гл. 7, §7.3, лемма 7.8], для них справедливо
представление в виде ряда

ck(ω) =
1

C (ω)
· exp

(
k2ω2

4

)
·

∞∑

r=|k|
(−1)r · exp

(
−(r + 0.5)2 ω2

4

)
, (13)

где константа

C (ω) =

∞∑

r=−∞
(4r + 1) · exp

(
−(2r + 0.5)2 ω2

4

)
.
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Коэффициенты ck(ω) появились в связи с решением задачи интерполяции по системе цело-
численных сдвигов функции Гаусса, но фактически формула (13) была получена Э.Т. Уит-
такером в 1903 году [27, гл. 21, пример 14].

Отметим некоторые свойства коэффициентов ck(ω). Из формулы (13) следует, что ck(ω) ∈
R, ck(ω) = c−k(ω), sgn(ck(ω)) = (−1)k. Кроме того,

|ck+1(ω)| < |ck(ω)|, k > 0, (14)

т. е. эти коэффициенты знакочередуются и монотонно убывают по модулю. Справедливость
(14) была проверена численно при всех разумных значениях параметров и частично доказана
в [28]. Если ω → 0, то наблюдается быстрый рост значений |ck(ω)|, приводящий к потере
устойчивости процедуры интерполяции [29].

5. ДВОЙСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ФРЕЙМОВ ГАБОРА

Система функций (2) в случае ω1ω2 = 2π, как было сказано во введении, является полной
системой, но не является ни фреймом, ни системой Рисса [12], [13, глава 3], [22]. Тем не менее,
в 1980 году М. Бастианс [30] построил для нее биортогональную систему. Ряды, участвующие
в ее построении, подобны рядам в формуле (6) и сходятся только в пространствах обобщен-
ных функций. Поэтому они мало пригодны для расчетов в реальных физических задачах
или требуют серьезной адаптации, равносильной регуляризации при решении некорректных
задач.

Еще одна конструкция была предложена в 1988 году Ж. Бургейном [31]. Он построил из
системы (2) ортонормированный базис с хорошо локализованными базисными функциями.
Но, насколько нам известно, в силу сложности структуры этот базис не нашел применения
ни в теоретической физике, ни в цифровой обработке сигналов. Заметим также, что оператор
перехода от исходного базиса к ортонормированному неограничен [32].

Обратимся теперь к переполненным системам. В работе [33] (см. также [13, глава 3]) была
выдвинута и частично доказана гипотеза, что система функций с положительными парамет-
рами α1, α2:

gkm(x,α1,α2) = exp

(
−(x− kα1)

2

2

)
eimα2x, k,m ∈ Z, (15)

образует фрейм Габора, если выполнено неравенство α1α2 < 2π. Справедливость данной
гипотезы для общего случая была доказана в 1992 году Ю.И. Любарским [34]. Следовательно,
для произвольной функции f(x) ∈ L2(R) можно записать разложение по фрейму Габора

f(x) =
∞∑

k,m=−∞
f̃km · gkm(x,α1,α2), (16)

где коэффициенты f̃km задаются с помощью скалярных произведений

f̃km = (f,g̃km) , g̃km(x,α1,α2) = g̃(x− kα1)e
imα2x, (17)

g̃(x) – двойственная функция фрейма (функции окна двойственного фрейма). При численной
реализации процедуры нахождения g̃(x) используется метод разложения в ряд Неймана или
метод конечномерной редукции [35], [13, глава 3], [36]. Большой объем информации о фреймах
Габора содержится в монографии [14] и обзорной статье [37].

Вернемся к системе когерентных состояний (2) и выпишем скалярные произведения функ-
ций этой системы

(ϕkm(x,ω1, ω2), ϕk′m′(x,ω1, ω2)) =
√
π exp

(
−(k − k′)2ω2

1

4

)
·
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· exp
(
−(m−m′)2ω2

2

4

)
· exp

(
i (k + k′)(m−m′)ω1ω2

2

)
.

Если ω1ω2 = 4πn, n ∈ N, то происходит разделение множителей с индексами k,k′ и m,m′:

(ϕkm(x,ω1, ω2), ϕk′m′(x,ω1, ω2)) =

=
√
π exp

(
−(k − k′)2ω2

1

4

)
· exp

(
−(m−m′)2ω2

2

4

)
. (18)

Именно это обстоятельство и позволило в статье [22] посчитать для таких неполных систем
константы Рисса, построить биортогональную систему и провести ортогонализацию. А в слу-
чае ω1ω2 = 2π, т.е. полной системы, индексы перемешиваются и выкладки резко усложняют-
ся.

Согласно [35], [37], неполной системе когерентных состояний (2) с параметрами ω1, ω2 со-
ответствует дуальный фрейм Габора (15) с параметрами

α1 =
2π

ω2
, α2 =

2π

ω1
. (19)

При этом отношение границ фрейма равно отношению констант Рисса для дуальной систе-
мы. Таким образом, приходим к основным результатам статьи Янссена [19]. Пусть α1α2 =
π/n, n ∈ N, ω1 = 2π/α2, ω2 = 2π/α1. Тогда функция окна двойственного к (15) фрейма
задается формулой

g̃(x, ω1, ω2) =
1

2n
√
π

∞∑

k=−∞
ck(ω1) exp

(
−(x− kω1)

2

2

) ∞∑

m=−∞
cm(ω2)e

imω2x. (20)

Отношение верхней и нижней границ фрейма (15) равно

BF

AF
=

ϑ3
(
0, exp

(
−π2/α2

1

))
· ϑ3

(
0, exp

(
−π2/α2

2

))

ϑ3
(
π/2, exp

(
−π2/α2

1

))
· ϑ3

(
π/2, exp

(
−π2/α2

2

)) . (21)

В таблице 1 для разных соотношений ω2/ω1 = α1/α2 и разных n приведены отношения
границ фрейма BF и AF , вычисленные с помощью формулы (21). Все значащие цифры вер-
ные с точностью до округления. Отношение границ фрейма, так же как и отношение констант
Рисса, служит характеристикой устойчивости процедуры разложения по фрейму. Из таблицы
1 видно, что чем более переопределена система функций, образующих фрейм, тем устойчивее
становится процедура разложения. Это отражает специфику когерентных состояний, соче-
тающих свойства непрерывного спектра (они являются собственными функциями оператора
уничтожения, собственные числа которого заполняют всю комплексную плоскость) и дис-
кретного спектра (все собственные функции нормируемы).

Эффект разделения индексов в формуле (18) играет ключевую роль в процедуре раз-
ложения по дискретной системе когерентных состояний. На наш взгляд, применение таких
переполненных систем служит хорошей альтернативой используемым в настоящее время кон-
струкциям вроде двойственной функции Бастианса или Р–представления Сударшана (5).

6. ГРАФИКИ ДВОЙСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ

Приведем для иллюстрации несколько графиков двойственной функции y = g̃(x, ω1, ω2).
Вычисления по формуле (20) достаточно просты, поскольку первый ряд представляет сумму
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Таблица 1. Отношения границ фрейма Габора BF/AF

α1/α2 n = 1 n = 2 n = 3 n = 10

1 1.414 1.015 1.001 1.000

2 2.432 1.189 1.037 1.000

3 5.278 1.653 1.189 1.000

4 11.57 2.414 1.468 1.002

5 25.38 3.565 1.871 1.007

6 55.66 5.276 2.414 1.022

7 122.1 7.813 3.129 1.046

8 267.7 11.57 4.062 1.082

9 587.2 17.14 5.276 1.130

10 1288.0 25.38 6.854 1.189

сдвигов функции Гаусса, умноженных на знакочередующиеся убывающие по модулю коэф-
фициенты, т.е ряд лейбницевского типа, а сумма второго ряда согласно (12) равна

1

ϑ3
(
ω2x/2, exp

(
−ω2

2/4
)) .

Ограничимся значением параметра n = 1, т.е. ω1ω2 = 4π, поскольку в этом случае наиболее
четко проявляется динамика изменения двойственной функции g̃(x, ω1, ω2) с ростом величины
ω2/ω1. Напомним, что параметры α1, α2 фрейма Габора (15) связаны с ω1, ω2 равенствами
(19). Размерность величин на осях графиков 1 – 5 не указана, поскольку с самого начала в
формулах для когерентных состояний мы имели дело с безразмерными величинами.

Двойственная функция является четной, что выгодно отличает ее, например, от всплесков
Добеши. Заметим, что пары графиков 2 – 3 и 4 – 5 связаны между собой, поскольку изоб-
раженные на них функции переходят друг в друга при применении преобразования Фурье,
которое является линейным унитарным оператором, действующим в L2(R).

Столь сильное изменение поведения двойственной функции с ростом диспропорции
частотно-временного окна ω1ω2 может оказаться существенным в теории сжатых состояний

Рис. 1. График двойственной функции, ω2/ω1 = 1
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Рис. 2. График двойственной функции, ω2/ω1 = 5

Рис. 3. График двойственной функции, ω2/ω1 = 0.2

Рис. 4. График двойственной функции, ω2/ω1 = 25
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Рис. 5. График двойственной функции, ω2/ω1 = 0.04

света [9, глава 21], [38, главы 4,8]. В квантовой оптике под сжатыми состояниями понима-
ют такие состояния, для которых значение флуктуации одной из канонически сопряженных
компонент меньше ее значения в вакуумном состоянии. Введены они были в 1963 году Р. Глау-
бером, первые успешные эксперименты по получению сжатого света проведены в 1985 году,
а в последнее время технология сжатия света активно используется для создания прецизион-
ных измерительных систем. Наиболее известным примером является измерение с помощью
таких систем гравитационных волн.

Математическое описание сжатых состояний для смешанных и перепутанных состояний
сводится к разложению по когерентным состояниям. И уже на простейших, по сути дела ка-
чественных, примерах наблюдаются вычислительные эффекты, получившие в монографии
В.П. Шляйха [38, глава 8, п. 8.4] название "гигантские осцилляции". А роль двойственных
функций состоит в том, чтобы в сложном сигнале выделить компоненту, отвечающую чисто-
му когерентному состоянию. Хотя здесь требуется учитывать переполненность используемой
системы функций и связанную с этим неоднозначность разложения по фрейму Габора.

7. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В данной работе предлагается следующий алгоритм действий для разложения функций
или экспериментальных сигналов по дискретной системе когерентных состояний:

1. Выбирается равномерная прямоугольная решетка с шагами α1, α2, параметр n в равен-
стве α1α2 = π/n и соотношение шагов ℓ = α1/α2. Оптимальным является значение ℓ, равное
1, или близкое к нему.

2. По формуле (20) строится двойственная функция g̃(x, ω1, ω2). При определении количе-
ства слагаемых в суммах для достижения требуемой точности используется информация о
знакочередуемости и монотонном убывании по модулю коэффициентов ck(ω).

3. По формулам (17) находятся коэффициенты разложения (16) функции f(x) по фрейму
Габора (15).

В отличие от формулы (4) получается не двойной интеграл, а более удобный при вычис-
лениях двойной ряд. При этом не требуется проведения какой-либо регуляризации с целью
выхода из пространства обобщенных функций. Вместо равенства Парсеваля будет двусто-
ронняя оценка суммы квадратов коэффициентов через квадрат нормы функции и границы
фрейма. Отношение верней и нижней границ фрейма указаны в таблице 1.
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В нашем распоряжении оказывается целое семейство разложений по когерентным состо-
яниям, зависящее от двух параметров n и ℓ. Обобщение с одномерного случая на многомер-
ный не вызывает никаких сложностей, поскольку функция Гаусса нескольких переменных
равна произведению функций Гаусса одной переменной. При больших значениях парамет-
ра n можно строить модели аппроксимации непрерывного спектра дискретным, причем нет
необходимости, как это делается при вторичном квантовании электромагнитного излучения,
брать в пространстве конечный куб большого размера, а потом делать предельный пере-
ход к бесконечности. В случае фрейма Габора можно сразу проводить разложение по всему
пространству.

Представление функций в виде линейной комбинации сдвигов функций Гаусса, умножен-
ных на мнимые экспоненты, дает возможность аналитического вычисления интегралов, свер-
ток, что часто оказывается удобным в цифровой обработке сигналов. Не требуется специально
считать преобразование Фурье, поскольку для когерентных состояний оно легко вычисляет-
ся, а образ Фурье снова оказывается когерентным состоянием. Единственное. что требуется,
это освоить сравнительно новый аппарат теории фреймов.

Современная теория когерентных состояний наряду с большим числом достижений (от-
меченных, кстати, в случаях с Д.Габором и Р. Глаубером Нобелевскими премиями) накопила
и большое число нерешенных проблем, причем с увеличением числа статей и монографий
на данную тему все труднее разобраться, что же на самом деле сделано, а что требуется до-
делать или переделать по-новому. Практически полностью отсутствует критический анализ.
Хотелось бы в качестве удачного примера критики в близкой области исследований привести
статью [39]. А повышенный интерес к фреймам Габора означает, на наш взгляд, естествен-
ный процесс возвращения от всплесков и других модных конструкций к базисам, содержащим
физически осмысленные функции.
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