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Аннотация. В статье рассматриваются пространства Степанова функций, опреде-
ленных на R со значениями в комплексном банаховом пространстве. Вводятся понятия
медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций из пространства Сте-
панова. Основные результаты статьи связаны с гармоническим анализом периодических
на бесконечности функций из пространства Степанова. Вводится понятие обобщенного
ряда Фурье, коэффициенты которого являются медленно меняющимися на бесконечно-
сти функциями (не обязательно постоянными). Получен критерий представимости пери-
одической на бесконечности функции в виде суммы чисто периодической и исчезающей
на бесконечности функций. Также получен спектральный критерий периодичности на
бесконечности функции из пространства Степанова. Результаты статьи получены с суще-
ственным использованием спектральной теории изометрических представлений.
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PERIODIC AT INFINITY FUNCTIONS IN STEPANOV
SPACES

I. I. Strukova

Abstract. We consider Stepanov spaces of functions defined on R with their values in a
complex Banach space. We introduce the notions of slowly varying and periodic at infinity
functions from Stepanov space. The main results of the article are connected with harmonic
analysis of periodic at infinity functions from Stepanov space. For this class of functions we
introduce the notion of a generalized Fourier series; the Fourier coefficients in this case may not
be constants, they are functions that are slowly varying at infinity. We establish a criterion for
representation of periodic at infinity functions as the sum of periodic functions and functions
converging to zero and a spectral criterion for periodicity at infinity of a function from Stepanov
space. Basic results are derived with the use of isometric representations spectral theory.

Keywords: Banach space, Stepanov space, slowly varying at infinity function, periodic at
infinity function, periodic vector, L1(R)-module, Beurling spectrum, Fourier series.

1. ОСНОВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Пусть X — комплексное банахово пространство, End X — банахова алгебра линейных
ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X.

∗ Постановка задачи и теоремы 1 и 2 выполнены при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16–01–
00197, выполняемый в Воронежском госуниверситете), остальные результаты — при финансовой поддержке
РНФ (проект № 14–21–00066, выполняемый в Воронежском госуниверситете).
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Символом L1
loc(R,X) обозначим пространство локально суммируемых (измеримых по Бох-

неру) на R функций со значениями в банаховом пространстве X.
Через Lp(R,X), p ∈ [1,∞], обозначим банахово функций x ∈ L1

loc(R,X), для которых
конечна величина (принимаемая за норму в соответствующем пространстве)

‖x‖p =
(∫
R

‖x(t)‖pXdt
)1/p

, p ∈ [1,∞), ‖x‖∞ = vrai sup
t∈R

‖x(t)‖X , p = ∞.

Если X = C, то символ X в обозначениях этих пространств будет опускаться.
Через Sp(R,X), где p ∈ [1,∞), будет обозначаться пространство Степанова [1], состоящее

из функций x ∈ L1
loc(R,X), для которых конечна величина

‖x‖Sp = sup
s∈R

(
1∫
0

‖x(s+ t)‖pXdt
)1/p

, p ∈ [1,∞).

Пространства Степанова играют важную роль при изучении дифференциальных уравне-
ний в банаховом пространстве (см. [2], [3]).

Также рассматриваются подпространства Cb(R,X) и Cb,u(R,X) пространства L∞(R,X) со-
ответственно непрерывных ограниченных и равномерно непрерывных на R функций с нормой
‖x‖∞ = sup

t∈R
‖x(t)‖X .

В Sp(R,X) определена и ограничена группа S(t), t ∈ R, операторов сдвигов функций

(S(t)x)(s) = x(s+ t), s,t ∈ R, x ∈ Sp(R,X).

Для любых функций f ∈ L1(R), x ∈ Sp(R,X) их свертка

(f ∗ x)(t) =
∫

R

f(τ)x(t− τ)dτ =

∫

R

f(τ)(S(−τ)x)(t)dτ, t ∈ R, (1)

принадлежит Sp(R,X).

Через Spc (R,X) обозначим замкнутое подпространство из Sp(R,X) вида {x ∈ Sp(R,X) :
функция t 7→ S(t)x : R → Sp(R,X) непрерывна}.

Через Sp0(R,X) обозначим наименьшее замкнутое подпространство из Sp(R,X), содержа-
щее все функции ϕx, x ∈ Sp(R,X), ϕ ∈ Cb(R,X), suppϕ – компакт.

Если X = C, то вместо Sp(R,X) будем писать просто Sp(R).

2. О ГАРМОНИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВЕКТОРОВ

Пусть X – комплексное банахово пространство и End X — банахова алгебра линейных
ограниченных операторов, действующих в X . Будем считать, что X является невырожден-
ным банаховым L1(R)-модулем (см. [4], [5]), структура которого ассоциирована с некоторым
ограниченным изометрическим представлением T : R → End X . Это означает, что выполня-
ются два свойства следующего предположения:

Предположение 1. Для банахова L1(R)-модуля X выполняются следующие условия:

1. из равенства fx = 0, справедливого для любой функции f ∈ L1(R), следует, что вектор
x ∈ X – нулевой (свойство невырожденности банахова модуля X );

2. для всех f ∈ L1(R), x ∈ X , t ∈ R, имеют место равенства (свойство ассоциированно-
сти модульной структуры на X с представлением T : R → End X ):

T (t)(fx) = (T (t)f)x = f(T (t)x).

140 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 2



Периодические на бесконечности функции в пространствах Степанова

Если T : R → End X – сильно непрерывное ограниченное представление, то формула

T (f)x = fx =

∫

R

f(t)T (−t)xdt, f ∈ L1(R), x ∈ X , (2)

определяет на X структуру банахова L1(R)-модуля, удовлетворяющего условиям предполо-
жения 1, причем эта модульная структура ассоциирована с представлением T.

Замечание 1. С каждым невырожденным банаховым L1(R)-модулем X ассоциировано един-
ственное представление T : R → End X (см. [2, 4-8]).

Определение 2. Вектор из банахова L1(R)-модуля X назовем T -непрерывным, если функ-
ция ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, t ∈ R, непрерывна в нуле (и, значит, непрерывна на R).

Совокупность всех T -непрерывных векторов из банахова L1(R)-модуля X обозначим через
Xc. Непосредственно из последнего определения следует, что Xc – замкнутый подмодуль из
X , причем представление T на нем сильно непрерывно.

Пространства Sp(R,X) являются банаховыми L1(R)-модулями с модульной структурой,
определяемой равенствами (1), и эта структура ассоциирована с представлением (группой
сдвигов функций) S : R → End Sp(R,X).

Далее через f̂ : R → C обозначается преобразование Фурье

f̂(λ) =

∫

R

f(t)e−iλtdt, λ ∈ R,

функции f ∈ L1(R).

Определение 3. Спектром Бёрлинга вектора x ∈ X называется множество чисел Λ(x) из
R вида Λ(x) = {λ0 ∈ R : fx 6= 0 для любой функции f ∈ L1(R) c f̂(λ0) 6= 0}.

Из определения следует, что Λ(x) = R\{µ0 ∈ R : существует функция f ∈ L1(R)
такая, что f̂(µ0) 6= 0 и fx = 0}.

Справедливы следующие свойства спектра Берлинга векторов из банахова пространства
X (см. [4], [5], [9]):

Лемма 1. Для любых f ∈ L1(R) и x ∈ X справедливы свойства:

1) из условия fx = 0 для любой функции f ∈ L1(R) следует, что x = 0 (т.е. L1(R)-модуль
X невырожден);

2) Λ(x) — замкнутое подмножество из R, причем Λ(x) = ∅ тогда и только тогда, когда
x = 0;

3) Λ(fx) ⊂ (suppf̂) ∩ Λ(x);

4) fx = 0, если (suppf̂) ∩Λ(x) = ∅, и fx = x, если множество Λ(x) компактно и f̂ = 1 в
некоторой его окрестности;

5) Λ(x) = {λ0} — одноточечное множество тогда и только тогда, когда вектор x 6= 0
удовлетворяет равенствам T (t)x = exp(iλ0t)x, t ∈ R;

6) функция t 7→ T (t)x : R → X для x с компактным Λ(x) допускает расширение до целой
функции.

Определение 4. Число λ0 ∈ Λ(x) отнесем к несущественному спектру Λ0(x) функции
x ∈ Spc (R,X), если существует функция f ∈ L1(R) такая, что f̂(λ0) 6= 0 и f ∗ x ∈ Sp0(R,X).
Множество Λess(x) = Λ(x)\Λ0(x) назовем существенным спектром функции x.
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Заметим, что существенный спектр функции x : R → C, x(t) = exp it2, t ∈ R, пуст. Если
y ∈ Cω(R,X), то Λess(y) ⊂ 2π

ω Z. Если z ∈ Cω(R,X) — нечетная периодическая функция,
то функция z1 : t 7→ z(|t|) не является периодической, но z1 является периодической на
бесконечности периода ω, а ее существенный спектр содержится в множестве 2π

ω Z.

Определение 5. Пусть ω > 0. Вектор x0 ∈ X назовем ω-периодическим (относительно
представления T ), если T (ω)x0 = x0.

Множество ω-периодических векторов обозначим через Xω = Xω(T ). Оно образует замкну-
тое подпространство в X , инвариантное относительно операторов T (t), t ∈ R.

Теорема 6. Для того, чтобы вектор x0 ∈ X был ω-периодическим (т.е. x0 ∈ Xω), необхо-
димо и достаточно, чтобы имело место включение

Λ(x0) ⊂
2π

ω
Z. (3)

Доказательство. Необходимость. Если x0 ∈ Xω, то по определению T (ω)x0 − x0 = 0.
Тогда для любой функции f ∈ L1(R) из формулы (2) получаем, что

f(T (ω)x0 − x0) =

∫

R

f(τ)T (−τ)(T (ω)x0 − x0)dτ =

∫

R

f(τ)T (−τ + ω)x0dτ−

−fx0 =
∫

R

(T (ω)f) (u)T (−u)x0du− fx0 = (T (ω)f − f)x0 = 0.

Если λ0 /∈ 2π
ω Z, рассмотрим f ∈ L1(R) такую, что f̂(λ0) 6= 0. Тогда ĝ(λ0) = (eiλ0ω−1)f̂(λ0) 6=

0 для g = S(ω)f − f ∈ L1(R). Отсюда получаем, что найдена функция g ∈ L1(R) такая что
gx = (S(ω)f − f)x = 0 и ĝ(λ0) 6= 0. Из определения 4 следует, что λ0 /∈ Λ(x0). Таким образом,
доказано включение (3).

Достаточность. Пусть теперь для Λ(x0) выполнено (3). Рассмотрим вектор y0 = T (ω)x0−
x0. Если функция f ∈ L1(R) такова, что suppf̂ — компакт, то из свойства 3 леммы 1 следует,
что Λ(fy0) ⊂ suppf̂ ∩ Λ(y0) ⊂ suppf̂ ∩ Λ(x0) ⊂ suppf̂ ∩ 2π

ω Z есть конечное множество вида{
2π
ω k1, ...,

2π
ω kn

}
, k1, ...,kn ∈ Z.

Из доказательства теоремы 1 статьи [7] и теоремы 3.2.7 в [4] следует, что вектор fx0
представим в виде fx0 = x1 + ...+ xn, где Λ(xj) =

{
2π
ω kj

}
, T (t)xj = ei

2π
ω
kjtxj , 1 6 j 6 n.

Тогда fy0 = f(T (ω)x0 − x0) = (T (ω)− I)fx0 =
n∑
j=1

(
ei2πkj − 1

)
xj = 0.

Поскольку множество функций из L1(R), имеющих преобразование Фурье с компактным
носителем, плотно в X , и L1(R)-модуль X невырожден (см. свойство 1 леммы 1), то T (ω)x0−
x0 = 0. Следовательно, x0 ∈ Xω. �

3. МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ И ПЕРИОДИЧЕСКИЕ
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИИ ИЗ ПРОСТРАНСТВ СТЕПАНОВА

Определение 7. Функция x ∈ Spc (R,X) называется медленно меняющейся на бесконечно-
сти, если (S(t)x− x) ∈ Sp0(R,X) для любого t ∈ R.

Например, медленно меняющейся на бесконечности является функция x ∈ Spc (R,X) вида
x(t) = c+ x0(t), t ∈ R, где c – вектор из банахова пространства X и x0 – любая функция из
Sp0(R,X).
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В теории дифференциальных уравнений (см. [10, р. 3.6.3]) использовалось эквивалентное
(если рассматривать функции из Cb,u(R,X)) определение, при этом функции назывались ста-
ционарными на бесконечности. Медленно меняющиеся функции находят свое применение в
теории тригонометрических рядов (см. [11]), в теории вероятности [12], а также в теории
целых функций [13]. Они составляют часть класса регулярно растущих функций, которые
впервые в 1925 году ввел в рассмотрение Р. Шмидт [14].

Определение 8. Функция x ∈ Spc (R,X) называется периодической на бесконечности периода
ω > 0 (ω-периодической на бесконечности), если (S(ω)x−x) ∈ Sp0(R,X) или, что эквивалент-
но, lim|t|→∞ ‖x(t+ ω)− x(t)‖X = 0.

Таким образом, каждая ω-периодическая на бесконечности функция x является решением
разностного уравнения вида x(t+ω)−x(t) = y(t), t ∈ R, где y ∈ Sp0(R,X), а каждая медленно
меняющаяся на бесконечности функция является периодической на бесконечности любого пе-
риода. В [15], [16] получены аналоги теоремы Винера об абсолютно сходящихся рядах Фурье
для непрерывных периодических на бесконечности функций с абсолютно сходящимися ряда-
ми Фурье и с рядами Фурье, суммируемыми с весом. В работах [17], [18] изучаются вопросы
гармонического анализа непрерывных периодических на бесконечности функций нескольких
переменных. В [19] описан спектр алгебры непрерывных периодических на бесконечности
функций, определенных на полуоси.

Множества медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций из
Spc (R,X) обозначим через Spsl,∞(R,X) и Spω,∞(R,X) соответственно. Отметим,что они оба обра-
зуют линейные замкнутые подпространства банахова пространства Spc (R,X). Таким образом,
имеют место включения Spsl,∞(R,X) ⊂ Spω,∞(R,X) ⊂ Spc (R,X), при этом все указанные про-
странства инвариантны относительно операторов S(t), t ∈ R.

Символом Spω(R,X) обозначим подпространство банахова пространства Spc (R,X), состоя-
щее из ω-периодических функций, т.е. функций x ∈ Spc (R,X), для которых выполнено условие
S(ω)x = x.

Примерами периодических на бесконечности функций из Spc (R,X) являются:
1) предельно периодические функции, т.е. функции x : R → X, представимые в виде

x = y + y0, где y ∈ Spω(R,X), y0 ∈ Sp0(R,X);

2) функция x ∈ Spc (R,X) такая, что она совпадает с x ∈ Spω(R,X) на R+ и
lim

t→−∞
‖x(t)‖X = 0;

3) любая функция из Spsl,∞(R,X);

4) любая функция x ∈ Spc (R,X), представимая в виде x =
n∑

k=−n
xk(t)e

i 2πk
ω
t, t ∈ R, n ∈ N,

где xk ∈ Spsl,∞(R,X), k ∈ Z.

Далее введем определение рядов Фурье функций из Spω,∞(R,X).

Определение 9. Каноническим рядом Фурье функции x ∈ Spω,∞(R,X) будем называть ряд
вида ∑

n∈Z
xn(t)e

i 2πn
ω
t, t ∈ R,

где функции xn : R → X, n ∈ Z, определяются формулами

xn(t) =
1

ω

ω∫

0

x(t+ τ)e−i
2πn
ω

(t+τ)dτ, t ∈ R, n ∈ Z, (4)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x.
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Ясно, что если x ∈ Cω(R,X), то xk(t) ≡ xk = 1
ω

ω∫
0

x(τ)e−i
2πk
ω
τdτ, t ∈ R, k ∈ Z, – обычные

коэффициенты Фурье непрерывной периодической функции x.

Определение 10. Обобщенным рядом Фурье функции x ∈ Spω,∞(R,X) называется любой
ряд вида ∑

n∈Z
yn(t)e

i 2πn
ω
t, t ∈ R,

где yn, n ∈ Z, – такие функции из Sp(R,X), для которых yn−xn ∈ Sp0(R,X), n ∈ Z, а функции
xn, n ∈ Z, определяются формулой (4).

Лемма 2. Канонические коэффициенты Фурье xn, n ∈ Z, (определенные формулой (4))
являются медленно меняющимися на бесконечности функциями, т.е. xn ∈ Spsl,∞(R,X),
n ∈ Z.

Утверждение леммы следует из равенств xn(t + ω) − xn(t) =

1
ω

ω∫
0

(S(ω)x− x)(t+ τ)e−i
2πn
ω

(t+τ)dτ, t ∈ R, n ∈ Z.

Непосредственно из определения 10 и леммы 2 следует, что коэффициенты любого обоб-
щенного ряда Фурье обладают свойством: yn ∈ Spsl,∞(R,X), n ∈ Z.

Получен следующий спектральный критерий периодичности на бесконечности функции
из пространства Степанова:

Теорема 11. Для того, чтобы функция x ∈ Spc (R,X) была ω−периодической на бесконеч-
ности (т.е. принадлежала пространству Spω,∞(R,X)), необходимо и достаточно, чтобы
имело место включение Λess(x) ⊂ 2π

ω Z.

Рассмотрим последовательность операторов (AN ) из End Spc (R,X) следующего вида AN =

1
N

N−1∑
k=0

S(kω), N > 1, причем ‖AN‖ = 1, N > 1.

В статье получен критерий представимости периодической на бесконечности функции из
пространства Spc (R,X) в виде суммы периодической и исчезающей на бесконечности функций.

Теорема 12. Для того, чтобы функция x ∈ Spω,∞(R,X) была представима в виде x = x1+x0,
где x1 ∈ Spω(R,X), x0 ∈ Sp0(R,X), необходимо и достаточно, чтобы в Spc (R,X) существовал
lim
N→∞

ANx.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Рассмотрим фактор-пространство X = Spc (R,X)/Sp0 (R,X), которое является банаховым
пространством с нормой ‖x̃‖ = inf

y∈x+Sp
0 (R,X)

‖y‖, где x̃ = x+Sp0(R,X) – класс эквивалентности,

содержащий функцию x ∈ Spc (R,X).
Отметим, что банахово пространство X становится банаховой алгеброй, если умножение

вводится следующим образом x̃ỹ = x̃y, x̃,ỹ ∈ X .
В X действует сильно непрерывная изометрическая группа операторов S̃ : R → End X ,

действующая по правилу S̃(t)x̃ = S̃(t)x = S(t)x + Sp0(R,X), x ∈ Spc (R,X), t ∈ R.
Фактор-пространство X наделяется структурой банахова L1(R)-модуля с помощью формулы
fx̃ =

∫
R

f(τ)S̃(−τ)x̃dτ, f ∈ L1(R), x̃ ∈ X .

Подпространство Xω,∞ = Spω,∞(R,X)/Sp0 (R,X) является замкнутым подмодулем из L1(R)-
модуля X .

144 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 2



Периодические на бесконечности функции в пространствах Степанова

Непосредственно из определения представления S̃ : R → End X следует, что S̃(ω)x̃ = x̃,
x̃ ∈ X . Таким образом, функция t 7→ S̃(t)x̃ : R → Xω,∞, x̃ ∈ Xω,∞, является непрерыв-
ной ω-периодической функцией, т.е. она принадлежит банахову пространству Cω(R,Xω,∞).
Следовательно, имеет место

Теорема 13. Функция x ∈ Spc (R,X) является ω-периодической на бесконечности тогда и
только тогда, когда класс эквивалентности x̃ = x + Sp0(R,X) является ω-периодическим

вектором относительно представления S̃ ∈ End X .

Доказательство теоремы 11. Поскольку фактор-пространство X = Spc (R,X)/Sp0 (R,X) яв-
ляется банаховым L1(R)−модулем, то непостредственно из определений 3 и 4 следует, что
Λ(x̃) = Λess(x). Утверждение теоремы следует из теорем 6 и 13.
Доказательство теоремы 12. Необходимость. Пусть функция x ∈ Spω,∞(R,X) предста-
вима в виде x = x1 + x0, где x1 ∈ Spω(R,X), x0 ∈ Sp0(R,X). Тогда AN (x1 + x0) = x1 + ANx0,
N > 1. Поскольку x0 ∈ Sp0(R,X), то lim

N→∞
ANx0 = 0, и, следовательно, lim

N→∞
ANx = x1.

Достаточность. Пусть для некоторой функции x ∈ Spω,∞(R,X) существует предел
lim
N→∞

ANx = y. Покажем, что x представима в виде x = x1 + x0, где x1 ∈ Spω(R,X),

x0 ∈ Sp0(R,X). В силу равенств

S(ω)y − y = lim
N→∞

(
1

N

N−1∑

k=0

S((k + 1)ω)x− 1

N

N−1∑

k=0

S(kω)x

)
=

= lim
N→∞

(
1

N
(S(Nω)x− x)

)
= 0

функция y является периодической, т.е. y ∈ Spω(R,X), откуда вытекает, что ANy = y для
любого N > 1. Обозначив x− y = x0 ∈ Spω,∞(R,X), получим следующую цепочку равенств:

lim
N→∞

ANx0 = lim
N→∞

AN (x− y) = lim
N→∞

(ANx− y) = y − y = 0. (5)

По функции x0 построим класс x̃0 ∈ X , который в силу теоремы 13 является ω-периодическим
вектором в пространстве X = Spω,∞(R,X)/Sp0 (R,X), т.е. x̃0 ∈ Xω. Наряду с операторами
AN , N > 1, рассмотрим последовательность операторов (ÃN ), N > 1, из End X следую-

щего вида ÃN = 1
N

N−1∑
k=0

S̃(kω). Тогда ÃN x̃0 = x̃0 для любого N > 1. С другой стороны, из

(5) следует справедливость равенства lim
N→∞

ÃN x̃0 = 0̃, откуда непосредственно получаем, что

x̃0 = 0̃. А значит x0 ∈ Sp0(R,X), т.е. функция x представима в виде x = y+x0, где y ∈ Spω(R,X),
x0 ∈ Sp0(R,X). �
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