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Аннотация. В работе получены достаточные условия существования решения кра-
евой задачи с негладкими решениями и сильной нелинейностью. При анализе решений
краевой задачи четвёртого порядка, мы используем поточечный подход, предложенный
Ю. В. Покорным и показавший свою эффективность при изучении задач второго порядка.
На основе полученных ранее другими авторами оценок функции Грина граничной задачи
удалось показать, что оператор, обращающий изучаемую нелинейную задачу, представи-
мый в виде суперпозиции вполне непрерывного и непрерывного операторов, действует
из конуса неотрицательных непрерывных функций в более узкое множество. Последнее и
позволяет доказать существование решения у нелинейной краевой задачи с привлечением
теории пространств с конусом.

Ключевые слова: краевая задача, негладкое решение, сильная нелинейность, раз-
решимость.

SOLVABILITY OF NONLINEAR BOUNDARY VALUE
PROBLEM WITH NONSMOOTH SOLUTIONS

P. V. Sadchikov

Abstract. In this paper we are obtained sufficient conditions for the existence of solution
of boundary value problems with nonsmooth solutions and strong nonlinearity. In the analysis
of solutions of the boundary value problem of fourth order, we use the pointwise approach
proposed by Yu. V. Pokorny and showed its effectiveness in the study of the task of the second
order. Based on previously obtained by other authors estimates of the function’s Green of
boundary value problem were able to show that the operator that rotates the studied nonlinear
problem, can be represented as a superposition of continuous and completely continuous
operators, acting from the cone of nonnegative continuous functions in a more narrow set.
Latest and allows to prove the existence of solutions for nonlinear boundary value problems
involving the theory of spaces with cone.
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В работе изучается нелинейная краевая задача





Lu ≡ (pu′′xx)
′′
xσ − (ru′x)

′
σ = f(x, u) (x ∈ [0; 1]σ);

u(0) = u′x(0) = 0;
u(1) = u′x(1) = 0,

(1)

с негладкими решениями, при этом f(x, u) является нелинейной функцией сильно растущей
на бесконечности (f(x, u) = |u|α, α > 1). Уравнение в (1) задано на [0; 1]σ — расширении
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отрезка [0; 1] в котором каждая точка ξ, принадлежащая множеству S(σ) — точек разрыва
функции σ(x), заменена на тройку собственных элементов {ξ−, ξ, ξ+} бывшие ранее предель-
ными.

Для точек ξ ∈ S(σ) уравнение в (1) принимает вид ∆(pu′′xx)
′
x(ξ) −∆(ru′x)(ξ) = f(ξ, u(ξ)),

где ∆ϕ(ξ) = ϕ(ξ + 0)− ϕ(ξ − 0) — полный скачок функции ϕ(x) в точке ξ.
Под решением (1) понимается функция u(x), удовлетворяющая краевым условиям u(0) =

= u′x(0) = u(1) = u′x(1) = 0, превращающая в верное равенство (почти всюду относительно
меры σ, порождаемой функцией σ(x)) уравнение в (1).

Решение краевой задачи (1) мы будем искать в классе дважды непрерывно дифференциру-
емых функций, квазипроизводная pu′′xx(x) которых абсолютно непрерывна на [0; 1], (pu′′xx)

′
x (x)

— σ-абсолютно непрерывна на [0; 1].
Следуя работе [1], однородное уравнение Lu = 0 назовем неосциллирующим на [0; 1], если

произвольное нетривиальное решение имеет не более трех нулей с учетом кратностей.
Заметим, что интенсивное изучение краевых задач с производными Радона–Никодима на-

чалось после выхода работы Ю. В. Покорного [2]: была построена точная параллель клас-
сической теории обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка [3]–[8], изу-
чались нелинейных краевых задач с производными Радона–Никодима [9], [10], граничные
задачи четвертого порядка [11], [12].

Введем обозначения: u0(x) = x(1 − x), ‖u‖C = max
[0,1]

|u(x)| — норма в пространстве C[0, 1]

непрерывных на [0, 1] функций.
В работе доказан следующий результат.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:

1) f(x, 0) ≡ 0;

2) однородное уравнение Lu = 0 не осциллирует на [0; 1]σ;

3) f(x, u) > 0 для всех x ∈ [0; 1] и u > 0;

4) оператор суперпозиции, порожденный функцией f(x, u), непрерывно действует из
C[0; 1] в Lp,σ[0; 1]σ при некотором p ∈ (1;+∞];

5) при некоторых 0 < r < R < ∞ краевая задача Lu = λf(x, u), u(0) = u′x(0) = 0, u(ℓ) =
= u′x(ℓ) = 0, при любых λ ∈ (0; 1) не имеет решений, удовлетворяющих неравенствам
ũ0(x) · max

06x61
|u(x)| 6 u(x) 6 r, где ũ0(x) = M · u0(x) при некотором M > 0, и для

некоторой неотрицательной нетривиальной функции h(x) ∈ L1,σ[0; ℓ]σ и для любого
λ > 0 граничная задача Lu = λf(x, u)+λh, u(0) = u′x(0) = 0, u(ℓ) = u′x(ℓ) = 0, не имеет
решений, удовлетворяющих неравенству u(x) > Rũ0(x).

Тогда задача 



Lu = f(x, u),
u(0) = u′x(0) = 0,
u(ℓ) = u′x(ℓ) = 0,

имеет нетривиальное решение в конусе K неотрицательных непрерывных на [0; 1] функций.

Доказательство. С помощью оператора A на K\{Θ} введём оператор Bu = ‖u‖2CA
(

u

‖u‖2C

)
.

Если оператор B имеет неподвижную точку u∗, то элемент v∗ =
u∗

‖u‖2C
даёт неподвижную

точку оператора A. Поэтому, достаточно показать наличие в K у оператора B неподвижной
точки.
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Оператор B переводит K\{Θ} в K(ũ0), причем B вполне непрерывен в K вне шара любого
радиуса. Нетрудно видеть, что для оператора B на множестве элементов K(ũ0) с большой
нормой не может выполняться λBu = u при λ ∈ (0, 1), и на элементах малой нормы из K(ũ0)

при любом λ > 0 не может выполняться u = Bu + λh0, где h0(x) =

ℓ∫

0

G(x, s)h(s) dσ(s).

Поэтому, оператор B имеет в K(ũ0) неподвижную точку. Теорема доказана.

Замечание 1. Доказательство теоремы сохраняет силу, если оператор A вполне непреры-
вен вне любого шара положительного радиуса.
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