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Аннотация. В работе исследована нелокальная краевая задача для уравнения влаго-
переноса с дробной по времени производной Римана–Лиувилля. Рассматриваемое уравне-
ние является обобщением модифицированного уравнения Аллера, учитывающего движе-
ние влаги в прямом и обратном направлении, в пористом массиве. Нелокальное краевое
условие, содержащее оператор дробного интегрирования, соответственно является анало-
гом нелокального интегрального условия в случае классического уравнения Аллера.

С помощью метода энергетических неравенств для решения задачи получена априор-
ная оценка в терминах дробного интеграла Римана–Лиувилля, из которой следует един-
ственность решения.

Ключевые слова: обобщенное уравнение влагопереноса, производная дробного по-
рядка, априорная оценка.

A NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE
GENERALIZED EQUATION OF MOISTURE TRANSFER

M. A. Kerefov, S. Kh. Gekkieva

Abstract. A nonlocal boundary-value problem for the moisture transfer equation with the
Riemann–Liouville fractional derivative on the time scale is investigated. The equation under
consideration is a generalization of the modified Aller equation that takes into account the
movement of moisture in the forward and backward directions, in a porous massif. A non-local
boundary condition with the fractional integration operator is, respectively, an analog of the
nonlocal integral condition in the case of the classical Aller equation.

Using the method of energy inequalities, an a priori estimate was obtained in the solution of
the problem in terms of the Riemann–Liouville fractional integral, which implies the uniqueness
of the solution.

Keywords: generalized equation of moisture transfer, a derivative of fractional order, a
priori estimate.

ВВЕДЕНИЕ

Движение влаги в почве можно описать квазилинейным уравнением

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D (u)

∂u

∂x

)
,
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где u(x, t) — влажность почвы в долях единицы на глубине x в момент времени t, D(u) —
коэффициент диффузивности. Это уравнение получено на основе анализа механизма диф-
фузии в пористом массиве, когда учитывается возникновение потоков влаги под действием
градиента капиллярного давления. Однако достаточно убедительные и многократные опыты
демонстрируют иногда обратный знак потока от слоев с малым к слоям с большим влаго-
содержанием. Правильное объяснение движения влаги в прямом и обратном направлении
возможно на основе модифицированного уравнения

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D (u)

∂u

∂x
+A

∂2u

∂t∂x

)
, (1)

где A — варьируемый коэффициент Аллера.
Уравнению (1) при различных краевых условиях посвящены работы [1–6].
В [7] дается обобщение уравнения Аллера (1) путем введения дробной производной по

времени порядка α, 0 < α < 1. В результате чего получается следующее качественно новое
уравнение влагопереноса в виде

∂α0tu =
∂

∂x
(D(u)ux +A∂α0tux) , (2)

где ∂1−α0t — оператор дробного (в смысле М. Caputo) дифференцирования по t порядка
α ∈ (0, 1), [8, с. 14]. Математические модели движения влаги, основанные на уравнении (2),
рассмотрены в [7].

ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ НЕЛОКАЛЬНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим краевую задачу для обобщенного уравнения диффузии с дробными производ-
ными Римана-Лиувилля порядка α ∈ (0, 1):

Dα
0tu =

∂

∂x

(
k (x, t)

∂u

∂x
+ADα

0t

∂u

∂x

)
+ f(x, t), (3)

где Dα
0tux =

1

Γ (1− α)

∂

∂t

t∫

0

ux (x, τ) dτ

(t− τ)α
, 0 < α < 1, [9, с. 9].

В случае, когда коэффициенты уравнения (3) постоянны, существование и единственность
решения первой краевой задачи доказаны в [10]. В данной работе рассматривается краевая
задача с нелокальным условием.

Задача. В области QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим следующую краевую
задачу:

Dα
0tu =

∂

∂x

(
k (x, t)

∂u

∂x
+ADα

0t

∂u

∂x

)
+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T, (4)

{
Π(0, t) = Dα−1

0t u(0, t), x = 0,
Π(l, t) = µ1(t), x = l,

(5)

Dα−1
0t u(x, t)

∣∣
t=0

= u0(x), (6)

где A > 0, Π(x, t) = k (x, t) ∂u∂x + ADα
0t
∂u
∂x — поток влаги через сечение x в единицу времени.

Нелокальное условие на слое x = 0 в (5) является аналогом условия Π(0, t) =

t∫

0

u(0, τ)dτ в

случае классического уравнения Аллера.
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Назовем регулярным решением уравнения (3) в области QT функцию из класса
Dα−1

0t u(x, t) ∈ C
(
Q̄T
)
, Dα

0tu (x, t), uxx (x, t) , D
α
0tuxx (x, t) ∈ C (QT ), которая, удовлетворяет

уравнению (3) во всех точках (x, t) ∈ QT . Предполагая существование регулярного решения,
сформулируем следующую теорему.

Теорема. Пусть kx (x, t), kt (x, t), f (x, t) ∈ C
(
Q̄T
)
; µ1 (t) ∈ C[0, T ], u0 (x) ∈ C[0, l],

k > c1 > 0, A > 0, kt 6 0 всюду на Q̄, тогда для решения задачи (3)–(6) справедлива априор-
ная оценка

‖U (x, t)‖W 1
2 (0,l)

6M (t)


‖f‖22,Qt

+

t∫

0

µ21(τ)dτ + ‖u0 (x)‖20 +
∥∥u′0 (x)

∥∥2
0


 , (7)

где U = Dα−1
ot u(x, τ) =

1

Γ (1− α)

t∫

0

u (x, τ ) dτ

(t− τ)α
.

Доказательство. Воспользуемся методом энергетических неравенств, для чего умножим
уравнение (3) скалярно на U :

(Dα
0tu,U ) = ((kux)x , U ) + (ADα

0tuxx, U) + (f, U), (8)

где (u, v) =

l∫

0

uvdx, (u, u) = ‖u‖20. Преобразуем слагаемые тождества (8):

(Dα
0tu,U) =

1
2
∂

∂t
‖U‖20 ,

((kux)x , U ) =
1

Γ (1− α)
k (l, t)ux (l, t)

t∫

0

u (l, τ) dτ

(t− τ)α
− 1

Γ (1− α)
k (0, t) ux (0, t)

t∫

0

u (0, τ ) dτ

(t− τ)α
−

− 1

Γ (1− α)

l∫

0

kux (x, t)

t∫

0

ux (x, τ ) dτ

(t− τ)α
dx,

(ADα
otuxx, U ) =

=
A

Γ2 (1− α)




∂

∂t

t∫

0

ux (l, τ) dτ

(t− τ)α

t∫

0

u (l, τ) dτ

(t− τ)α
− ∂

∂t

t∫

0

ux (0, τ ) dτ

(t− τ)α

t∫

0

u (0, τ ) dτ

(t− τ)α
−1

2

∂

∂t
‖Ux‖20

}
,

(f, U) 6
1

2
‖f‖20 +

1

2
‖U‖20 .

С учетом полученных неравенств из (8) получим

1

2

∂

∂t
‖U‖20 −

1

Γ (1− α)
k (l, t) ux (l, t)

t∫

0

u (l, τ ) dτ

(t− τ)α
+

1

Γ (1− α)
k (0, t) ux (0, t)

t∫

0

u (0, τ ) dτ

(t− τ)α
+

+
1

Γ (1− α)

l∫

0

kux (x, t)

t∫

0

ux (x, t) dτ

(t− τ)α
dx+

A

2

∂

∂t
‖Ux‖20−
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− A

Γ2 (1− α)

∂

∂t

t∫

0

ux (l, τ ) dτ

(t− τ)α

t∫

0

u (l, τ ) dτ

(t− τ)α
+

A

Γ2 (1− α)

∂

∂t

t∫

0

ux (0, τ ) dτ

(t− τ)α

t∫

0

u (0, τ ) dτ

(t− τ)α
6

6
1

2
‖f‖20 +

1

2
‖U‖20 .

Последнее неравенство с учетом граничных условий (5) примет вид:

1

2

∂

∂t
‖U‖20 − µ1(t)U(l, t) +Dα−1

0t u(0, t)U(0, t)+

+
1

Γ (1− α)

l∫

0

kux (x, t)

t∫

0

ux (x, t) dτ

(t− τ)α
dx+

A

2

∂

∂t
‖Ux‖20 6

1

2
‖f‖20 +

1

2
‖U‖20 . (9)

Слагаемые в левой части неравенства (9) оценим так:

µ1(t)U (l, t) 6
µ21
2

+
1

2

(
ε ‖Ux‖20 + cε ‖U‖20

)
, (10)

∣∣U(0, t)Dα−1
ot u

∣∣ = U2(0, t) 6 ε ‖Ux‖20 + cε ‖U‖20 ,

где ε — произвольная постоянная, cε = 2
ε + 1

l . Подставляя оценки (10) в неравенство (9),
находим

1

2

∂

∂t
‖U‖20+

1

Γ (1− α)

l∫

0

kux (x, t)

t∫

0

ux (x, t) dτ

(t− τ)α
dx+

A

2

∂

∂t
‖Ux‖ 6

1

2
‖f‖20+ν1 ‖U‖+ν2 ‖Ux‖+

1

2
µ21,

v1 = cε +
1

2
cε +

1

2
> 0, ν2 = ε+

ε

2
> 0.

Проинтегрируем последнее неравенство по τ от 0 до t:

1

2
‖U‖20 +

1

Γ (1− α)

t∫

0

dτ

l∫

0

kux (x, τ)

τ∫

0

ux (x, τ1) dτ1
(τ − τ1)

α dx+
A

2
‖Ux‖20 6

6
1

2
‖f‖22,Qt

+ ν1

t∫

0

‖U (x, τ )‖20 dτ + ν2

t∫

0

‖Ux (x, τ)‖20 dτ+

+
1

2

t∫

0

µ21(τ)dτ +
1

2
‖U (x, 0)‖20 +

A

2

∥∥U ′x (x, 0)
∥∥2
0
, (11)

где ‖u‖22,Qt
=

t∫

0

‖u(x, τ)‖20 dτ .

Предположим, что kt 6 0, тогда неотрицательность тройного интеграла в левой части
неравенства (11) доказывается так же, как в [9, с. 35]. Усиливая неравенство (11), получим

1

2
‖U‖20 +

A

2
‖Ux‖20 6

1

2
‖f‖22,Qt

+ ν1

t∫

0

‖U (x, τ )‖20 dτ+ν2
t∫

0

‖Ux (x, τ)‖20 dτ+
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+
1

2

t∫

0

µ21(τ)dτ +
1

2
‖U (x, 0)‖20 +

A

2

∥∥U ′x (x, 0)
∥∥2
0

или

‖U (x, t)‖20 +A ‖Ux (x, t)‖20 6

6 ‖f‖22,Qt
+2ν1

t∫

0

‖U (x, τ )‖20 dτ+2ν2

t∫

0

‖Ux (x, τ)‖20 dτ+
t∫

0

µ21(τ)dτ + ‖u0 (x)‖20 +A
∥∥u′0 (x)

∥∥2
0
.

Из последней оценки следует

‖U‖20 6 2ν2

t∫

0

‖Ux‖20dτ + 2ν1

t∫

0

‖U‖20dτ + F (t) , (12)

где

F (t) =

t∫

0

µ21 (τ)dτ + ‖f‖22,Qt
+ ‖u0 (x)‖20 +A

∥∥u′0 (x)
∥∥2
0
.

Введем обозначение y (t) =
t∫
0

‖U‖20 dτ , тогда неравенство (12) примет вид

dy

dt
6 ν2y (t) + F (t) .

Применяя лемму Гронуолла–Беллмана [11, с. 152] к неравенству (12), получаем

‖U‖22,Qt
6 exp (ν1t)

t∫

0

F̃ (τ) dτ 6 exp (ν1t) tF̃ (t), (13)

где F̃ (t) = F (t) + ν2

t∫

0

‖ux‖20 dτ . С помощью (13) из (12) находим

‖U‖20 +A ‖Ux‖20 6 ν2

t∫

0

‖Ux‖20dτ + ν1e
ν1tt


F (t) + ν2

t∫

0

‖ux‖20 dτ


 ,

или

‖U‖20 +A ‖Ux‖20 6M (t)

t∫

0

‖ux‖20dτ + ν1e
ν1ttF (t) , (14)

где M (t) = ν2 + ν2ν1e
ν1tt. Из оценки (14) имеем

‖Ux‖20 6M (t) /A

t∫

0

‖Ux‖20dτ + F̄ (t) ,

где F̄ (t) = ν1e
ν1ttF (t) /A. Применяя снова лемму к последнему неравенству, получим

‖Ux‖22,Qt
6 exp




t∫

0

M (τ) dτ


 tF̄ (t) . (15)
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С помощью (15) из (14) окончательно находим

‖U‖20 +A ‖Ux‖20 6M (t) exp




t∫

0

M(τ)dτ


 tF̄ (t) + ν1e

ν1ttF (t) ,

откуда следует оценка

‖U‖20 +A ‖Ux‖20 6M1 (t)




t∫

0

µ21dτ + ‖f‖22,Qt
+ ‖u0 (x)‖20 +A

∥∥u′0 (x)
∥∥2
0




или (7).
Оценка получена в терминах U . Так как однородное уравнения Абеля имеет только три-

виальное решение [9, с. 10], то из оценки (7) следует единственность решения задачи (3)–(6).
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