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Аннотация. Метод годографа, основанный на законах сохранения, использован
для решения системы квазилинейных эллиптических уравнений в частных производных
первого порядка, описывающих модель зонального электрофореза. Построена функция
Римана–Грина, позволяющая получить решение в неявной форме. Предложен аналитико-
численный метод восстановления явного решения на линиях уровня неявного решения.
Этот метод базируется на построении задачи Коши для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, решение которой позволяет получить явное решение исходной
задачи в параметрической форме. Рассмотрены примеры задач с различными периоди-
ческими данными.

Ключевые слова: эллиптические квазилинейные уравнения, пространственно-
периодические начальные данные, метод годографа, зональный электрофорез.
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Abstract. The hodograph method based on the conservation laws used for construct of
implicit form solution for a system of first order quasilinear elliptic equations. These equations
describe the model of zone electrophoresis. We construct the Riemann–Green function which
allows us to obtain the solution in implicit form. Analytical-numerical method for recovery of
an explicit solution on the level lines implicit solutions is proposed. This method is based on
the construction of the Cauchy problem for systems of ordinary differential equations whose
solution allows us to obtain an explicit solution in parametric form for the original problem.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается задача о переносе вещества в двухкомпонентной смеси под действием
электрического поля, известная как задача о зональном электрофорезе — методе разделения
смеси на индивидуальные компоненты, который широко используется в биологии и медицине.
В работе представлена модель переноса вещества без учёта диффузии. Связано это с тем, что
на стадии разделения смеси на отдельные компоненты (начальная стадия зонального элек-
трофореза) диффузионные эффекты менее значимы, чем электромиграционные [1], [2], [3].
Система квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка, описывающая
процесс, обычно имеет гиперболический тип. Для таких уравнений рассматривается задача
Коши с начальными данными, определяющими распределение веществ в начальный момент
времени.

Оказывается, что в случаях, когда концентрация компонент смеси велика и проводимость
всей смеси в целом может уменьшаться при увеличении концентраций, тип квазилинейных
уравнений изменяется на эллиптический. Для таких уравнений, как правило, не принято го-
ворить о начальных данных, но по смыслу это задание концентраций в начальный момент
времени, и в дальнейшем сохранено название задачи Коши для эллиптических уравнений.
Следует отметить, что в случае квазилинейных уравнений в частных производных первого
порядка независимые переменные времени t и координаты x в некотором смысле равноправ-
ны, и о задаче с данными на какой-либо линии принято говорить как о задаче Коши (см.
[4]).

Сплошные среды, которые описываются эллиптическими уравнениями, ведут себя подобно
неустойчивым квазигазовым средам типа газа Чаплыгина [5]. Для исследования таких сред
часто используются периодические начальные данные, позволящие проследить образование
пространственно-временных структур. Именно такие начальные данные для уравнений элек-
трофореза и использованы в предлагаемой работе. Удалось обнаружить и проследить образо-
вание солитоноподобных и кинкоподобных структур, возникающих при эволюции решения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Модель зонального электрофореза в бездиффузионном приближении описывается систе-
мой уравнений [2], [3], [6], [7]

u1t + µ1µ2
(
µ1u1

1 + s

)

x

= 0, u2t + µ1µ2
(
µ2u2

1 + s

)

x

= 0, (1)

где uk = uk(x,t) и µk > 0 (k = 1, 2) — «эффективные» концентрации и постоянные подвиж-
ности компонент смеси соответственно.

Полная проводимость всей смеси равна 1+s = 1+u1+u2 > 0. Заметим, что эффективные
концентрации uk могут принимать положительные и отрицательные значения, так как они
определяются через концентрации компонент смеси и их зарядности.

Система (1) имеет инварианты Римана и представима в виде [2], [8]

Rit + λiRix = 0, λi = RiR1R2, i = 1, 2, (2)

где

R1 =
B −

√
D

2A
, R2 =

B +
√
D

2A
,

A = 1 + s, B = µ1 + µ2 + u1µ2 + u2µ1, C = µ1µ2, D = B2 − 4AC.

86 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 2



Решение эллиптических уравнений с периодическими данными. . .

Здесь значение величины D определяет тип уравнений (1). На (u1, u2)-плоскости линия
D = 0 является параболой. Известно, что в области D > 0, 1 + s > 0 тип уравнений гипербо-
лический, в области D < 0 — эллиптический [3].

Связь между переменными уравнений (1) и (2) даётся соотношениями

u1 =
µ2(R1 − µ1)(R2 − µ1)

R1R2(µ1 − µ2)
, u2 =

µ1(R1 − µ2)(R2 − µ2)

R1R2(µ1 − µ2)
. (3)

Эллиптичность уравнений (1) соответствует комплексно сопряжённым собственным зна-
чениям λi и инвариантам Римана Ri.

Удобно далее использовать замену переменных Ri =
1

Ki
, i = 1, 2. Тогда в новых перемен-

ных уравнения (2) примут вид

K1
t + Λ1K1

x = 0, K2
t + Λ2K2

x = 0, (4)

где

Λ1 =
1

K1K1K2
, Λ2 =

1

K2K1K2
.

Для уравнений (4) на некотором контуре

Γ =
{
(x, t) : x = x(τ), t = t(τ), a 6 τ 6 b

}
, (5)

не являющимся характеристикой, определены начальные данные

K1
∣∣
Γ
= K1

0 (τ), K2
∣∣
Γ
= K2

0 (τ). (6)

Здесь Ki
0(τ) (i = 1, 2) — заданные функции.

2. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ

Решение задачи Коши (4)–(6) строим при помощи метода годографа в форме, предложен-
ной в [9] и развитой в работах [6], [7], [10], [11], [12], [13], [14]. Замена (K1,K2) ⇆ (x, t) поз-
воляет получить неявные решения t = t(K1,K2) и x = x(K1,K2) уравнений (4), по которым
можно восстановить явный вид неизвестных функций u1(x,t), u2(x,t), используя соотноше-
ния (3).

Следуя [9], предположим, что для (4) имеется закон сохранения

ϕt + ψx = 0,

где ϕ(K1,K2) — плотность, ψ(K1,K2) — плотность потока, для которых выполнены условия

ψK1 = Λ1ϕK1 , ψK2 = Λ2ϕK2 . (7)

Условия разрешимости приводят к линейным дифференциальным уравнениям второго
порядка с переменными коэффициентами

ϕK1K2 − 1

K2 −K1
ϕK1 +

1

K2 −K1
ϕK2 = 0, (8)

ψK1K2 +
K1

K2(K1 −K2)
ψK1 − K2

K1(K1 −K2)
ψK2 = 0. (9)

Для определения функций ϕ(K1,K2), ψ(K1,K2) эти уравнения дополняются условиями

(ψ − Λ1ϕ)
∣∣
K1=k1

= 1, (ψ − Λ2ϕ)
∣∣
K2=k2

= −1; (10)
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(ψ − Λ1ϕ)
∣∣
K1=k1

= Λ1
∣∣
K1=k1

, (ψ − Λ2ϕ)
∣∣
K2=k2

= −Λ2
∣∣
K2=k2

. (11)

Оказывается, что в качестве решения ϕ(K1,K2) задачи (8), (10) с точностью до множи-
телей можно выбрать функцию Римана–Грина

ϕt(K1,K2) =
2

Λ2(k1, k2)− Λ1(k1, k2)
Φ(K1,K2|k1, k2).

Тогда, согласно условиям (7), полагая K1 = k1, K2 = k2, получаем

ψt(k1, k2) =
Λ1(k1,k2) + Λ2(k1,k2)

2
ϕt(k1, k2).

Вид функции Римана–Грина Φ(K1,K2|k1, k2) для исследуемых уравнений хорошо изве-
стен [15]

Φ(K1,K2|k1, k2) = (K1 +K2)(k1 + k2)− 2K1K2 − 2k1k2

(k1 − k2)2
.

Плотность потока ψ(K1,K2) определяется из задачи (9), (11)

ψx(K1,K2) =
2Λ1(k1,k2)Λ2(k1,k2)

Λ2(k1, k2)− Λ1(k1, k2)
Φ(K1,K2|k1, k2).

Для определения функции потока достаточно проинтегрировать одно из уравнений в (7).
Тогда

ϕx(k1,K2) =
ψx(k1,K2)

Λ1(k1,K2)
− 1 или ϕx(K1, k2) =

ψx(K1, k2)

Λ2(K1, k2)
+ 1.

Рассмотрим случай, когда контур Γ, определённый (5), является отрезком оси t = t0.
Тогда, начальные условия (6) запишутся в виде

K1
∣∣
t=t0

= K1
0 (τ), K2

∣∣
t=t0

= K2
0 (τ), a 6 τ 6 b. (12)

Отсюда следует, что
k2 = K2

0 (a), k1 = K1
0 (b). (13)

Неявное решение задачи Коши (4), (12) имеет вид

t = t0 +
1

2

b∫

a

ϕt dτ, x =
a+ b

2
+

1

2

b∫

a

ϕx dτ. (14)

Таким образом, выбор отрезка t = t0 в качестве начального условия упрощает вычисления,
в частности, отпадает необходимость в определении функции ψt.

В случае, когда инварианты Римана K1, K2 комплексно сопряжены, ключевым моментом
в построении решения поставленной задачи Коши (4), (12) будет требование комплексной
сопряжённости параметров a и b в (5).

Введём следующие обозначения

a = u+ iv, b = u− iv, a
∗ = b,

K = K1 = P + iQ, K
∗ = K2 = P − iQ,

k = k1 = p+ iq, k
∗ = k2 = p− iq, (15)

где
P = P (u, v), Q = Q(u, v), p = p(u, v), q = q(u, v)
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вещественные функции от вещественных переменных u, v.
Таким образом, в комплексной форме задача (4), (12) запишется в виде

K|K|2Kt +Kx = 0, K
∣∣
t=t0

= K0(τ). (16)

Здесь K0(τ) = P0(τ) + iQ0(τ) — известная функция.
Соотношения (14) с учётом введённых замен и равенств (13) и (15) перепишутся следую-

щим образом

t(u, v) = t0 +
(p2 + q2)2(4iv(p2 + q2) + 2pF − 2G)

(2iq)3
,

x(u, v) = u+
2(p2 + q2)F − 2pG− 2ipv(4p2 − 6(p2 + q2))

(2iq)3
,

где

F (u, v) = 2

u−iv∫

u+iv

P0(τ) dτ, G(u, v) =

u−iv∫

u+iv

(
P 2
0 (τ) +Q2

0(τ)
)
dτ.

Легко показать, что функции F (u, v) и G(u, v) — чисто мнимые. Обозначим

F 0(u, v) = ImF (u, v), G0(u, v) = ImG(u, v).

Очевидно, что функции F 0, G0 — вещественные функции, зависящие от вещественных
переменных u, v.

Используя (15), из начального условия в (16) получим соотношения для функций p и q

p(u, v) = ReK0(b), q(u, v) = ImK0(b).

Таким образом, получаем неявное решение задачи Коши (16)

t(u, v) = t0 −
(p2 + q2)2

(
pF0 −G0 + 2v(p2 + q2)

)

4q3
, (17)

x(u, v) = u− pG0 − (p2 + q2)F0 − 2p(p2 + 3q2)

4q3
, (18)

которое полностью определено начальными условиями.
Для восстановления явного решение задачи Коши на некоторых линиях уровня неявного

решения (изохронах), отвечающих фиксированным значениям t = t∗ = const, решаем задачу
Коши [3], [12], [14]

du

dρ
= −tv(u, v)q4(u, v),

dv

dρ
= tu(u, v)q

4(u, v), (19)

u
∣∣
ρ=0

= u∗, v
∣∣
ρ=0

= v∗,

где ρ — некоторый параметр, а значения величин u∗, v∗ идентифицируют изохрону t∗ =
t(u∗, v∗).

Производные tu, tv вычисляются с помощью (17), а пространственная координата на изо-
хроне x = x(u(ρ), v(ρ)) — с помощью (18).

Правая часть дифференциальных уравнений (19) определена с точностью до произволь-
ного множителя. Использованный здесь множитель q4(u, v) позволяет избавиться от особен-
ности правых частей в точке q = 0.
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Определив значения u(ρ), v(ρ) на изохроне t = t∗(u∗, v∗), найдём функции p(u, v), q(u, v).
Далее вычислим концентрации компонент смеси, которые связаны с инвариантами Римана
при помощи соотношений (3)

u1 =
µ2
(
1− 2µ1p+ µ1µ1(p2 + q2)

)

µ1 − µ2
, (20)

u2 =
µ1
(
1− 2µ2p+ µ2µ2(p2 + q2)

)

µ2 − µ1
. (21)

3. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим различные случаи пространственно-периодических начальных данных
K1

0 (τ) = P0 + iQ0, K2
0 (τ) = P0 − iQ0 для задачи Коши (16) (см. также [3], [16]).

Для задания функций P0 и Q0 в формулах (22)–(24) введены обозначения: ε — амплитуда
пространственно-периодического возмущения состояния равновесия P0 = 0, Q0 = 1; α, β, γ —
некоторые положительные параметры.

3.1. Пространственно-периодические данные. I

Пусть
P0(τ) = −ε(1 + α sin βτ) sin τ, (22)

Q0(τ) = 1 + ε(1 + α sinβτ ) cos τ.

Если известны u(x, t), v(x, t) — решение задачи Коши (19), то явное решение задачи опре-
деляется соотношениями

p(x, t) = −εev
(
1 + α sin βu ch βv

)
sinu+ αεev cos βu sh βv cos u,

q(x, t) = 1 + αεev cos βu sh βv sinu+ εev
(
1 + α sin βu ch βv

)
cos u.

Результаты расчётов для концентраций компонент смеси u1(x,t), u2(x,t) представлены на
рисунке 1, где видно, что с течением времени происходит качественное изменение поведения
решения.

3.2. Пространственно-периодические данные. II

Пусть теперь
P0(τ) = −ε(1 + α sin βτ) sin τ, (23)

Q0(τ) = 1 + ε(1 + α cos βτ ) cos τ.

В этом случае функции p(x,t) и q(x,t) также имеют явный вид и не приведены здесь только
ввиду громоздкости выражений.

На рисунке 2 показаны результаты расчётов для задачи Коши (16) с начальными данны-
ми (23).
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t1
t2
t3
t4

u1

u2

0 5 10 15−5−10−15

10

−10

Рис. 1. Концентрации компонент смеси u1(x,t), u2(x,t) для начальных условий (22) в мо-
менты времени t1 = 0.2638, t2 = 0.4998, t3 = 0.6663, t4 = 0.7904; u∗ = −0.2, v∗ = −0.30,
−0.63, −0.95, −1.20, соответственно; ε = 0.1, α = 0.7, β = 2, γ = 0.5

0 5 10 15−5−10−15

10

−10

u2

u1

t1
t2
t3

Рис. 2. Концентрации компонент смеси u1(x,t), u2(x,t) для начальных условий (23) в мо-
менты времени t1 = 0.1516, t2 = 0.2298, t3 = 0.4029; u∗ = 0, v∗ = −0.10, −0.15, −0.25,
соответственно; ε = 0.1, α = 0.5, β = 5
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t1
t2
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t4
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u2

0 10−10

10

−10

Рис. 3. Концентрации компонент смеси u1(x,t), u2(x,t) для начальных условий (24) в мо-
менты времени t1 = 0.2638, t2 = 0.4998, t3 = 0.6663, t4 = 0.7904; u∗ = −0.2, v∗ = −0.30,
−0.63, −0.95, −1.20, соответственно; ε = 0.1, α = 0.7, β = 2, γ = 0.5

3.3. Пространственно-периодические данные. III

Для задачи Коши со следующими начальными пространственно-периодическими данными

P0(τ) = −αε sin τ, (24)

Q0(τ) = 1 + γε sin βτ ,

явное решение запишется в виде

p(x, t) = −αε ch v sinu+ γε sh βv cosβu,

q(x, t) = 1 + αε sh v cosu+ γε ch βv sinβu.

На рисунке 3 показаны распределения концентраций компонент смеси в различные мо-
менты времени. Видно, что происходит переход от одного семейства решений к другому,
который требует дополнительного исследования, например, на основе изучения поведения
функций t(u∗, v), tu(u∗, v), tv(u∗, v) [3].

4. АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ

Качественные изменения с течением времени решений задачи (16) с начальными данными
(22)–(24) особенно отчётливо видны для величин p(x,t∗), q(x,t∗).

Например, на рисунках 4, 5 прослеживается переход от первоначального пространственно-
периодического возмущения (24) к солитоноподобному профилю для q(x,t) и кинкоподобному
профилю для p(x,t). Причём этот переход возникает в момент, когда производные px(x,t∗),
qx(x,t∗) обращаются в бесконечность.

Изменение структуры решения связано с обращением в нуль якобиана для преобразования
годографа

J(x,t) = xutv − xvtv.

На рисунке 6 показана перестройка якобиана для соответствующих решений на рисунках 4,
5.
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Рис. 6. Якобиан преобразования годографа J(x,t) в моменты времени t2 = 0.3420, t4 = 0.5059,
t5 = 0.6436; u∗ = −0.2, v∗ = −0.40, −0.64, −0.90, соответственно; ε = 0.1, α = 0.7, β = 2,
γ = 0.5

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведённые примеры показывают, что в двухкомпонентной смеси в случае малых пе-
риодических возмущений начальных концентраций возможно спонтанное возникновение
пространственно-временных структур. Вместо обычного переноса и разделения смеси на
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отдельные компоненты (как в случае гиперболических уравнений) происходит перестрой-
ка пространственно-периодических решений в солитоноподобные и кинкоподобные струк-
туры с неограниченным ростом амплитуд с течением времени — поведение, типичное для
неустойчивых сплошных сред. В практике проведения процесса зонального электрофореза
это означает, что для смеси с большими концентрациями в случае слабых периодических
возмущений, которые могут возникнуть по причине недостаточно стабилизированной посто-
янной напряжённости внешнего электрического поля, возможно возникновение локальных
неоднородностей концентраций, растущих с течением времени.
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