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Аннотация. В настоящей работе доказывается существование решения и компакт-
ность множества всех решений задачи Коши для дифференциального включения дробно-
го порядка с нелинейным граничным условием в банаховом пространстве. Статья состоит
из двух пунктов. Во введении обосновывается актуальность данной проблематики и из-
лагается история вопроса, а также приведены предварительные сведения из теории дроб-
ного математического анализа и теории многозначных и уплотняющих отображений. Во
втором пункте описывается постановка задачи, формулируется и доказывается, приме-
няя теорию топологической степени уплотняющих многозначных отображений, основной
результат работы (Теорема 2.1).
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Теория дифференциальных уравнений дробного порядка берет свое начало от идей Лейб-
ница и Эйлера, но лишь в последнее время интерес к этой тематике значительно усилился,
благодаря приложениям в различных разделах прикладной математики, физики, инженерии,
биологии, экономики и др. (см., например, монографии [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10],
статьи [11], [12], [13], [14], [15], [16] и др.).

В настоящей работе мы рассматриваем полулинейные функционально-дифференциальные
включения дробного порядка с нелокальным начальным условием в банаховом пространстве.
В данной работе обобщаются результата из [16].

∗ Работа поддержана грантами РФФИ № 14–01–00468, № 14–01–92004 и № 16–01–00386.
c© Петросян Г. Г., Афанасова М. С., 2017

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 1 135



Г. Г. Петросян, М. С. Афанасова

В настоящей работе, применяя теорию топологической степени уплотняющих много-
значных отображений (см. [17]), мы доказываем (см. Теорему 2.1) существование реше-
ния и компактность множества решений задачи Коши для полулинейных функционально-
дифференциальных включений указанного класса.

1.1. Дробный интеграл и дробная производная.
Определение 1.1. (см. например [5], [10]) Дробным интегралом порядка α ∈ (0, 1) от

функции g ∈ L1([0, T ];E), называется функция Iα0 g следующего вида:

Iα0 g(t) =
1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1g(s) ds,

где Γ— гамма-функция Эйлера

Γ(α) =

∞∫

0

xα−1e−xdx.

Определение 1.2. Дробной производной Капуто порядка α ∈ (N − 1, N ] от функции
g ∈ CN ([0, T ];E), называется функция Dα

0 g следующего вида:

Dα
0 g(t) =

1

Γ(N − α)

t∫

0

(t− s)N−α−1g(N)(s) ds.

1.2. Многозначные отображения.
Пусть E — банахово пространство. Введем следующие обозначения:
P (E) = {A ⊆ E : A 6= ∅} — множество всех непустых подмножеств E .
Pv(E) = {A ∈ P (E) : A выпукло} ;
K(E) = {A ∈ P (E) : A компактно} ;
Kv(E) = {Pv(E) ∩K(E)} — множество всех непустых компактных и выпуклых подмно-

жеств E .
Определение 1.3. (см. например [17], [18]) Пусть (A,>)— некоторое частично упорядо-

ченное множество. Функция β : P(E) → A называется мерой некомпактности(МНК) в E , если
для любого Ω ∈ P(E) выполняется:

β(coΩ) = β(Ω),

где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки Ω.
Мера некомпактности β называется:
1) Монотонной, если для любых Ω0,Ω1 ∈ P(E), из Ω0 ⊆ Ω1 следует, что β(Ω0) 6 β(Ω1).
2) Несингулярной, если для любого a ∈ E и любого Ω ∈ P(E) выполнено β({a}∪Ω) = β(Ω).
Если A— конус в банаховом пространстве, то β называется:
3) Правильной, если для любого относительно компактного множества Ω ∈ P(E), β(Ω) = 0.
4) Вещественной, если A— множество вещественных чисел R, с естественным упорядоче-

нием.
Примером вещественной меры некомпактности, обладающей всеми выше перечисленными

свойствами, является мера некомпактности Хаусдорфа χ(Ω):

χ(Ω) = inf{ε > 0,при которых Ω имеет конечную ε-сеть в E }.

Определение 1.4. (см. например [17], [19]) Пусть X — метрическое пространство. Мно-
гозначное отображение (мультиотображение) F : X → P (E) называется:
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(i) полунепрерывным сверху, если F−1(V ) = {x ∈ X : F(x) ⊂ V } — открытое подмножество
X для любого открытого множества V ⊂ E ,

(ii) замкнутым, если график ΓF = {(x, y) : y ∈ F(x)} — замкнутое подмножество X × E ,
(iii) компактным, если F(X) — относительно компактно в E ,
(iv) квазикомпактным, если сужение на любое компактное подмножество A ⊂ X компакт-

но.
Нам понадобятся в дальнейшем следующее утверждение (см. [17]).
Лемма 1.1. Пусть X и Y — метрические пространства и F : X → K(Y ) — замкнутое

квазикомпактное мультиотображение, тогда F — п.н.с.
Определение 1.5. (см. например [17], [19]) Мультиотображение F : X ⊆ E → K(E)

называется уплотняющим относительно МНК β (β–уплотняющим), если для любого ограни-
ченного множества Ω ⊆ X не являющегося относительно компактным выполнено:

β(F (Ω)) 6> β(Ω).

Справедлива следующая теорема о неподвижной точке для уплотняющих мультиотобра-
жений(см. например [17]).

Теорема 1.1. Пусть M — выпуклое замкнутое подмножество E и F : M → Kv(M)
— β–уплотняющее мультиотображение, где β-несингулярная мера некомпактности в E.
Тогда множество неподвижных точек F : FixF := {x : x ∈ F(x)} — непустое компактное
множество.

Теорема 1.2. Пусть X — замкнутое подмножество банахового пространства E , β —
монотонная мера некомпактности в E и F : X → K(E) — замкнутый мультиоператор, ко-
торый является β-уплотняющим на каждом ограниченном множестве. Если множество
неподвижных точек F : FixF := {x : x ∈ F(x)} ограничено, то оно компактно.

1.3. Измеримые мультифункции.
Напомним некоторые понятия (см. например [17], [19]). Пусть E — банахово пространство.
Определение 1.6. Мультифункция G : [0, T ] → K(E), для p > 1, называется:
• Lp -интегрируемой, если она допускает Lp - интегрируемое сечение по Бохнеру, т.е.

существует функция g ∈ Lp ([0, T ];E) , такая, что g(t) ∈ G(t) для п. в. t ∈ [0, T ];
• Lp -интегрально ограниченной, если существует функция ξ ∈ Lp([0, T ]) такая, что:

‖G(t)‖ := sup {‖g‖E : g ∈ G(t)} 6 ξ(t)

для п. в. t ∈ [0, T ].
Множество всех Lp–интегрируемых сечений мультифункции G : [0, T ] → K(E) обознача-

ется Sp
G.

Мультифункция G называется измеримой, если G−1(V ) измеримо (относительно меры Ле-
бега на отрезке [0, T ]) для любого открытого подмножества V ⊂ E. Мультифункция G назы-
вается сильно измеримой, если существует последовательность ступенчатых мультифункций
Gn : [0, T ] → K(E) такая, что:

lim
n→∞

H(Gn(t), G(t)) = 0,

для п. в. t ∈ [0, T ], где H — хаусдорфова метрика в K(E).
Отметим, что в случае сепарабельного пространства E, понятия измеримой и сильно изме-

римой мультифункции совпадают. Если G сильно измерима и Lp — интегрально ограничена,
то она Lp–интегрируема. Для Lp–интегрируемой мультифункции G определен многозначный
интеграл

t∫

0

G(s)ds :=





t∫

0

g(s)ds : g ∈ Sp
G



 ,
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для любого t ∈ [0, T ].

Лемма 1.2. (см. [17], Теорема 4.2.3.) Пусть E — сепарабельное банахово пространство.
Пусть G : [0, T ] → P (E) Lp–интегрируемая и Lp — интегрально ограниченная мультифунк-
ция такая, что

χ(G(t)) 6 q(t),

для п. в. t ∈ [0, T ], где q ∈ Lp
+([0, T ]). Тогда

χ(

t∫

0

G(s)ds) 6

t∫

0

q(s)ds,

для всех t ∈ [0, T ]. В частности, если мультифункция G : [0, T ] → K(E) измерима и Lp–
интегрально ограничена, то функция χ(G(·)) интегрируема, причем:

χ(

t∫

0

G(s)ds) 6

t∫

0

χ(G(s))ds,

для всех t ∈ [0, T ].

Лемма 1.3. (см. [17], Теорема 4.2.1.) Пусть последовательность функций {ξn} ⊂
L1([0, a];E) для всех n = 1, 2, ... и п. в. t ∈ [0, T ], является L1–интегрально ограниченной.
Предположим, что

χ({ξn}) 6 α(t)

для п.в. t ∈ [0, a], где α ∈ L1
+([0, a]). Тогда для любого δ > 0 существует компактное мно-

жество Kδ ⊂ E и множество mδ ⊂ [0, a], с лебеговой мерой mδ < δ, а также множество
функций Gδ ⊂ L1([0, a];E) со значениями в Kδ, такие, что для каждого n > 1 существует
функция bn ∈ Gδ, для которой

‖ξn(t)− bn(t)‖E 6 2α(t) + δ, t ∈ [0, a]\mδ .

Более того, последовательность {bn} может быть выбрана так, что bn ≡ 0 на mδ и эта
последовательность слабо компактна.

2. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ

Мы рассматриваем задачу Коши для полулинейного дифференциального включения дроб-
ного порядка в банаховом пространстве E, следующего вида:

{
Dqx(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t), xt), t ∈ [0, a], (1)
x(s) + g(x)(s) = ϑ(s), s ∈ [−h, 0], (2)

где Dq, 0 < q < 1, - дробная производная Капуто, F : [0, a] × E × C([−h, 0];E) ⊸ E -
мультиотображение с непустыми выпуклыми компактными значениями, A : D(A) ⊂ E → E
- линейный замкнутый оператор в E (не обязательно ограниченный), g : C([−h, a];E) →
C([−h, 0];E) - нелинейное отображение, xt предыстория функции до момента t ∈ [0, a], то
есть xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−h, 0], и функция ϑ ∈ C([−h, 0];E).

Пусть мультиотображение:

F : [0, a] ×E × C([−h, 0];E) → Kv(E)

таково, что:
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(F1) Для всех (x, ξ) ∈ E ×C([−h, 0];E) мультифункция F (·, x, ξ) : [0, a] −→ Kv (E) допус-
кает сильно измеримое сечение;

(F2) Для п.в. t ∈ [0, a] мультиотображение F (t, ·, ·) : E × C([−h, 0];E) −→ Kv (E) полуне-
прерывно сверху.

(F3) Существует функция α ∈ L∞
+ ([0, a]) такая, что

‖F (t, x, xt)‖E 6 α(t)(1 + ‖x(t)‖E + ‖xt‖C([−h,0];E)) для п.в. t ∈ [0, a],

(F4) найдется функция µ ∈ L∞([0, a]) такая, что для любых ограниченных множеств
Q ⊂ E и ∆ ⊂ C([−h, 0];E) мы имеем:

χ(F (t,Q,∆)) 6 µ(t) (χ(Q) + ϕ(∆)) ,

для п.в. t ∈ [0, a], где χ — мера некомпактности Хаусдорфа в E, ϕ(∆) = sup−h6θ60 χ(∆(θ)),
∆(θ) = {y(θ), y ∈ ∆} , θ ∈ [−h, 0].

На A и g мы накладываем следующие условия:
(A) A : D(A) → E - линейный замкнутый оператор в E, порождающий C0- полугруппу

{T (t)}t>0, обозначим M = sup {‖T (t)‖ ; t ∈ [0; a]} ,
(g1) g : C([−h, a];E) → C([−h, 0];E)- вполне непрерывеное отображение.
(g2) Существует константа K > 0 такая, что ‖g(x)‖C([−h,0];E) 6 K.
Для x ∈ C([0, a];E) рассмотрим мультифункцию:

ΦF : [0, a] → Kv(E), ΦF (t) = F (t, x(t), xt).

Ясно, что функция t ∈ [0, a] → x(t) — непрерывна. Тогда (см. [2], Теорема 1.5.22) мульти-
функция ΦF является Lp интегрируемой для любого p > 1.

Пусть Pp
F : C([0, a];E) ⊸ Lp([0, a];E)- суперпозиционный мультиоператор заданый следу-

ющим образом
Pp
F (x) = Sp

ΦF
.

Справедливо следующее свойство замкнутости суперпозиционного мультиоператора.
Лемма 2.1. (см. [20]) Пусть {un}- последовательность в C([0, a];E) сходящаяся к u∗ ∈

C([0, a];E). Предположим, что существует последовательность {ϕn} ∈ Lp([0, a];E), ϕn ∈
Pp
F (un), слабо сходится к функции ϕ∗. Тогда ϕ∗ ∈ Pp

F (u
∗).

Определение 2.1. (см. [17]) Последовательность функций {ξn} ⊂ Lp([0, a];E) называется
Lp-полукомпактной, если она Lp-интегрально ограничена , то есть

‖ξn(t)‖E 6 v(t) для всех n = 1, 2, ... и п.в. t ∈ [0, a],

где v ∈ Lp([0, a]), и множество {ξn(t)} относительно компактно в E для п.в. t ∈ [0, a].
Для решения нашей задачи мы будем использовать суперпозиционный мультиоператор

P∞
F : C([0, a];E) ⊸ L∞([0, a];E) - заданый следующим образом

P∞
F (x) = S∞

ΦF
.

Определение 2.2. Интегральным решением задачи Коши (1)-(2) на промежутке [−h, a]
называется функция x ∈ C([−h, a];E):

x(t) =

{
ϑ(t)− g(x)(t), t ∈ [−h, 0],
G(t) (ϑ(0)− g(x)(0)) +

∫ t
0 (t− s)q−1T (t− s)ϕ(s)ds, t ∈ [0, a],

где

G(t) =
∞∫

0

ξq(θ)T (t
qθ)dθ, T (t) = q

∞∫

0

θξq(θ)T (t
qθ)dθ,
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ξq(θ) =
1

q
θ
−1− 1

qΨq(θ
−1/q),

Ψq(θ) =
1

π

∞∑

n=1

(−1)n−1θ−qn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq), θ ∈ R

+,

и ϕ(s) ∈ P∞
F (x).

Замечание 2.1.
∫∞
0 θξq (θ) dθ =

1
Γ(q+1) .

Лемма 2.2. (см. [16])Операторы G и T обладают следующими свойствами:

1) Для любого t ∈ [0, a], G(t) и T (t) являются линейными ограниченными операторами,
т.е. ‖G(t)x‖E 6M ‖x‖E ; ‖T (t)x‖E 6

qM
Γ(1+q) ‖x‖E

2) операторы G(t) и T (t) сильно непрерывны для всех t ∈ [0, a].

Для нахождения интегральных решений задачи (1)-(2) рассмотрим отображение:

S : L∞([0, a];E) → C([0, a];E),

S(ϕ)(t) =

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)ϕ(s)ds

Рассмотрим мультиоператор G : C([−h, a];E) ⊸ C([−h, a];E), заданный следующим об-
разом:

G(x) = j(x) + S ◦ P∞
F (x),

j(x)(t) =

{
ϑ(t)− g(x)(t), t ∈ [−h, 0],
G(t) (ϑ(0)− g(x)(0)) , t ∈ [0, a],

Ясно, что функция x ∈ C([−h, a];E) - интегральное решение задачи (1)-(2) на интервале
[−h, a] тогда и только тогда, когда она является неподвижной точкой мультиоператора G.
Нашей задачей является показать, что G имеет неподвижную точку.

Применяя теорему Арцела-Асколи и свойства (A), (g1) можно установить следующую лем-
му.

Лемма 2.3. Оператор j вполне непрерывен.

Лемма 2.4. Оператор S обладает следующими свойствами:

(S1) если 1
q < p <∞, то существует константа C > 0 такая, что

‖S(ξ)(t)− S(η)(t)‖pE 6 Cp

t∫

0

‖ξ(s)− η(s)‖pE ds, ξ, η ∈ Lp([0, a]);

(S2) для каждого компактного множества K ⊂ E и ограниченной последовательности
{ηn} ⊂ L∞([0, a];E) такой, что {ηn(t)} ⊂ K для п.в. t ∈ [0, a], множество {S(ηn)} относи-
тельно компактно в пространстве C([0, a];E).

Доказательство: (S1) Используя неравенство Гельдера мы получим:

‖S(ξ)(t)− S(η)(t)‖E 6

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s) ‖ξ(s)− η(s)‖E ds 6

6
qM

Γ(1 + q)




t∫

0

(t− s)
(q−1)p
p−1 ds




p−1
p



t∫

0

‖ξ(s)− η(s)‖pE ds




1
p
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Тогда

‖S(ξ)(t)− S(η)(t)‖pE 6 Cp

t∫

0

‖ξ(s)− η(s)‖pE ds,

где

C =

[
p− 1

qp− 1

] p−1
p qMaq−

1
p

Γ(1 + q)

(S2) Применяя Лемму 2.2, мы получим:

χ

({
S (ηn) (t)

})
6

t∫

0

(t− s)q−1χ({T (t− s) ηn})ds = 0

Это означает, что последовательность {S (ηn) (t)}∞n=1 ⊂ E относительно компактна для
каждого t ∈ [0, a].

С другой стороны, если мы возьмем t1, t2 ∈ [0, a] такие, что 0 < t1 < t2 6 a, то для
ηn ∈ P∞

F (xn) мы имеем: ∥∥∥∥∥S (ηn (t2))− S (ηn (t1))

∥∥∥∥∥
E

=

=

∥∥∥∥∥

t2∫

0

(t2 − s)q−1 T (t2 − s) ηn(s)ds−
t1∫

0

(t1 − s)q−1 T (t1 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

=

=

∥∥∥∥∥

t2∫

t1

(t2 − s)q−1 T (t2 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

+

+

∥∥∥∥∥

t1∫

0

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

6

6

∥∥∥∥∥

t2∫

t1

(t2 − s)q−1 T (t2 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

+

+

∥∥∥∥∥

t1∫

0

(
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

)
T (t1 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

+

+

∥∥∥∥∥

t1∫

0

(t2 − s)q−1 (T (t2 − s)− T (t1 − s)) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

= Z1 + Z2 + Z3,

где

Z1 =

∥∥∥∥∥

t2∫

t1

(t2 − s)q−1 T (t2 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

,

Z2 =

∥∥∥∥∥

t1∫

0

(
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

)
T (t1 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

,
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Z3 =

∥∥∥∥∥

t1∫

0

(t2 − s)q−1 (T (t2 − s)− T (t1 − s)) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

.

Используя Лемму 2.2 и условие (F3), мы можем для любого ε1 > 0, подобрать δ1 > 0,
такое, что как только |t2 − t1| < δ1, будет справедлива следующая оценка:

Z1 6

qM ‖α‖∞
(
1 + 2 ‖xn‖C([−h,a];E)

)

Γ (1 + q)

(t2 − t1)
q

q
< ε1.

Для оценки Z2 возьмем константу d > 0, для которой мы имеем:

Z2 6

∥∥∥∥∥

t1−d∫

0

(
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

)
T (t1 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

+

+

∥∥∥∥∥

t1∫

t1−d

(
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

)
T (t1 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

= I1 + I2,

где

I1 =

∥∥∥∥∥

t1−d∫

0

(
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

)
T (t1 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

,

I2 =

∥∥∥∥∥

t1∫

t1−d

(
(t2 − s)q−1 − (t1 − s)q−1

)
T (t1 − s) ηn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

.

Рассмотрим функцию v : [d, a] → R, v(τ) = τ q−1. Данная функция является непрерывной
на отрезке [d, a], поэтому по теореме Кантора она равномерно непрерывна на этом отрезке,
то есть для любого γ > 0 существует δ2 > 0, такое, что как только |τ2 − τ1| < δ2 < d, τ1, τ2 ∈
[d, a] : ∣∣∣τ q−1

2 − τ q−1
1

∣∣∣ < γ.

Теперь, считая τ = t− s, мы имеем:

I1 6
qM ‖α‖∞

(
1 + 2 ‖xn‖C([−h,a];E)

)
γ(t1 − d)

Γ (1 + q)
< ε2.

Непосредственно интегрируя, мы для I2 имеем:

I2 6
M ‖α‖∞

(
1 + 2 ‖xn‖C([−h,a];E)

)
dq (2 + 2q)

Γ (1 + q)
< ε3

Учитывая, что операторы T (t) сильно непрерывны для x ∈ K, то есть для любого γ1 > 0,
существует δ3 > 0, такое, что как только |t2 − t1| < δ3 :

‖T (t2 − s)x− T (t1 − s)x‖ < γ1 x ∈ K,

мы имеем следующую оценку:
Z3 6 γ1a

q < ε4.
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Таким образом для любго ε > 0 можно подобрать δ = min{δ1, δ2, δ3}, такое, что:
∥∥∥∥∥S (ηn (t2))− S (ηn (t1))

∥∥∥∥∥
E

6 Z1 + Z2 + Z3 < ε1 + ε2 + ε3 + ε4 < ε

Поэтому последовательность {S (ηn)} равностепенно непрерывна. Из теоремы Арцела–
Асколли получаем, что последовательность {S (ηn)} ⊂ C ([0, a] ;E) относительно компактна.
Лемма доказана.

Для доказательства, того факта, что мультиоператор G является уплотняющим, введем в
пространстве C([0, a];E) векторную меру некомпактности

ν : P (C([0, a];E)) → R
2
+

со значениями в конусе R
2
+, определенную как:

ν(Ω) = max
D∈∆(Ω)

(ψ(D),modC(D)) ,

где ∆(Ω) - совокупность всех счетных подмножеств Ω,

ψ(D) = sup
t∈[0,a]

e−ptχ(D(t)),

и константа p > 0 выбрана так, что для d > 0 и удовлетворяющего неравенству:

2qM ‖µ‖∞
Γ(1 + q)

dq

q
<

1

4
, (3)

выполняется следующая оценка:

2qM ‖µ‖∞
Γ(1 + q)

1

pd1−q
<

1

4
. (4)

Вторая компонента нами определенной меры некомпактности ν, суть модуль равностепенной
непрерывности, который определяется в следующем виде:

modC(D) = lim
δ→0

sup
u∈D

max
|t1−t2|6δ

‖u(t1)− u(t2)‖.

Лемма 2.5. Мультиоператор G является уплотняющим относительно меры неком-
пактности ν.

Доказательство. Пусть Ω ⊂ C([0, a];E) непустое ограниченное множество и

ν(G(Ω)) > ν(Ω), (5)

покажем, что Ω- относительно компактное множество.
Из леммы 2.3 следует, что нам достаточно доказать теорему для мультиотображения S ◦

P∞
F .
Пусть максимум в неравенстве (5) достигается на счетном множестве D′ = {yn}∞n=1,

yn(t) = Sfn(t), fn ∈ P∞
F (xn), n > 1,

где {xn}∞n=1 ⊂ Ω.
Из неравества (5) следует, что:

ψ({yn}∞n=1) > ψ({xn}∞n=1). (6)
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Теперь, применяя условие регулярности (F4), мы имеем:

χ({fn(s)}∞n=1) 6 µ(s) · (χ({xn(s)}∞n=1) + ϕ({(xn)s}∞n=1)) =

= µ(s) · (χ({xn(s)}∞n=1) + sup
τ∈[0,s]

({xn(τ)}∞n=1)) =

= epsµ(s) · (e−psχ({xn(s)}∞n=1) + sup
τ∈[0,s]

e−ps({xn(τ)}∞n=1)) 6

6 2epsµ(s)ψ({xn}∞n=1).

Воспользовавшись леммой 2.2 и последним неравенством, мы получаем следующую оцен-
ку:

e−ptχ({Sfn(t)}∞n=1) 6 e−pt qM ‖µ‖∞
Γ(1 + q)

t∫

0

(t− s)q−1 2epsψ({xn}∞n=1)ds 6

6
2qM ‖µ‖∞
Γ(1 + q)

ψ({xn}∞n=1)


e−pt

t−d∫

0

(t− s)q−1 epsds+ e−pt

t∫

t−d

(t− s)q−1 epsds


 6

6
2qM ‖µ‖∞
Γ(1 + q)

ψ({xn}∞n=1)

(
e−pt 1

d1−q

ep(t−d) − 1

p
+
dq

q

)
6

6
2qM ‖µ‖∞
Γ(1 + q)

ψ({xn}∞n=1)

(
1

d1−q

e−pd

p
+
dq

q

)
6

6
2qM ‖µ‖∞
Γ(1 + q)

ψ({xn}∞n=1)

(
1

pd1−q
+
dq

q

)
.

теперь, используя неравенства (3) и (4), мы для последней оценки имеем:

sup
t∈[0,a]

e−ptχ({Sfn(t)}∞n=1) 6
1

2
ψ({xn}∞n=1),

ψ({Sfn(t)}∞n=1) 6
1

2
ψ({xn}∞n=1).

Учитывая неравество (6) вместе с поеследним, мы получаем:

ψ({xn}∞n=1) 6
1

2
ψ({xn}∞n=1),

поэтому
ψ({xn(t)}∞n=1) = 0

более того
χ({xn(t)}∞n=1) = 0

для всех t ∈ [0, a].
Теперь докажем, что

modC ({Sfn}∞n=1) = 0.

Для этого покажем, что множество




t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)fn(s)ds : fn ∈ P∞
F (xn)





144 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 1



О задаче Коши для дифференциального включения дробного порядка. . .

равностепенно непрерывно. Если мы возьмем t1, t2 ∈ [0, a] такие, что 0 < t1 < t2 6 a, то для
произвольного fn мы имеем:

∥∥∥∥∥S (fn (t2))− S (fn (t1))

∥∥∥∥∥
E

=

=

∥∥∥∥∥

t2∫

0

(t2 − s)q−1 T (t2 − s) fn(s)ds−
t1∫

0

(t1 − s)q−1 T (t1 − s) fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

=

=

∥∥∥∥∥

t2∫

t1

(t2 − s)q−1 T (t2 − s) fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

+

+

∥∥∥∥∥

t1∫

0

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

= Z1 + Z2,

где

Z1 =

∥∥∥∥∥

t2∫

t1

(t2 − s)q−1 T (t2 − s) fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

,

Z2 =

∥∥∥∥∥

t1∫

0

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

,

Используя лемму 2.2 и условие (F3), мы по любому ε1 > 0 можем подобрать такое δ1 > 0,
что при выполнении неравенства |t2 − t1| < δ1, имеет место следующая оценка:

Z1 6
qM ‖α‖∞

(
1 + 2 ‖xn‖C([−h,a];E)

)

Γ (1 + q)

(t2 − t1)
q

q
< ε1.

Для оценки Z2 возьмем произвольное ε2 > 0 и выберем

d < d1 =


 ε2Γ(1 + q)

M ‖α‖∞
(
1 + 2 ‖xn‖C([−h,a];E)

)(2q + 1)




1
q

.

Тогда, для t1 < d и t2 − t1 < d, мы имеем:

Z2 6

t1∫

0

(t2 − s)q−1‖T (t2 − s)‖ · ‖fn(s)‖ds +
t1∫

0

(t1 − s)q−1‖T (t1 − s)‖ · ‖fn(s)‖ds

6

t2∫

0

(t2 − s)q−1‖T (t2 − s)‖ · ‖fn(s)‖ds +
t1∫

0

(t1 − s)q−1‖T (t1 − s)‖ · ‖fn(s)‖ds

6
M ‖α‖∞

(
1 + 2 ‖xn‖C([−h,a];E)

)

Γ(1 + q)
(2q + 1) dq < ε2

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 1 145



Г. Г. Петросян, М. С. Афанасова

Если t1 > d,

Z2 6

∥∥∥∥∥

t1−d∫

0

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

+

+

∥∥∥∥∥

t1∫

t1−d

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

= I1 + I2,

где

I1 =

∥∥∥∥∥

t1−d∫

0

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

,

I2 =

∥∥∥∥∥

t1∫

t1−d

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

.

Возьмем d < d1 такое, что

I2 6
M ‖α‖∞

(
1 + 2 ‖xn‖C([−h,a];E)

)
dq (2 + 2q)

Γ (1 + q)
< ε2

для данного ε2 > 0. Поскольку χ ({xn (t)}∞n=1) ≡ 0, то по лемме 1.3 для любого δ > 0 существу-
ют компактное множество Kδ ⊂ E, и множество mδ ⊆ [0, a], с Лебеговой мерой mes(mδ) < δ
такие, что {xn (t)}∞n=1 ⊂ Kδ для t ∈ [0, a]\mδ , и для I1 справедлива следующая оценка

I1 6

∥∥∥∥∥

∫

[0,t1−d]\mδ

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

+

+

∥∥∥∥∥

∫

[0,t1−d]∩mδ

(
(t2 − s)q−1 T (t2 − s)− (t1 − s)q−1 T (t1 − s)

)
fn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

.

Возьмем δ настолько маое, что mes(mδ) < 2ε3d
1−q для любого наперед заданного ε3 > 0.

Используя условие (S2) из леммы 2.4 и замечая, что F (s, x(s), xs) ⊂ F ([0, a]×Kδ×C([−h, 0];E)
мы можем утверждать, что для любого ε4 > 0, можно подобрать γ > 0, такое, что как только
|t2 − t1| < γ, первое слагаемое из последнего окажется меньше ε4.

Таким образом для любго ε > 0 можно подобрать δ′ = min{δ1, δ, γ}, такое, что:

∥∥∥∥∥Sfn (t2)− Sfn (t1)

∥∥∥∥∥
E

6 Z1 + Z2 + Z3 6 Z1 + I1 + I2 < ε

Так как множество {Sfn}∞n=1 равностепенно непрерывно, то modC ({xn}∞n=1) = 0, а значит
ν(Ω) = (0, 0). Тогда, мы заключаем, что Ω - относительно компактное множество, а мультио-
ператор G является уплотняющим относительно меры некомпактности ν. Лемма доказана.

Лемма 2.6. Оператор G является п.н.с.

Доказательство. Из леммы 2.3 нам известно, что оператор j вполне непрерывный, по-
этому лемму достаточно доказать для мультиоператора S ◦ P∞

F .
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Пусть d > 0 - константа такая, что
M‖α‖

∞(1+2‖x‖C([−h,a];E))dq

Γ(1+q) < ε. Тогда оператор S можно
представить ввиде:

S(f)(t) =

t−d∫

0

(t− s)g−1T (t− s)f(s)ds+

t∫

t−d

(t− s)g−1T (t− s)f(s)ds.

Возьмем последовательность {xn}∞n=1 ⊂ C([0, a];E), такую, что xn → x0. Тогда для каж-
дой последовательности fn ∈ P∞

F (xn), n > 1 для п.в. t ∈ [0, a], множество {fn}∞n=1 , по
условию (F4), относительно компактно в L1((0, a];E), поэтому {fn}∞n=1 - L1-полукомпактна.
В силу критерия Дистеля (см. [21]) мы можем предположить, без ограничения общности, что

fn
L1

⇀ f0. Учитывая, что L∞ ⊂ L1, по лемме Мазура существует двойная последовательность

{βik}∞ ∞
i=1 k=1 , такая что βik > 0,Σ∞

k=iβik = 1, βik = 0, для k > k0(i) и f̃i = Σ∞
k=iβikfk

L1

→ f0.
По лемме 2.1 f0 ∈ S1

ΦF
, но последовательность fn ограничена, поэтому f0 ∈ S∞

ΦF
. Рассмотрим

теперь последовательность zn = Sf̃n, n > 1 :

zn(t) =

t−d∫

0

(t− s)g−1T (t− s)f̃n(s)ds +

t∫

t−d

(t− s)g−1T (t− s)f̃n(s)ds

Так как f̃n ∈ L∞, то переходя к пределу в последнем, при n → ∞, и используя теорему
Лебега о предельном переходе под знаком интеграла, в силу малости ε мы имеем:

z0(t) =

t−d∫

0

(t− s)g−1T (t− s)f0(s)ds+

t∫

t−d

(t− s)g−1T (t− s)f0(s)ds,

следовательно z0 ∈ S ◦P∞
F (x0), кроме того, так как

{
f̃n

}∞

n=1
полукомпактная последователь-

ность, то
{
Sf̃n

}∞

n=1
⊂ C([0, a];E) относительно компактное множество. Таким образом мы

молучаем, что мультиоператор S ◦ P∞
F является замкнутым с компактными значениями, а

так же квазикомпактным, поэтому, в силу леммы 1.1, S ◦ P∞
F п.н.с. Лемма доказана.

Теорема 2.1. При выполнении условий (A), (F1), (F2), (F3), (F4), (g1)− (g2), множество
решений задачи (1)-(2) на [−h, a] непусто и компактно.

Доказательство. Ведем эквивалентную норму в пространстве C([−h, a];E) :

‖x‖∗ = max
t∈[−h,a]

e−pt ‖x(t)‖E ,

где константа p > 0 выбрана так, что для d > 0 выполняется следующее неравенство:

2qM ‖α‖∞
Γ(1 + q)

(
1

pd1−q
+
dq

q

)
6 N < 1

В пространстве C([−h, a];E) с нормой ‖·‖∗ , рассмотрим шар

Br(0) = {x ∈ C([−h, a];E)| ‖x‖∗ 6 r} ,

где r > 0 выбрано таким, что

r > max

{
eph
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
;

(
M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)

)
(1−N)−1

}
,
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где K - константа из уловия (g2).

Заметим, что из последнего неравенства, вытекает следующая оценка:

M ‖x0‖E +
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)
+Nr 6 r.

Докажем, что мультиоператор G преобразует шар Br(0) в себя. Пусть x ∈ Br(0) и y ∈ G(x).

Докажем сначала для t ∈ [−h, 0]. В этом случае, используя условие (g2), мы имеем следу-
ющую оценку:

e−pt ‖y(t)‖E 6 e−pt
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) + ‖g(x)‖C([−h,0];E)

)
6 eph

(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
,

таким образом ‖y‖∗ 6 r, для t ∈ [−h, 0].
Теперь пусть t ∈ [0, a]. Воспользовавшись леммой 2.2 и условием (F3), мы для всех f ∈

P∞
F (x) имеем:

e−pt ‖y(t)‖E 6 e−pt ‖G(t) (ϑ(0)− g(x)(0))‖E + e−pt

t∫

0

(t− s)q−1 ‖T (t− s)‖L(E) ‖f(s)‖E ds 6

6M ‖ϑ(0)− g(x)(0)‖E + e−pt Mq

Γ(1 + q)

t∫

0

(t− s)q−1α(t)(1 + ‖x(s)‖E + ‖xs‖C([−h,0];E))ds 6

6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+ e−ptMq ‖α‖∞

Γ(1 + q)
×

×




t∫

0

(t− s)q−1ds+

t∫

0

(t− s)q−1epse−ps

(
‖x(s)‖E + max

−h6θ60
‖x(s+ θ)‖E

)
ds


 6

6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+ e−ptMq ‖α‖∞

Γ(1 + q)
×

×




t∫

0

(t− s)q−1ds+

t∫

0

(t− s)q−1epse−ps

(
‖x(s)‖E + max

−h6s6a
‖x(s)‖E

)
ds


 6

6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+ e−ptMq ‖α‖∞

Γ(1 + q)

aq

q
+ ‖x‖∗

2qM ‖α‖∞
Γ(1 + q)

e−pt

t∫

0

(t− s)q−1epsds 6

6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)
+

+ ‖x‖∗
2qM ‖α‖∞
Γ(1 + q)

e−pt




t−d∫

0

(t− s)q−1epsds+

t∫

t−d

(t− s)q−1epsds


 6

6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)
+ ‖x‖∗

2qM ‖α‖∞
Γ(1 + q)

(
e−pt 1

d1−q

ep(t−d) − 1

p
+
dq

q

)
6

6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)
+ ‖x‖∗

2qM ‖α‖∞
Γ(1 + q)

(
1

pd1−q
+
dq

q

)
6
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6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)
+ ‖x‖∗N 6 r.

Следовательно и для t ∈ [0, a], ‖y‖∗ 6 r.
Из лемм 2.5 и 2.6 нам известно, что мультиоператор G п.н.с. и ν-уплотняющй. Тогда,

благодаря теореме 1.1, мы получаем, что множество Σ - решений задачи (1)-(2) непусто.
Теперь, мы можем показать, что множество Σ априори ограничено. Действительно, из

превиденных выше оценок следует, что для x ∈ Σ и f ∈ P∞
F (x), мы имеем:

для t ∈ [−h, 0] : ‖x‖∗ 6 eph
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
;

для t ∈ [0, a] :

‖x‖∗ 6M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)
+ ‖x‖∗N,

в свою очередь, из последнего получается оценка:

‖x‖∗ 6
(
M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)

)
(1−N)−1 .

Таким образом для всех t ∈ [−h, a], справедлива следующая оценка

‖x‖∗ 6 max

{
eph
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
;

(
M
(
‖ϑ‖C([−h,0];E) +K

)
+
M ‖α‖∞ aq

Γ(1 + q)

)
(1−N)−1

}
.

Воспользовавшись теоремой 1.2 мы получаем, что множество Σ компактно. Теорема до-
казана.
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