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Аннотация. Исследуется некоторая нестационарная задача для дифференциального
уравнения, описывающего процесс фильтрации в пористой среде с застойными зонами,
который характеризуется двумя параметрами— долей проточных зон и кинетическим ко-
эффициентом массообмена между проточными и застойными зонами. Решается задача
нахождения этих параметров по экспериментальным данным наблюдаемого потока. Ука-
зывается алгоритм их вычисления. Результат применяется к установлению численной
классификации исследуемых потоков, что позволяет также качественно классифициро-
вать и соответствующие магистрали жидкости.
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ABOUT THE COMPUTER IMPLEMENTATION OF
THE INVERSE PROBLEM FOR THE EQUATIONS OF FLUID

MOTION IN A POROUS MEDIUM WITH FLOWING AND
STAGNANT ZONES

M. V. Mukovnin, S. H. M. Al-Khazraji, A. D. Fakhad

Abstract. Computer implementation of the inverse problem for motion control fluid in a
porous medium with running and stagnant zones. Explores some transient problem differential
equation, for describing the process of filtration in porous media with stagnant zones, which
is characterized by two parameters-stakes flow zones and kinetic coefficient of mass transfer
between the flowing and stagnant zones. The problem of finding these parameters from
experimental data observed flux. It specifies the algorithm for calculating them. The result
is used to establish the numerical classification investigated streams that can also be classified
qualitatively and corresponding fluid line.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В промышленном производстве используется жидкость проводящие магистрали, пропус-
кающие жидкость с взвешенными мелкими твердыми частицами. Фрагмент продольного раз-
реза такой магистрали изображен на рисунке 1.

Под действием команд управления, поданных по линии управления, размер камер может
изменяться. Они могут расшириться и служить для накопления взвешенных твердых частиц
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или сужаться и содействовать вымыванию из накопленного осадка наиболее легких частиц.
Управление операциями сжатия и расширения камер осуществляет автоматизированный аг-
регат, оснащенный вычислительной машиной со специальной программой, которая исполь-
зует значения ряда параметров, присущих оболочке магистрали и определенных в процессе
её тестирования на выходе производственной линии.

Рис. 1.

Оболочка жидкость проводящей магистрали является расходным материалом и заменя-
ется через каждые две недели. Поэтому процесс производства этих изделий предполагает
использование комплексов измерительной аппаратуры, позволяющих сопоставить каждой из
них либо набор значений необходимых управляющей программе параметров либо опреде-
лить изготовленную магистраль как бракованное изделие. Для каждой годной магистрали
измерительная аппаратура определяет, в частности, значение параметров характеризующих
течение жидкости в условиях отсутствия управляющих воздействий на её поверхность.

Здесь мы воспользуемся дифференциальным уравнением

∂2u(t, x)

∂x2
= ν

∂u(t, x)

∂t
+ (1− ν)γu(t, x)− (1− ν)γ2

t∫

0

eγ(s−t)u(s, x)ds, (1.1)

которое в соответствие с [1], [2] описывает процесс нестационарного течения вязкой сжимае-
мой жидкости в неограниченной справа магистрали, имеющей пористую структуру с равно-
мерно распределенными проточными и застойными зонами, при известном на границе дав-
лении

u(t, 0) = q(t) (1.2)

в области 0 6 x 6 ∞, 0 6 t 6 ∞, с начально-краевыми условиями u(0, x) = 0, lim
x→∞

u(t, x) = 0.

Параметры, участвующие в уравнении имеют следующий физический смысл: 0 < ν < 1
— доля объема проточных зон, γ — константа, характеризующая обмен массами жидкости
между проточными и застойными зонами.

В процессе проектирования программного обеспечения для микропроцессоров измеритель-
ного комплекса был поставлен вопрос об оценке времени выхода решения уравнения u(t, x)
при краевом условии u(t, 0) = sin(t) на периодический режим при значении переменной x = 1.
При этом были наложены ограничения на параметры модели: 0, 05 < ν < 0, 45, 0, 1 < γ < 0, 8.
Для расчетов была использована разностная схема, приведенная в статье [11].

В результате численных экспериментов было установлено, что в худшем случае периоди-
ческий режим с удовлетворительной точностью устанавливается время равное 22π.

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2017. № 1 129



М. В. Муковнин, С. Х. М. Аль-Кхазраджи, Д. А. Фахад

2. АЛГОРИТМ РАБОТЫ УСТРОЙСТВА ИЗМЕРЕНИЯ ОТКЛИКА

Учитывая, что точное решение уравнения с краевым условием:

u(t, 0) = A cos(ωt) −∞ < t <∞;

имеем вид:

u(t, x) = Ae
−
√

ρ+α
2

x
cos(ωt−

√
ρ− α

2
x), (2.1)

где

α =
ω2(1− ν)γ

(γ2 + ω2)
, (2.2)

ρ =

√
(
ω2(1− ν)γ

(γ2 + ω2)
)2 + (

ω(γ2 + νω2)

(γ2 + ω2)
)2, (2.3)

γ — коэффициент модели, ν — коэффициент модели, ω — частота граничной функции, A —
амплитуда граничной функции.

Для каждого измерительного эксперимента с целью вычисления значений параметров мо-
дели течение жидкости краевое условие, формируемое на входе магистрали, описывается
функцией

u(t, 0) = cos(t).

В качестве точки наблюдения выбирается значение x = l.
Точное решение модельной краевой задачи в точке наблюдения записывается выражением:

u(t, 1) = e
−
√

ρ+α
2 cos

(
t−

√
ρ− α

2

)
,

из которого возникает пара соотношений для определения значений параметров γ и ν.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРЫ ЗНАЧЕНИЙ ПАРАМЕТРОВ γ И ν

Пусть шаг измерения значений функции равен d. Пусть в процессе измерения значений
функции на отрезке [0, 2π] получена последовательность значений {f1 . . . fn}. На основе этих
данных вычислим коэффициенты Фурье:

F =
1

π

j=n∑

j=1

cos(jd)d и G =
1

π

j=n∑

j=1

sin(jd)d.

Таким образом, для функции наблюдений получим приближенное представление в форме:

F cos(t) +G sin(t).

Преобразуем его к виду, заданному формулой (1) и в результате получим:

√
F 2 +G2 cos

(
t+ arccos

( F√
F 2 +G2

))
.

Обозначим √
F 2 +G2 = V, arccos

( F√
F 2 +G2

)
= S.
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Тогда из представления решений в форме (2.1) получим пару соотношений:

V = e
−
√

ρ+α
2 , S = −

√
ρ− α

2
,

ρ+ α

2
= ln2(V ),

ρ− α

2
= S2.

Отсюда получаем систему двух уравнений для определения параметров уравнения: ρ =
= ln2(V ) + S2, α = ln2(V )− S2. Или, подставив выражения для ρ и α,

√
(
(1− ν)γ

(γ2 + 1)
)2 + (

(γ2 + ν)

(γ2 + 1)
)2 = ln2(V ) + S2,

(1− ν)γ

γ2 + 1
= ln2(V )− S2.

В правой части уравнения записаны постоянные значения, для которых используем обозна-
чения:

ln2(V ) + S2 = w, ln2(V )− S2 = s.

В этих обозначениях, первое уравнение можно записать в виде:

√
s2 + (

(γ2 + ν)

(γ2 + 1)
)2 = w или

(γ2 + ν)

(γ + 1)
=
√
w2 − s2 = 2 ln2(V )S2.

Отсюда

ν =
(√

w2 − s2 − 1
)
γ2 +

√
w2 − s2, ν = (2 ln2(V )S2 − 1)γ2 + 2 ln2(V )S2.

Тогда из второго уравнения получим (1− ν)γ = s(γ2 + 1), или

(1−
(√

w2 − s2 − 1
)
γ2 −

√
w2 − s2)γ = s(γ2 + 1),

Рис. 2.
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γ − (2 ln2(V )S2 − 1)γ3 − 2 ln2(V )S2γ = (ln2(V )− S2)(γ2 + 1),

(2 ln2(V )S2 − 1)γ3 + (ln2(V )− S2)γ2 + (2 ln2(V )S2 − 1)γ + (ln2(V )− S2) = 0.

В результате приходим к многочлену третьего порядка для определения значения парамет-
ра γ (√

w2 − s2 − 1
)
γ3 + sγ2 +

(√
w2 − s2 − 1

)
γ + s = 0.

При γ = 0 значение многочлена равно s, или ln2(V ) − S2, а при γ = 1 его значение рав-
но 2(s +

√
w2 − s2 − 1) или 2(ln2(V )(1 + S2) + S2(ln2(V )− 1)). Обозначим ln2(V ) = x. То-

гда в этих обозначениях значения многочлена при γ = 0 равно x − S2, а при γ = 1 равно
2(x(1 + S2) + S2(x− 1)).

Многочлен будет иметь значения противоположных знаков на концах интервала 0 < γ < 1,
если соответствующие значения x и S будут лежать в заштрихованной области на рисунке 2.

В тех случаях, при которых многочлен не имеет корня на интервале (0, 1) или имеет более
одного корня, то жидкость проводящая магистраль заносится в разряд бракованных изделий.
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