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Аннотация. В статье исследуются свойства коммутации некоторых классов вырож-
дающихся псевдодифференциальных операторов. Рассмотрен новый класс таких опера-
торов. Операторы построены по специальному интегральному преобразованию. Рассмат-
ривается случай переменных символов, которые зависят еще от комплексного параметра.
Исследованы свойства коммутаторов этих операторов с операторами дифференцирова-
ния. Получены формулы представления этих коммутаторов, а также оценки норм ком-
мутаторов в специальных весовых пространствах, номы в которых задаются с помощью
специального интегрального преобразования.

Ключевые слова: преобразование Фурье, весовое преобразование, псевдодифферен-
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ВВЕДЕНИЕ

Краевые задачи для вырождающихся уравнений являются “неклассическими” задачами
математической физики. Основная трудность, возникающая в теории вырождающихся эл-
липтических уравнений, связана с влиянием младших (в смысле теории регулярных эллип-
тических операторов) членов уравнения на постановку граничных задач и их коэрцитивную
разрешимость.

Вырождающиеся эллиптические уравнения второго порядка и граничные задачи для них
достаточно хорошо изучены. Фундаментальные результаты в этом направлении принадлежат
М. В. Келдышу [1]. Полученные им результаты затем развивались и обобщались О. А. Олей-
ник [2]. Обобщенные решения вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка
впервые были рассмотрены в работах С. Г. Михлина [3] и М. И. Вишика [4]. Вслед за этим
появился ряд работ, в которых методами, близкими к методу М. И. Вишика, изучались вы-
рождающиеся уравнения второго порядка. Достаточно полную библиографию этих можно
найти в книгах М. М. Смирнова [5], О. А. Олейник, Е. В. Радкевича [6]. Фундаментальные
результаты по изучению асимптотических свойств решений линейных и нелинейных эллип-
тических и параболических уравнений и систем были получены В. А. Кондратьевым [7].
В. А. Кондратьевым, Е. М. Ландисом [8]. Метод “эллиптической регуляризации” был приме-
нен О. А. Олейник [9], а затем Дж. Коном и Л. Ниренбергом [10] для изучения эллиптико–
параболических уравнений второго порядка. В работе В. П. Глушко [11] была установлена
коэрцитивная разрешимость общих краевых задач для вырождающихся эллиптических урав-
нений второго порядка в специальных весовых пространствах типа пространств С. Л. Собо-
лева с весом.

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при “степен-
ном” характере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [12].
Затем ряд результатов для некоторых классов вырождающихся эллиптических уравнений
высокого порядка был получен В. П. Глушко [13].

Дальнейшее развитие теории вырождающихся уравнений потребовало исследования спе-
циальных классов вырождающихся псевдодифференциальных операторов. В настоящей ра-
боте исследуются вырождающиеся псевдодифференциальные операторы, построенные по
специальному интегральному преобразованию Fα, введенному в [14]. Вырождающиеся псев-
додифференциальные операторы с постоянным по t символом были изучены в [14], неко-
торые классы весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом бы-
ли исследованы в [15]–[18]. Формулировки основных теорем о коммутации вырождающихся
псевдодифференциальных операторов с переменным символом, зависящем от параметра, бы-
ли приведены в [19]. С использованием теории вырождающихся псевдодифференциальных
операторов были получены коэрцитивные априорные оценки и теоремы о существовании и
единственности решений некоторых краевых задач для вырождающихся дифференциальных
и псевдодифференциальных уравнений (см. [20]–[23]).

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, для которой выполняются условия: α(+0) = α′(+0) =

0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t > d при некотором d > 0.
Рассмотрим интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp


iη

d∫

t

dρ

α(ρ)


 dt√

α(t)
, (1.1)
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которое определено первоначально на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+). Здесь C∞
0 (R1

+) — простран-
ство бесконечно дифференцируемых финитных функций, носитель которых принадлежит
R1

+. Преобразование (1.1) и преобразование Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ) dτ, η ∈ R1

связаны следующим соотношением

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], (1.2)

где uα(τ) =
√
α(t) u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции τ = ϕ(t) =

=

d∫

t

dρ

α(ρ)
.

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√
2π‖u‖L2(R1

+). (1.3)

Равенство (1.3) даёт возможность расширить преобразование (1.1) до непрерывного преобра-
зования, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2(R

1) и L2(R
1
+), а также рассмотреть

преобразование Fα на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким об-
разом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F−1

α обратное к Fα

преобразование. Это преобразование можно записать в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Можно показать, что для функции u(t) ∈ C∞
0 (R

1
+) справедливы равенства

Fα[D
j
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, . . . , где Dα,t =

1

i

√
α(t) ∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Определим пространства Hs,α(R
n
+); Hs,α,q(R

n
+) следующим образом.

Определение 1. Пространство Hs,α(R
n
+) (s — действительное число) состоит из всех функ-

ций, для которых конечна норма

‖v‖s,α =

∫

Rn

(
|p|2 + |ξ|2 + η2

)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξ dη, (1.4)

зависящая от комплексного параметра p ∈ Q = {p ∈ C, | arg p| < π
2 , |p| > 0}.

Определение 2. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состоит из всех функций v(x, t) ∈

Hs,α(R
n
+), для которых конечна норма

‖ν‖s,α,q =





[
s
q

]

∑

l=0

∥∥∥∥F
−1
ξ→xF

−1
α

[(
|p|2 + |ξ|2 + η2

) s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tν]

]∥∥∥∥
2

L2(Rn
+)





1
2

, (1.5)

зависящая от комплексного параметра. Здесь
[
s
q

]
— целая часть числа s

q .

Пусть выполнено следующее условие.
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Условие 1. Существует число ν ∈ (0, 1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6 c < ∞ при всех t ∈
[0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1[0,+∞) для некоторого s1 > 2N − |σ|, где

N > max
06p16l

{
2p1 +

l − p1 +
3
2

ν
+ 1, σ + 1, σ +

l

2

}
, l = 1, 2, . . . ,

σ — некоторое действительное число.
Можно показать, что указанное выше число ν существует, если α(+0) = α′(+0) = 0.
С помощью преобразования (1.1) и преобразования Фурье Fx→ξ =

= Fx1→ξ1Fx2→ξ2 . . . Fxn−1→ξn−1 определим весовой псевдодифференциальный оператор
по формуле

K(σ)(p, t,Dx,Dα,t)ν(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[λ(p, t, ξ, η)Fx→ξFα[ν(x, t)]]. (1.6)

Определение 3. Будем говорить, что символ λ(p, t, ξ, η) весового псевдодифференциально-

го оператора K(σ)(p, t,Dx,Dα,t) принадлежит классу символов Sσ
α,p(Ω), где Ω ⊂ R

1
+, σ ∈ R1,

p ∈ Q = {p ∈ C, | arg p| < π
2 , |p| > 0}, если функция λ(p, t, ξ, η) является бесконечно диф-

ференцируемой функцией по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1. Причем, при всех
j = 0, 1, 2, . . ., l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки

|(α(t)∂t)j∂lηλ(p, t, ξ, η)| 6 cjl
(
|p|2 + |ξ|+ |η|

)σ−l
(1.7)

с константами cjl > 0, не зависящими от p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ K, где K ⊂ Ω —
произвольный отрезок. Здесь σ — действительное число.

Доказаны следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть символ λ(p, t, ξ, η) весового псевдодифференциального опе-

ратора K(σ)(p, t,Dx,Dα,t) принадлежит классу Sσ
α,p(Ω), Ω ⊂ R

1
+, p ∈ Q =

= {p ∈ C, | arg p| < π
2 , |p| > 0}. Пусть ν(x, t) ∈ Hs+σ,α(R

n
+), ∂

l
tν(x, t) ∈ Hs+σ,α(R

n
+), l = 1, 2, . . ..

Пусть выполнено условие 1 (с заменой σ на s+ σ). Тогда для оператора

Ml,σ = ∂ltK
(σ)(p, t,Dx,Dα,t)−K(σ)(p, t,Dx,Dα,t)∂

l
t (1.8)

справедлива оценка

‖Ml,σν‖s,α 6




l∑

j=0

‖∂ltν‖s+σ−1,α +
l−1∑

j=0

|∂jt ν‖s+σ,α


 (1.9)

с константой c > 0, не зависящей от ν.

Теорема 2. Пусть q > 1, s > 0 — действительные числа, ν(x, t) ∈ Hs+(l+1)q,α,q(R
n
+). Пусть

символ λ(t, ξ, η) весового псевдодифференциального оператора K(σ)(t,Dx,Dα,t) принадлежит

классу Sq
α,δ(Ω), Ω ⊂ R

1
+, δ ∈ [0, 1). Пусть выполнено условие 1 при σ = s + q. Тогда для

оператора Ml,q, определенного в (1.8) при σ = q, справедлива оценка

‖Ml,qν‖s,α,q 6 c‖ν‖s+lq+δ,α,q (1.10)

с постоянной c > 0, не зависящей от ν, p.
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2. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Утверждения теорем 1 и 2 вытекают из ряда вспомогательных утверждений, которые мы
приведем здесь без доказательства.

Лемма 2.1. Пусть функция β(τ) принадлежит пространству CN (R1) (N > σ, σ ∈ R1).
Пусть функция λ(p, τ, y) принадлежит C∞(Q × Ω × R1), где p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| <
< π

2 , |p| > 0} — конус в комплексной плоскости, Ω ∈ R1 — произвольное открытое множество,
y ∈ R1, и при всех j, l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки

∣∣∂jτ∂jyλ(p, τ, y)
∣∣ 6 cjl(|p|+ |y|)σ−j (2.1)

с некоторыми константами cjl > 0.
Тогда для любой функции w(τ) ∈ S(R1) справедлива формула представления

β(τ)F−1
y→τ [λ(p, τ, y)Fτ→y [w]]− F−1

y→τ [λ(p, τ, y)Fτ→y [β(τ)w]] =

=

N−1∑

i=1

F−1
y→τ [λi(p,τ,y)Fτ→y[D

i
τβ(τ) · w]]+

+ F−1
y→τ [

∞∫

−∞

gN (p,τ,y − z,z)Fτ→(y−z)[D
N
τ β(τ)]Fτ→z [w]dz], (2.2)

где

λi(p,τ,y) =
(−1)i

i!
∂iyλ(p,τ,y), (2.3)

gN (p,τ,y − z,z) = N

1∫

0

λN (p,τ,y − θ(y − z))(1 − θ)N−1dθ. (2.4)

Следствие 2.1. Пусть функция β(τ) удовлетворяет условиям леммы 2.1. Пусть функция

λ(p,τ,y) принадлежит C∞(R1) и
∣∣∣∂jyλ(p,τ,y)

∣∣∣ 6 c < +∞, j = 0, 1, 2, . . ., где число c > 0 не

зависит от p,τ,y. Тогда при всех w ∈ S(R1) справедливо равенство (2.2).
Лемма 2.2. Пусть выполнено условие 1 и функция f(t) принадлежит Cs1 [0,+∞), где

число s1 определено в условии 1, пусть
∣∣∂itf(t)

∣∣ 6 c <∞ при всех t ∈ [0,+∞), i = 0, 1, . . . , s1.

Тогда при s1 > N > max
06p6l

{2p + l+ρ−p
ν } (ρ > 0, l > 0 — действительные числа) равномерно по

t ∈ [0,+∞) ограничена величина
∣∣∣α−ρ(t)(α(t)∂t)

N (f(t)α−l(t))
∣∣∣ 6 c < +∞. (2.5)

Следствие 2.2. Пусть выполнено условие 1. Тогда при выполнении неравенства s1 − l >

> N > max
06p6l

{2p + l−p+ 1
2

ν } (l = 1, 2, . . . , s1, s1 — определено в условии 1) для всех t ∈ [0,+∞)

справедлива оценка
∣∣∣α− 1

2 (t)(α(t)∂t)
N (θli(t)α

−l(t))
∣∣∣ 6 c <∞, i = 0, 1, . . . ,l.

Следствие 2.3. Пусть выполнено условие 1. Тогда при s1 > N > max
06p6 1

2

{
2p +

3
2 − p

ν

}
=

max

{
3

2ν
, 1 +

1

ν

}
выполняется оценка

∣∣∣α−1(t)(α(t)∂t)
N (α− 1

2 (t))
∣∣∣ 6 c < +∞
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при всех t ∈ [0,+∞), где число s1 определено в условии 1.

Следствие 2.4. Пусть выполнено условие 1. Тогда при s1 > N > max
06p6 1

2

{
2p+

1
2 − p

ν

}
=

= max

{
1

2ν
, 1

}
и при всех t ∈ [0,+∞) выполняется оценка

∣∣∣(α(t)∂t)Nα− 1
2 (t)

∣∣∣ 6 c < +∞.

Лемма 2.3. Пусть выполнено условие 1 и s1 > l + i; i, l = 1,2, . . .. Предположим, что
функция u(t) принадлежит C l+i[0,+∞). Тогда для функции

Giu(t) =

l∑

j=0

α−l(t)(α(t)∂t)
i(θlj(t))∂

j
α,tu(t), (2.6)

где функции θli(t) строятся по рекуррентным соотношениям

{
θl+1
i (t) = θli−1(t) + ∂α,tθ

l
i(t)− (l + 1

2)α
′(t), 1 6 i 6 l

θl+1
0 (t) = ∂α,tθ

l
0(t)− (l + 1

2)α
′(t), θll ≡ 1, θl0 = −α′(t)

2 ,
(2.7)

справедлива формула представления

Giu(t) =
l∑

j=0

i−1∑

i1=0

bii1,j(t)∂
i1
α,t∂

j
t u(t), (2.8)

где ограниченные при t ∈ [0;+∞) функции bii1,j(t) принадлежат Cs1−l−i[0,+∞) и зависят
лишь от функции α(t) и её производных до порядка l + i.

Лемма 2.4. Пусть выполнено условие 1, s1 > l + i; l, i = 1, 2, . . . ,s1, предположим, что
функция u (t) принадлежит C l+i[0,+∞). Тогда справедлива формула представления

l∑

j=0

(α∂t)
i(θlj(t)α

−l(t))∂jα,tu(t) =
l∑

j=0

i−1∑

i1=0

bii1,j(t)∂
i1
α,t∂

j
t u(t), (2.9)

функции θlj(t), j = 0, 1, . . . , l определены в (2.7), а функции bii1,j(t) принадлежат
Cs1−l−1[0,+∞).

Следствие 2.5. Пусть выполнены условия леммы 2.4 при l = 1. Тогда справедливо ра-
венство

J =

1∑

j=0

(α(t)∂t)
i(θ1j (t)α

−1(t)) · ∂jα,tu(t) = Pi,1(t)∂
u
t (t)−

i∑

i1=1

ci,i1∂t(α∂t)
i1−1(

α′(t)
2

)Pi−i1,1(t)u(t),

(2.10)
где функции PN,l ∈ Cs1−N [0,+∞) строятся по рекуррентным формулам

{
PN,l(t) = P ′

N−1,l(t)α(t) − lPN−1,l(t)α
′(t)

P1,l(t) = f ′(t)α(t) − lα′(t)f(t).
(2.11)

Введем функцию β(τ) такую, что

β(τ) = α− 1
2 (t)|t=ϕ−1(τ) , (2.12)

где t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .
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Лемма 2.5. Пусть выполнено условие 1 и 1+ 1
ν 6 N 6 s1. Если функция u(t) принадлежит

CN
0 [0,+∞), то функция β(τ)w(τ) принадлежит L1(R

1), где β(τ) определена в (2.12),

w(τ) =
√
α(t)DN

α,t u(t)|t=ϕ−1(τ) , Dα,t = −
√

−α(t)∂t
√
α(t). (2.13)

Следствие 2.6. Пусть выполнены условия леммы 2.5. Тогда справедливо включение

Dj
τβ(τ) · w(τ) ∈ L1(R

1), j = 1, 2, . . . , N, (2.14)

где функции β(τ) и w(τ) определены соответственно в (2.12), (2.13).
Следствие 2.7. Пусть выполнены условия леммы 2.5. Тогда w(τ) принадлежит L1(R

1),
где функция w(τ) определена в (2.13).

Лемма 2.6. Пусть v(x,t) ∈ Hs,α(R
n
+), s — действительное число, b(t) ∈ C [|s|]+1[0,+∞)

и
∣∣∂itb(t)

∣∣ 6 c < ∞ при всех t ∈ [0,+∞], i = 0, 1, . . . , [|s|] + 1. Тогда выполняется оценка
‖b(t)v(x,t)‖s,α 6 c ‖v‖s,α с константой c > 0, не зависящей от v.

Здесь и в дальнейшем ‖·‖s,α — норма в пространстве Hs,α(R
n
+).

Обозначим

λi(p,t,ξ,η) =
(−1)i

i!
∂iηλ(p,t,ξ,η), i = 1,2, . . . , N, (2.15)

gN (p,t,ξ,η − y,y) =
(−1)N

N !

1∫

0

λN (p,t,ξ,η − z(η − y))(1 − z)N−1dz. (2.16)

Рассмотрим операторы Qi,σ, i = 1, 2, . . . , N − 1; RN,l,σ

Qi,σ[v(x,t)] = F−1
ξ→xF

−1
α [λi(p,t,ξ,η)FαFx→ξ[v(x,t)]], (2.17)

RN,l,σv(x,t) =

l∑

j=0

1√
α(t)

F−1
ξ→xF

−1
η→τ [

∫

R1

Fτ→(η−y)[D
N
τ βi,l(τ)]·

· Fx→ξFτ→y[(∂
j
α,tv)α(x,τ)]gN (p,t,ξ,η − y,y) dy]τ=ϕ(t) , (2.18)

Здесь

βj,l(τ) =
θlj(t)

αl(t)

∣∣∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, j = 0,1, . . . , l, (2.19)

а функции θlj(t) определены в (2.7).
Здесь и в дальнейшем

τ = ϕ(t) =

d∫

t

ds

α(s)
. (2.20)

Заметим, что для любой функции v(x,t) ∈ C∞
0 (Rn

+) справедливо равенство

∂lα,tK
(σ)(p,t,Dx,Dα,t)v =

l∑
p1=0

cp1lF
−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)·

·Fx→ξFα[∂
l−p1
α,t v(x,t)]],

(2.21)

где cp1l — биномиальные коэффициенты.
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Таким образом, получим равенство

∂ltK
(σ)(p,t,Dx,Dα,t)v =

l∑

i=0

θli(t)

αl(t)
∂iα,tK

(σ)(p,t,Dx,Dα,t)v =

=
l∑

i=0

θli(t)

αl(t)

i∑

p1=0

cp1iF
−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v(x,t)]] =

=
θl0(t)

αl(t)
F−1
α F−1

ξ→x[λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[v]] +
l∑

i=1

θli(t)

αl(t)
F−1
α F−1

ξ→x[λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂
i
α,tv]]+

+

l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1iF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v(x,t)]] =

=

l∑

i=0

θli(t)

αl(t)
F−1
ξ→xF

−1
α [λ(p,t,ξ,η)]Fx→ξFα[∂

i
α,tv]]+

+

l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1iF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)]Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v]]. (2.22)

С другой стороны, получим, что

K(σ)(p,t,Dx,Dα,t)∂
l
tv = K(σ)(p,t,Dx,Dα,t)[

l∑

i=0

θli(t)

αl(t)
∂iα,tv]. (2.23)

Почленно вычитая, из (2.22) равенство (2.23), получим равенство

Ml,σv =

l∑

i=0

[
θli(t)

αl(t)
K(σ)(p,t,Dx,Dα,t)[∂

i
α,tv]−K(σ)(p,t,Dx,Dα,t)[

θli(t)

αl(t)
∂iα,tv]]+

+

l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1iF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v]]. (2.24)

Из (2.24) следует, что для того чтобы прокоммутировать весовой псевдодифференциаль-
ный оператор K(σ)(p,t,Dx,Dα,t) и оператор ∂lt, достаточно изучить коммутатор оператора

K(σ)(p, t,Dx,Dα,t) с функциями θli(t)

αl(t)
.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 2.1. Пусть символ λ(p, t, ξ, η) весового псевдодифференциального оператора

K(σ)(p, t,Dx,Dα,t) принадлежит классу Sσ
α,p(Ω), Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| <
< π

2 , |p| > 0}. Пусть выполнено условие 1. Тогда для оператора Ml,σ, определенного в (1.8)
при всех v(x,t) ∈ C∞

0 (Rn
+) справедлива формула представления

Ml,σv(x,t) =
N−1∑

i=1

Qi,σ[
l∑

j=0

i−1∑

i1=0

bii1,j(t)D
i1
α,t∂

j
t v(x,t)]+RN,l,σv(x,t)+

+
l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1lF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v]], (2.25)

где функции Qi,σ, RN,l,σ определены в (2.17), (2.18), cp1l — биномиальные коэффициенты,
bii1,j(t) ∈ Cs1−l−i[0;+∞) — ограниченные функции, функции θli(t) определены в (2.7).
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Доказательство. Из следствия 2.1. вытекает, что функция βj,l(τ) (см. (2.19)) удовле-
творяет условиям леммы 2.1. Следовательно, учитывая (1.2) и равенство F−1

α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, справедливое при t > 0 для w(η) ∈ L2(R
1), получим из леммы 2.1

следующее равенство

Ml,σv =

N−1∑

i=1

F−1
ξ→xF

−1
α [λi(p, t, ξ, η)FαFx→ξ[

l∑

j=0

{(α∂t)i(
θlj(t)

αl(t)
)∂jα,tv]] +RN,l,σv(x,t)+

+

l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1lF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v]].

Из этого равенства выводим формулу (2.25).
Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда для любой функции v(x,t) ∈

C∞
0 (Rn

+) справедлива оценка

‖Ml,σv‖L2(Rn
+) 6 c(

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
σ−1,α

+

l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
σ,α

) (2.26)

с константой c > 0, не зависящей от v.
Доказательство. Из (2.15)–(2.18) с помощью получим оценку

∥∥∥∥∥∥

N−1∑

i=1

Qi,σ[
l∑

j=0

i∑

i1=0

bii1,j(t)D
i1
α,t∂

l
tv]

∥∥∥∥∥∥
L2(Rn

+)

6 c
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
σ−1,α

. (2.27)

Аналогично, получим оценку

‖RN,l,σv(x,t)‖L2(Rn
+) 6 c

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
σ−N+ε

, (2.28)

где ε > 1
2 — некоторое действительное число.

Так как (α(t)∂t)
p1λ(t, ξ, η) ∈ Sσ

α,p(Ω), то справедлива оценка

∥∥∥∥∥∥

l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1iF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v]]

∥∥∥∥∥∥
L2(Rn

+)

6

6 c

l∑

i=1

i∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
α,t v

∥∥∥
σ,α
. (2.29)

Выбирая N > 1 + ε, получим из (2.25) и (2.27)–(2.29)

‖Ml,σv‖L2(Rn
+) 6

∥∥∥∥∥∥

N−1∑

i=1

Qi,σ[

l∑

j=0

i−1∑

i1=0

bii1,j(t)D
i1
α,t∂

j
t v(x,t)]

∥∥∥∥∥∥
L2(Rn

+)

+ ‖RN,l,σv(x,t)‖L2(Rn
+)+

+

∥∥∥∥∥∥

l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1iF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v]]

∥∥∥∥∥∥
L2(Rn

+)

6
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6 c(
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
σ−1,α

+
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
σ−N+δ,α

+
l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
σ,α

) 6

6 c(
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
σ−1,α

+
l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
σ,α

).

Следствие 2.8. Пусть s ∈ R1, σ ∈ R1 и выполнено условие 1 с заменой в нем σ на s+ σ.
Пусть λ(t, ξ, η) ∈ Sσ

α,p(Ω), Ω ⊂ R̄1
+, p ∈ Q = {p ∈ C, |arg p| < π

2 , |p| > 0}. Тогда для любой
функции v(x,t) ∈ C∞

0 (Rn
+) и l = 1, 2, . . . справедлива оценка

‖Ml,σv‖s,α 6 c(
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−1,α

+
l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
s+σ,α

) (2.30)

с константой c > 0, не зависящей от v.
Доказательство. Используя лемму 2.1, получим оценку

‖RN,l,σv‖s,l 6 c
l∑

j=0

∥∥∥∂jα,tv
∥∥∥
s+σ−N+ε,α

,

где ε > 1
2 — произвольное число.

Кроме того, из (2.15)–(2.16) и (1.7) с помощью равенства (1.3) и леммы 2.6 выводим оценку∥∥∥∥∥Qi,σ[
l∑

j=0

i−1∑
i1=0

bii1,j(t)D
i1
α,t∂

j
t v

∥∥∥∥∥
s,α

6 c
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−1,α

.

Аналогично оценке (2.29) выводим неравенство
∥∥∥∥∥∥

l∑

j=1

j∑

p1=1

θlj(t)

αl(t)
cp1iF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

j−p1
α,t v]]

∥∥∥∥∥∥
s,α

6 c
l∑

j=1

j∑

p1=1

∥∥∥∂j−p1
α,t v

∥∥∥
s+σ,α

.

Следовательно, при N > 1 + ε получим

‖Ml,σv‖s,α 6

∥∥∥∥∥∥

N−1∑

i=1

Qi,σ[

l∑

j=0

i−1∑

i1=0

bii1,j(t)D
i1
α,t∂

j
t v(x,t)]

∥∥∥∥∥∥
s,α

+ ‖RN,l,σv(x,t)‖s,α+

+

∥∥∥∥∥∥

l∑

i=1

i∑

p1=1

θli(t)

αl(t)
cp1iF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
p1λ(p,t,ξ,η)Fx→ξFα[∂

i−p1
α,t v]]

∥∥∥∥∥∥
s,α

6

6 c(

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−1,α

+

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−N+δ,α

+

l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
s+σ,α

) 6

6 c(

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−1,α

+

l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
s+σ,α

).

Доказательство теоремы 1. Докажем оценку (1.9) вначале для функций v(x,t) ∈
C∞
0 (Rn

+). Из следствия 2.8 получим оценку

‖Ml,σv‖s,α 6 c(

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−1,α

+

l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
s+σ,α

). (2.31)
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Оценим последнее слагаемое в правой части этого неравенства. Сделав замену i− p1 = j,
получим

l∑

i=1

l∑

p1=1

∥∥∥∂i−p1
t v

∥∥∥
s+σ,α

6 c
l−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ,α

.

Применяя это неравенство в правой части неравенства (2.31), получим неравенство

‖Ml,σv‖s,α 6 c1(
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ−1,α

+
l−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ,α

).

Таким образом, справедливость теоремы 1 для функций v(x,t) ∈ C∞
0 (Rn

+) установлена. В
общем случае справедливость теоремы 1 следует из того, что множество функций C∞

0 (Rn
+)

плотно в пространстве Hs,α(R
n
+).

Следствие 2.8. При выполнении условий теоремы 1 справедлива оценка

∥∥∥∂ltK(σ)(p,t,Dx,Dα,t)v
∥∥∥
s,α

6 c

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ,α

.

Для доказательства достаточно воспользоваться равенством ∂ltK
(σ)(t,Dx,Dα,t) =

= K(σ)(t,Dx,Dα,t)∂
l
t +Ml,σ и повторить доказательство теоремы 1.

Следствие 2.9. При выполнении условий теоремы 3 для любого ε > 0, существует такое
число c(ε) > 0, что справедлива оценка

‖Ml,σv‖s,α 6 ε

l∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s+σ,α

+ c(ε)

l−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
L2(Rn

+)
. (2.32)

Здесь c > 0 — некоторая константа не зависящая от ν, ε; константа c(ε) > 0 не зависит от
v.

Для доказательства достаточно воспользоваться в правой части оценки (1.9) неравенством

(εη̃)j 6 (εη̃)j2 + c

где 0 < j1 6 j2, η̃ ∈ R1, ε > 0 — любое число, c > 0 — некоторая константа.
Из этого неравенства, равенства (1.3) и оценки (1.9) получаем оценку (2.32).
Доказательство теоремы 2. Воспользуемся равенством

Λk∂l1t Ml,q = Λk(Ml+l1,q −Ml1,q∂
l
t), (2.33)

где Mj,q — коммутатор операторов K(q)(t,Dx,Dα,t) и ∂jt ,

Λk(p,Dx,Dα,t)v = F−1
ξ→xF

−1
α [(|p|+ |ξ|+ |η|)kFαFx→ξ[v(x,t)]]. (2.34)

Отсюда и из теоремы 1 получим

∥∥∥Λk∂l1t Ml,qv
∥∥∥
L2(Rn

+)
6 ‖Ml+l1,qv‖k,α +

∥∥∥Ml1,q∂
l
tv
∥∥∥
k,α

6

6 c1(

l+l1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
k+q−1,α

+

l+l1−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
k+q,α

) + c2(

l1∑

j=0

∥∥∥∂l+j
t v

∥∥∥
k+q−1,α

+

l1−1∑

j=0

∥∥∥∂l+j
t v

∥∥∥
k+q,α

) 6

6 c3(

l+l1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
k+q−1,α

+

l+l1−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
k+q,α

+

l1−1∑

j=0

∥∥∥∂l+j
t v

∥∥∥
k+q,α

).
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Возьмем k = s− ql1, получим

∥∥∥Λs−ql1∂l1t Ml,qv
∥∥∥
L2(Rn

+)
6 c(

l+l1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s−ql1+q−1,α

+

l+l1−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s−ql1+q,α

+

l1−1∑

j=0

∥∥∥∂l+j
t v

∥∥∥
s−ql1+q,α

).

Просуммируем последние неравенства по l1 от 0 до
[
s
q

]
, получим

[ s
q
]∑

l1=0

∥∥∥Λs−ql1∂l1t Ml,qv
∥∥∥
L2(Rn

+)
6

6 c(

[ s
q
]∑

l1=0

l+l1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s−ql1+q−1,α

+

[ s
q
]∑

l1=0

l+l1−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s−ql1+q,α

+

[ s
q
]∑

l1=0

l1−1∑

j=0

∥∥∥∂l+j
t v

∥∥∥
s−ql1+q,α

). (2.35)

Оценим каждое слагаемое в правой части неравенства (2.35).
Заметим, что для первого слагаемого s−ql1+q−1+qj 6 s−ql1+q−1+q(l+l1) = s+ql+q−1.

Отсюда и из определения нормы в пространстве Hs,α,q(R
n
+), получим

[ s
q
]∑

l1=0

l+l1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s−ql1+q−1,α

6 c1 ‖v‖s+ql+q−1,α,q . (2.36)

[ s
q
]∑

l1=0

l+l1−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s−ql1+q,α

6 c2 ‖v‖s+ql,α,q.

Заметив, что s+ ql 6 s+ ql + q − 1, получим, что

[ s
q
]∑

l1=0

l+l1−1∑

j=0

∥∥∥∂jt v
∥∥∥
s−ql1+q,α

6 c2 ‖v‖s+ql+q−1,α,q. (2.37)

[ s
q
]∑

l1=0

l1−1∑

j=0

∥∥∥∂l+j
t v

∥∥∥
s−ql1+q,α

6 c4 ‖v‖s+ql,α,q 6 c4 ‖v‖s+ql+q−1,α,q . (2.38)

Применяя неравенства (2.36)-(2.38) в правой части неравенства (2.35), получим

[ s
q
]∑

l1=0

∥∥∥Λs−ql1∂l1t Ml,qv
∥∥∥
L2(Rn

+)
6 c ‖v‖s+ql+q−1,α,q .

Учитывая определение нормы в пространстве Hs,α,q(R
n
+), получим из последнего неравен-

ства оценку
‖Ml,qv‖s,α,q 6 c ‖v‖s+ql+q−1,α,q .

Что и доказывает теорему 2.
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