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Аннотация. В работе изучается возможность применения метода Фурье к разнопо-
рядковой математической модели, которая возникает при описании малых свободных ко-
лебаний системы, состоящей из стержня и прикрепленной к нему растянутой струны, при
этом система помещена во внешнюю среду с локализованными особенностями, приводя-
щими к потере гладкости у решений. Для обхода возникающих трудностей мы используем
поточечный подход Ю. В. Покорного к трактовке уравнения, связанный с привлечением
производных по мере. Найдены достаточные условия сходимости полученных рядов.

Ключевые слова: метод Фурье; производная по мере; стержень; струна; свободные
колебания.

ABOUT POSSIBILITY OF APPLICATION OF FOURIER
METHOD TO VARIABLE MATHEMATICAL MODEL

N. I. Golovko, F. V. Golovanova, M. B. Zvereva, S. A. Shabrov

Abstract. In this paper we study the possibility of the Fourier method applying to a
mathematical model with equations of different orders, which arises when we describe small
free oscillations of the system consisting of the rod and the stretched string, which is attached
to the rod. We suppose that the system is placed into environment with localized singularities
which lead to the loss of smoothness for solutions. To bypass the difficulties, we use a pointwise
approach of Yu. V. Pokornii for the interpretation of the equation with the help of derivatives
in measures. The sufficient conditions of convergence for considered series are obtained.

Keywords: Fourier method; Derivative in measure; Rod; String; Free oscillations.

В последнее время пристальное внимание уделяется построению и изучению математи-
ческих моделей колебательных процессов струнных, стержневых и струнно-стержневых си-
стем. Это вызвано их актуальностью во многих отраслях естествознания и техники. В то
же время, наличие особенностей (как внутренних, так и внешних) у таких систем приводит
к потере свойства гладкости решения соответствующих им математических моделей. Этот
факт исключает возможность использования классических производных. Применение теории
обобщенных функций к таким моделям не дает должного эффекта, так как возникает ряд
трудноразрешимых проблем. Во-первых, возникает проблема умножения обобщенной функ-
ции на разрывную; во-вторых, удается доказать только слабую разрешимость возникающих
граничных задач, что не достаточно для приложений. В данной работе к изучаемому объек-
ту мы применим поточечный подход, берущий начало в работе Стилтьеса о колебании нити
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с бусинами и получивший дальнейшее развитие в работах М. Г. Крейна, Ф. Р. Гантмахера,
О. Келлога. Данный подход был расширен Ю. В. Покорным и его учениками при изучении
одномерных объектов [1]–[8]. Последнее позволило исследовать задачи о деформациях стру-
ны, стержня, помещенных во внешнюю среду с локализованными особенностями, наличие
которых приводят к потере гладкости у решения.

В работе изучается возможность применения метода Фурье к математической модели,
которая описывает малые свободные поперечные колебания системы, состоящей из стержня,
один конец которого защемлен, а ко второму прикреплена натянутая струна, другой конец
которой закреплен. Математическая модель этой системы имеет вид





M ′
σ(x)

∂2u
∂t = − ∂

∂σ (pu
′′
xx)

′
x + (ru′)′σ − uQ′

σ,
u(0, t) = u′x(0, t) = u(l, t) = 0,
u(x, 0) = ψ0(x);
u′t(x, 0) = ψ1(x),

(1)

где u(x, t) — отклонение системы от положения равновесия в точке x в момент времени t.
Коэффициент p(x) в (1) характеризует материал, из которого изготовлен стержень. Он

положителен на полуинтервале [0, ξ), где ξ — точка соединения стержня и струны. На [ξ; l]
продолжим его нулем. Полученную функцию мы по прежнему будем обозначать p(x).

Функция r(x) — сила натяжения струны в точке x. Как и функцию p(x), продолжим r(x)
на [0, ξ) нулем, обозначив продолженную функцию через r(x). Функция Q(x) определяет
упругую реакцию внешней среды, а M(x) — массу участка [0, x), σ — мера, порождаемая
функцией σ(x), содержит все особенности системы — это все точки, в которых имеются ло-
кализованные особенности. Через S(σ) обозначим множество точек разрыва функции σ(x).

Мы предполагаем, что выполняются вполне физические условия: p(x), r(x), Q(x) и
F (x) — функции ограниченной на [0, l] вариации, Q(x) — неубывающая на [0, l] функция,
inf

x∈[0,ξ)
p(x) > 0 и inf

x∈(ξ,l]
r(x) > 0.

Функции ψ0(x) и ψ1(x) — начальное отклонение и начальная скорость системы соответ-
ственно.

Под решением (1) мы будем понимать всякую функцию u(x, t), которая превращает урав-
нение в (1) в тождество, верное почти всюду относительно меры σ, и удовлетворяет началь-
ным и граничным условиям.

Решение задачи (1) ищется в классе абсолютно непрерывных по совокупности переменных
функций u(x, t), первая производная которых абсолютно непрерывна на [0, ξ] и σ-абсолютно
непрерывна на [ξ, l]; вторая производная u′′xx, определенная на [0, ξ], имеет конечное изменение
на [0, ξ−ε] для любого ε > 0; (pu′′xx)(x) абсолютна непрерывна на [0, ξ]; (pu′′xx)

′
x — σ-абсолютно

непрерывна на [0, ξ].
Следует отметить, что дифференциальное уравнение в модели (1) задано поточечно в

соответствии с концепцией Ю. В. Покорного, то есть как локальное уравнение связи в точ-
ке. Это позволяет, в отличие от теории обобщенных функций, говорить о сильном решении
изучаемой математической модели.

Применение классической схемы разделения переменных, то есть поиск решения в виде
произведения, приводит нас к спектральной задаче:





LX ≡ (−pX ′′
xx)

′′
xσ + (rX ′

x)
′
σ −Q′

σX(x) = −λX(x)M ′
σ(x),

X(0) = X ′(0) = 0,
X(l) = 0.

(2)

Отметим, что каждое собственное значение последней задачи положительно и имеет ал-
гебраическую кратность, равную единице (обоснования можно привести аналогично рассуж-
дениями работы [7]).
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Как следует из работы [6], спектральная задача (2) эквивалентна интегральному уравне-
нию:

X(x) = λ

l∫

0

K(x, s)X(s)M ′
σ(s) dσ, (3)

где K(x; s) — функция влияния граничной задачи LX = F ′
σ ,X(0) = X ′(0) = X(l) = 0.

А поскольку K(x, s), очевидно, является невырожденным ядром, и интегральный оператор

(Au)(x) =

l∫

0

K(x, s)u(s)M ′
σ(s) dσ компактно действует из C[0; l] (пространство непрерывных

на [0; l] функций) в C[0; l], то спектр состоит из счетного числа собственных значений.
Напомним, что под решением граничной задачи LX = F ′

σ ,X(0) = X ′(0) = X(l) = 0
мы будем понимать функцию, которая удовлетворяет граничным условиям X(0) = X ′(0) =
= X(l) = 0, и после подстановки которого в уравнение LX = F ′

σ, получаем тождество почти
всюду по мере σ.

Пусть {λn}∞n=1 — собственные значения спектральной задачи (2). Причем, если геометри-
ческая кратность не равна единице, то собственное значение будет встречаться столько раз,
какова его кратность. Здесь мы не будем останавливаться на этом вопросе более подробно,
чтобы не затенять сути дела.

Обозначим через ϕn(x) собственную функцию, отвечающую собственному значению λn;

более того, мы можем считать её нормированной:

l∫

0

ϕ2
n(x)M

′
σ(s) dσ = 1. В противном случае

разделим ϕn(x) на

√√√√√
l∫

0

ϕ2
n(x)M

′
σ(s) dσ. Применяя адаптированную классическую схему для

нашего случая, легко убеждаем, что ряд
∞∑

k=1

c2kλk, где ck =

l∫

0

f(x)ϕn(x)M
′
σ(x) dσ, сходится.

Отсюда следует, что ряд Фурье
∞∑

n=1

cnϕn(x) сходится равномерно и абсолютно на [0; l].

Заметим, что ϕk(x) ортогональны с весомM ′
σ(x) (при этом интегрирование осуществляется

по мере σ), и для всех N справедливо неравенство

l∫

0

M ′
σ(x)f

2(x)dσ >

N∑

k=1

c2k,

из которого следует аналог неравенства Бесселя

l∫

0

M ′
σ(x)f

2(x)dσ >

∞∑

k=1

c2k. (4)

Так как каждое собственное значение имеет алгебраическую кратность 1 (см., например,
[7]), то неравенство (4) превращается в равенство, т. е. система собственных функций полна.

Для дальнейших рассуждений нам понадобится лемма.

Лемма 1. Пусть ϕk(x) — амплитудная функция, нормированная




l∫

0

ϕ2
k dM = 1


 и отве-

чающая собственной частоте λk. Тогда найдется такая постоянная C∗, что для всех k и
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x справедлива оценка

max

{
max
06x6l

|ϕk
′
x(x)|, max

06x6ξ
|ϕk

′′
xx(x)|, sup

06x<ξ
|p(ϕk

′′
xx)

′
x|
}

6 C∗λk. (5)

Доказательство. Так как ϕk(x) — амплитудная функция, то, как отмечалось равнее, спра-
ведливо тождество

ϕk(x) ≡ λk

l∫

0

K(x, s)ϕk(s)dM(s), (6)

где K(x, s) — функция влияния граничной задачи LX = F ′
σ,X(0) = 0,X ′(0) = 0,X(l) = 0,

F (x) — произвольная σ-абсолютно непрерывная на [0, l] функция и из (6) находим

|ϕ′
k(x)| = λk

∣∣∣
l∫

0

K ′
x(x, s)ϕ

′
k(s) dM(s)

∣∣∣6 sup
x,s

|K ′
x(x, s)| · C∗

1 · λk(M(l)−M(0)).

Выражения |ϕk
′′
xx| и |(pϕk

′′
xx)

′
x| оцениваются аналогично.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия: 1) функции p(x), r(x), Q(x) и M(x) —
σ-абсолютно непрерывны; 2) M ′

σ > m0 > 0; 3) ψi(x) (i = 1, 2) — абсолютно непрерывны на
[0, l], производные ψ′

i(x) имеют конечное на [0, l] изменение и ψ′
i(x) — абсолютно непрерывны

на [0, ξ], ψ′′
i (x) также абсолютно непрерывны на [0, ξ]; 4) квазипроизводная (pψ′′

i )
′
x(x) —

σ-абсолютно непрерывна на [0, ξ], (rψi)
′ — σ-абсолютно непрерывна на [ξ, l]; 5) функции

(Lψ0)(x)

M ′
σ(x)

и
(Lψ1)(x)

M ′
σ(x)

непрерывны на [0, l]; 6) функция
(Lψ0)(x)

M ′
σ(x)

и ее производная абсолютно

непрерывны на [0; l]; 7) ψ0(0) = ψ′
0(0) = ψ(l) = (Lψ0)(0) = (Lψ′

0)(0) = (Lψ0)(l) = ψ1(0) =
= ψ′

1(0) = ψ1(l) = 0. Тогда функция

u(x, t) =

∞∑

k=1

ϕk(x)

(
Ak cos

√
λk t+

Bk

λk
sin
√
λk t

)
, (7)

где ϕk(x) — нормированная амплитудная функция, отвечающая собственному значению λk,

Ak =

l∫

0

M ′
σ(x)ϕk(x)ψ0(x) dσ, Bk =

l∫

0

M ′
σ(x)ϕk(x)ψ1(x) dσ,

является решением математической модели




M ′
σ(x)

∂2u
∂t2

= − ∂
∂σ (pu

′′
xx)

′
x + (ru′)′σ − uQ′

σ,
u(0, t) = u′x(0, t) = u(l, t) = 0,
u(x, 0) = ψ0(x);
u′t(x, 0) = ψ1(x),

причем ряд (7) можно дифференцировать по t дважды и на [0; ξ] четырежды (сначала три-
жды по x, потом по σ); на [ξ; l] дважды (по x и по σ). Полученные таким образом ряды
сходятся абсолютно и равномерно на прямоугольнике [0; l]× [0;T ].

Доказательство. Оценим коэффициенты ряда Фурье функции ψ0(x). Имеем

Ak =

l∫

0

ψ0(x)M
′
σ(x)ϕk(x)dσ =

l∫

0

ψ0(x)
1

λk

(
(pϕk

′′
xx)

′′
xσ − (rϕk

′
x)

′
σ +Q′

σϕk

)
dσ =
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=

l∫

0

ψ0(x)
1

λk
(pϕk

′′
xx)

′′
xσdσ −

l∫

0

ψ0(x)
1

λk
(rϕk

′
x)

′
σdσ +

l∫

0

ψ0(x)
1

λk
(pϕk

′′
xx)

′′
xσQ

′
σϕkdσ.

Первый интеграл в правой части последнего равенства проинтегрируем по частям четыре-
жды, второй — дважды, а также воспользуемся свойствами функции ϕk(x). Получим:

Ak =
1

λk

[
ψ0(pϕk

′′
xx)

′
x

∣∣∣∣
l

0

− ψ0pϕk
′′
xx

∣∣∣∣
l

0

+ ϕk
′
xpϕ

′′
0xx

∣∣∣∣
l

0

− ϕk(pϕ0
′′
xx)

′
x

∣∣∣∣
l

0

+

+

l∫

0

ϕk(x)(pψ0
′′
xx)

′′
xσdσ − rϕk

′
xψ0

∣∣∣∣
l

0

+ rψ0
′
xϕk

∣∣∣∣
l

0

−
l∫

0

ϕk(x)(rψ0
′
x)

′
σdσ−

l∫

0

ϕk(x)Q
′
σ(x)ψ0(x)dσ)


 =

=
1

λk

l∫

0

ϕk(x)Lψ0dσ =
1

λk

l∫

0

ϕk(x)M
′
σ(x)

(
Lψ0

M ′
σ

)
(x)dσ.

Последнее равенство означает, что числа λkAk есть коэффициенты ряда Фурье функции(
Lψ0

M ′
σ

)
(x), следовательно, ряд

∞∑

k=1

|λ3kA2
k| сходится.

Аналогично мы получим, что λkBk являются коэффициентами ряда Фурье непрерывной
на [0, l] функции

(
Lψ1M

′
σ

)
(x). Получаем неравенство, вытекающее из аналога неравенства

Бесселя (4):
∞∑

k=1

(λkBk)
2
6

l∫

0

M ′
σ(x)

(
Lψ1(x)

M ′
σ(x)

)
dσ,

из которого следует, что ряд
∞∑

k=1

(λkBk)
2 сходится.

Ряды, полученные формальным дифференцированием (7), имеют вид

∂u

∂x
=

∞∑

k=1

ϕk
′
x(x)

(
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

cos
√
λkt

)

∂2u

∂x2
=

∞∑

k=1

pϕk
′′
xx(x)

(
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

cos
√
λkt

)
,

∂

∂x

(
p
∂2u

∂x2

)
=

∞∑

k=1

(pϕk
′′
xx)

′
x

(
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

cos
√
λkt

)
,

при x 6 ξ;

∂2

∂x∂σ

(
p
∂2u

∂x2

)
=

∞∑

k=1

(pϕk
′′
xx)

′′
xσ

(
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

cos
√
λkt

)
=

=

∞∑

k=1

(
rϕk

′
x)

′
σ − ϕkQ

′
σ + λkM

′
σϕk

)

при x 6 ξ;

∂

∂σ

(
r
∂u

∂x

)
=

∞∑

k=1

(rϕk
′
x)

′
σ

(
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

cos
√
λkt

)
=
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=

∞∑

k=1

(
Q′

σ(x)ϕk(x)− λkM
′
σϕk(x)

) (
Ak cos

√
λkt+

Bk√
λk

cos
√
λkt

)

при x > ξ;

∂u

∂x
=

∞∑

k=1

ϕk(x)
(
−Ak

√
λk sin

√
λkt+Bk cos

√
λkt
)

∂2u

∂t2
=

∞∑

k=1

ϕk(x)
(
−Akλk cos

√
λkt−Bk

√
λk sin

√
λkt
)
,

каждый из которых оценивается числовым рядом K
∞∑

k=1

(λk|Ak| +
√
λk|Bk|), где K — посто-

янная. Остается показать, что ряд

∞∑

k=1

(λk|Ak|+
√
λk|Bk|)

сходится. В работе [7] была показана сходимость ряда
∞∑

k=1

1

λ
2/3+δ
k

для любого δ > 0, значит, и

при δ = 1/3. Тогда, для любого ε > 0 найдется такое N , что для любых натуральных n > N

и m выполнено неравенство
n+m∑

k=n

1

λk
< ε. Для этих n и m последовательно находим (применяя

неравенство Коши)

n+m∑

k=n

(λk|Ak|+
√
λk|Bk|) =

n+m∑

k=n

|Ak|λ3/2k

1√
λk

+

n+m∑

k=n

|Bk|λk
1√
λk

6

6

√√√√
n+m∑

k=n

A2
kλ

3
k

√√√√
n+m∑

k=n

1

λk
+

√√√√
n+m∑

k=n

B2
kλ

2
k

√√√√
n+m∑

k=n

1

λk
< (
√
Â+

√
B̂)

√
ε,

где через Â и B̂ обозначены соответственно суммы рядов
∞∑

k=1

λ3kA
2
k и

∞∑

k=1

(λkBk)
2. Таким об-

разом, ряд
∞∑

k=1

(λk|Ak|+
√
λk|Bk|) сходится по признаку Коши. Теорема доказана.
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