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Аннотация. Один из вариантов классификации дифференциальных уравнений: ли-
нейные и нелинейные. Если для линейных дифференциальных уравнений теория доста-
точно полно разработана, то для нелинейных дифференциальных уравнений на данный
момент этого утверждать нельзя. Особенность нелинейных дифференциальных уравне-
ний, это наличие подвижных особых точек, являющиеся причиной принадлежности этих
уравнений к классу в общем случае не разрешимых в квадратурах. Этот факт актуали-
зирует разработку приближенных методов решения второй категории уравнений. Одним
из соавторов разработан метод приближенного решения нелинейных дифференциальных
уравнений с подвижными особыми точками, состоящий из шести задач. В данной работе
представлено решение одной из задач. Нестандартный подход в решении задачи позво-
лил не только подтвердить ранее полученные результаты, но и существенно их дополнить.
Полученные теоретические результаты сопровождены расчетными экспериментами, под-
тверждающие их достоверность.

Ключевые слова: Нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка, метод
приближенного решения, подвижная особая точка, окрестность подвижной особой точки,
возмущение подвижной особой точки, комплексная область, апостериорная погрешность.

ON THE EXACT BOUNDARIES OF APPLICATION AREAS
OF THE APPROXIMATE SOLUTION OF NONLINEAR

DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE SECOND ORDER IN
THE NEIGHBORHOOD OF APPROXIMATE VALUE OF
MOVABLE SINGULARITIES IN A COMPLEX REGION

V. N. Orlov, T. Yu. Leonteva

Abstract. In the article the method of the approximate solution of the nonlinear
differential equations with movable singularities including the solution of six tasks is offered.
Solutions of the first four tasks: the formulation and the proof of the theorem of existence
and uniqueness of the solution of the nonlinear differential equation in regular area and in the
neighborhood of a movable singular point; creation of the approximate solution in regular area
and in the neighborhood of a movable singular point; research of influence of indignation of a
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movable singularities and the initial dates on the approximate solution were published earlier.
In this work material by definition of exact boundaries of application areas of the approximate
solution of the studied nonlinear differential equation in the neighborhood of approximate
value of a movable singular point in complex region is given. The solution of a task in this
article is based not on classical approach (a triangle method when receiving estimates), but
on use of elements of differential calculus. Researches presented in this work validate some
earlier received results and together with it significantly expand a scope of the constructed
analytical approximate solution. The received theoretical results are followed by the numerical
experiment confirming their reliability.

Keywords: nonlinear differential equation of the second order, the method of the
approximate solution, movable singular point, a neighbourhood of a movable singular point,
indignation of movable singular point complex region, aposteriori error.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время дифференциальные уравнения встречаются во многих областях дея-
тельности человека. Следует отметить, что теория линейных дифференциальных уравнений
развита достаточно полно, в отличие от теории нелинейных дифференциальных уравнений.
Препятствием к использованию известных на данный момент приближенных численных и
аналитических методов решения [1], [2], [3] в решении последних является наличие подвиж-
ных особых точек. Белорусская школа по аналитической теории дифференциальных урав-
нений занимает лидирующее положение в мире по вопросам, связанным с разрешением в
квадратурах нелинейных дифференциальных уравнений с подвижными особыми точками
[4], [5], [6], [7], [8], [9], которые удается получить лишь в частных случаях.

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

В работах [10], [11], [12], [13], [14] предложен метод приближенного решения нелинейных
дифференциальных уравнений с подвижными особыми точками, включающий в себя реше-
ние шести задач. Первые четыре задачи: теорема существования и единственности решения
нелинейного дифференциального уравнения в регулярной области и в окрестности подвиж-
ной особой точки; построение приближенного решения в регулярной области и в окрестности
подвижной особой точки; исследование влияния возмущения подвижной особой точки и на-
чальных условий на приближенное решение представлены в работах [15], [16], [17]. В данной
работе представлен материал по определению точных границ области применения аналити-
ческого приближенного решения исследуемого нелинейного дифференциального уравнения
в окрестности приближенного значения подвижной особой точки в комплексной области.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для задачи Коши

y′′ (z) = y5 (z) + r (z) , (1)

y (z0) = y0, y
′ (z0) = y1 (2)

в работе [16] было получено приближенное решение в окрестности подвижной особой точки
z∗ в виде

y (z) = (z∗ − z)−
1
2 ·

∞∑

n=0

Cn (z
∗ − z)n/2, C0 6= 0. (3)

Возмущение подвижной особой точки ∆z̃∗ оказывает влияние на структуру аналитическо-
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го приближенного решения (3), которое принимает следующий вид [17]:

ỹN (z) =
N∑

n=0

C̃n (z̃
∗ − z)(n−1)/2, C̃0 6= 0, (4)

где C̃n — возмущенные значения коэффициентов.
В работе [17] было проведено исследование влияния возмущения подвижной особой точ-

ки z∗ на аналитическое приближенное решение (4). В результате этих исследований область
представления аналитического приближенного решения (4) в окрестности приближенного
значения подвижной особой точки z̃∗ существенно уменьшилась по сравнению с результа-
том, полученным в работе [16]. В данной работе представлены исследования, позволяющие
существенно расширить область применения аналитического приближенного решения (4) за
счет конструктивности метода получения оценок. Теоретические результаты иллюстрирова-
ны расчетами.

Теорема 1. Пусть z∗ — подвижная особая точка y (z) задачи (1)–(2) и выполняются
следующие условия:

1) r (z) ∈ C1 в области K = {z : |z̃∗ − z| < ρ0}, ρ0 = const > 0;

2) ∃M0 :
|r(n)(z̃∗)|

n! 6M0, M0 = const, n = 0, 1, 2, . . . .;

3) |z̃∗| 6 |z∗|;

4) известны оценки погрешности z̃∗ и α̃:

|z̃∗ − z∗| 6 ∆z̃∗, |α̃− α| 6 ∆α̃;

5) ∆z̃∗ < 1

/(
4 · 5

√
(M + 1)2

)
.

Тогда для аналитического приближенного решения (4) задачи (1)-(2) в области

F1 ∩ F2 ∩ F3, (5)

справедлива оценка погрешности

∆ỹN (z) 6 ∆0 +∆1 +∆2 +∆3,

где

∆0 =
1

2

∆z̃∗

|z̃∗ − z| ·
4

√
3

4
,

∆1 6
2NM (M + 1)[

N
5 ] |z̃∗ − z|

N−1
2

1− 25 (M + 1) |z̃∗ − z|5/2
8∑

i=0

2iη (M + 1)[
i
5 ] · |z̃∗ − z|

i
2

|(N + i+ 2) (N + i− 6)| ,

∆2 6
25∆M̃µβ2

1− 210µ2β5

(
4∑

i=0

22iµγ1βi+2β1/2
4∑

i=0

22iµγ2βi

)
,

∆3 6
25Mµ∆z̃∗

1− 210µ2β5

(
2 + 3 · 210µ2β5
1− 210µ2β5

(
4∑

i=0

22iµγ1βi+2β1/2
4∑

i=0

22iµγ2βi

)
+

+ β

(
4∑

i=1

i · 22iµγ1βi−1 +

4∑

i=0

(2i+ 1) · 22iµγ2β(2i−1)/2

))
,
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F1 = {z : |z| 6 |z̃∗|} , F2 = {z: |z̃∗ − z| < ρ3 } , F3 = {z : |z̃∗ − z| > ∆z̃∗} , ρ3 = min {ρ0,ρ1,ρ2} ,

ρ1 =
1

4 5

√
(M + 1)2

, ρ2 =
1

4 5

√(
M +∆M̃ + 1

)2 , β = |z̃∗ − z| ,z ∈ (5) , µ =M +∆M̃ + 1,

η =

{
i+ 1,i = 0,1,2,3,4,
8− i+ 1,i = 5,6,7,8

, γ1 =

{
0,i = 0,1,2
1,i = 3,4

, γ2 =

{
0,i = 0,1
1,i = 2,3,4

,

M = max

{
|α| , sup

n

∣∣r(n) (z̃∗)
∣∣

n!

}
, ∆M̃ = max

((
sup
n,G

∣∣r(n) (z)
∣∣

n!

)
∆z̃∗,∆α̃

)
,

G = {z : |z̃∗ − z| 6 ∆z̃∗} ,
α — параметр, зависящий от условий (2), n = 0,1,2, . . ..

Доказательство. Используя классический подход, имеем

∆ỹN (z) = |y (z)− ỹN (z)| 6 |y (z)− ỹ (z)|+ |ỹ (z)− ỹN (z)| .

Оценим |y (z)− ỹ (z)|:

|y (z)− ỹ (z)| 6 sup
G,F

∣∣∣∣
∂ỹ (z)

∂z̃∗

∣∣∣∣∆z̃
∗ +

∞∑

0

sup
G

∣∣∣∣
∂ỹ (z)

∂C̃n

∣∣∣∣∆C̃n, (6)

где G = {z : |z̃∗ − z| 6 ∆z̃∗} , F = {α : |α̃− α| 6 ∆α̃} .
Далее получаем

sup
G,F

∣∣∣∣
∂ỹ (z)

∂z̃∗

∣∣∣∣ = sup
G,F

∣∣∣∣∣

∞∑

0

C̃n ·
n− 1

2
|z̃∗ − z|(n−3)/2

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

0

n− 1

2
sup
G,F

∣∣∣C̃n

∣∣∣ sup
G
|z̃∗ − z|(n−3)/2.

Обозначим M = max

{
|α| , sup

n

|r(n)(z̃∗)|
n!

}
.

Рассмотрим

sup
G,F

∣∣∣C̃n

∣∣∣ 6 C̃n

(∣∣∣Ã0

∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣Ãn

∣∣∣ , |α̃|
)
6 C̃n

(
|A0|+∆Ã0,.. |An|+∆Ãn, |α|+∆α̃

)
6

6

2nM
(
M +∆M̃ + 1

)[n/5]

|(n+ 2) (n− 6)| = ϑn,

где ∆M̃ = max

((
sup
n,G

|r(n)(z)|
n!

)
∆z̃∗,∆α̃

)
, z̃∗ ∈ G и α̃ ∈ F , а коэффициенты Ãn определяются

из разложения функции r (z) в регулярный ряд в окрестности точки z̃∗.
Так как sup

G
|z̃∗ − z|(n−3)/2 = |z̃∗ − z|(n−3)/2, n = 0,1,2, . . ., а также

sup
G

∣∣∣∣
∂ỹ (z)

∂C̃n

∣∣∣∣ = sup
G
|z̃∗ − z|(n−1)/2 = |z̃∗ − z|(n−1)/2 , n = 0,1,2, . . . ,

то с учетом |C0| =
∣∣∣C̃0

∣∣∣ = 4

√
3
4 , |C1| =

∣∣∣C̃1

∣∣∣ = 0, |C2| =
∣∣∣C̃2

∣∣∣ = 0, |C3| =
∣∣∣C̃3

∣∣∣ = 0, |C4| =
∣∣∣C̃4

∣∣∣ = 0

из выражения (6) получим

|y (z)− ỹ (z)| 6 1

2
· ∆z̃∗

|z̃∗ − z| ·
4

√
3

4
+ ∆z̃∗

∞∑

n=5

n− 1

2
ϑn |z̃∗ − z|(n−3)/2 +
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+

∞∑

n=5

∆C̃n |z̃∗ − z|(n−1)/2 при n = 5,6,7, . . . .

Тогда

|y (z)− ỹN (z)| 6 1

2
· ∆z̃∗

|z̃∗ − z| ·
4

√
3

4
+

∞∑

n=N+1

∣∣∣C̃n

∣∣∣ · |z̃∗ − z|(n−1)/2 +

∞∑

n=5

∆C̃n |z̃∗ − z|
(n−1)/2

+

+∆z̃∗
∞∑

n=5

n− 1

2
ϑn |z̃∗ − z|(n−3)/2 = ∆0 +∆1 +∆2 +∆3,

где
∣∣∣C̃n − Cn

∣∣∣ = ∆C̃n.

Таким образом,

∆0 =
1

2
· ∆z̃∗

|z̃∗ − z| ·
4

√
3

4
.

В соответствии с теоремой 2 работы [16] для ∆1 имеет место оценка:

∆1 6

∞∑

n=N+1

∣∣∣C̃n

∣∣∣ · |z̃∗ − z|(n−1)/2
6

2NM (M + 1)[
N
5 ] |z̃∗ − z|

N−1
2

1− 25 (M + 1) |z̃∗ − z|5/2
8∑

i=0

2iη (M + 1)[
i
5 ] · |z̃∗ − z|

i
2

|(N + i+ 2) (N + i− 6)| ,

где η =

{
i+ 1,i = 0,1,2,3,4,
8− i+ 1,i = 5,6,7,8

.

Перейдем к оценке ∆2. Проведем суммирование отдельно по целым и дробным степеням:

∆2 6

∞∑

n=5

∆C̃n |z̃∗ − z|
(n−1)/2

=

∞∑

n=3

∆C̃2n−1 |z̃∗ − z|
n−1

+

∞∑

n=3

∆C̃2n |z̃∗ − z|
(2n−1)/2

=

= ∆2,1 +∆2,2.

Далее, с учетом закономерности получения оценок для C̃n, следует:

∆2,1 =

∞∑

n=3

∆C̃2n−1 |z̃∗ − z|
n−1

=

4∑

t=0

∞∑

k=1

∆C̃10k−5+2t |z̃∗ − z|
5k−3+t

6

6

25∆M̃
(
M +∆M̃ + 1

)
|z̃∗ − z|2

1− 210
(
M +∆M̃ + 1

)2
· |z̃∗ − z|5

·
4∑

i=0

22i
(
M +∆M̃ + 1

)γ1
|z̃∗ − z|i,

где γ1 =

{
0,i = 0,1,2
1,i = 3,4

, а оценки для ∆C̃n получены ранее в работе [17].

Аналогичным способом получим оценку для ∆2,2

∆2,2 6

26∆M̃
(
M +∆M̃ + 1

)
|z̃∗ − z|5/2

1− 210
(
M +∆M̃ + 1

)2
· |z̃∗ − z|5

·
4∑

i=0

22i
(
M +∆M̃ + 1

)γ2
|z̃∗ − z|i,

где γ2 =

{
0,i = 0,1
1,i = 2,3,4

.
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Далее находим оценку ∆3. Так как

∆3 6 ∆z̃∗




∞∑

n=5

2nM
(
M +∆M̃ + 1

)[n5 ]

|(n+ 2) (n− 6)| |z̃∗ − z|(n−1)/2




′

z

,

а

∞∑

n=5

2nM
(
M +∆M̃ + 1

)[n5 ]

|(n+ 2) (n− 6)| |z̃∗ − z|(n−1)/2
6

25M
(
M +∆M̃ + 1

)
|z̃∗ − z|2

1− 210
(
M +∆M̃ + 1

)2
|z̃∗ − z|5

×

×
(

4∑

i=0

22i
(
M +∆M̃ + 1

)γ1
|z̃∗ − z|i+2 |z̃∗ − z|1/2

4∑

i=0

22i
(
M +∆M̃ + 1

)γ2
|z̃∗ − z|i

)
,

то окончательно имеем:

∆3 6 ∆z̃∗




25M
(
M +∆M̃ + 1

)
|z̃∗ − z|2

1− 210
(
M +∆M̃ + 1

)2
|z̃∗ − z|5

(
4∑

i=0

22i
(
M +∆M̃ + 1

)γ1
|z̃∗ − z|i+

+ 2 |z̃∗ − z|1/2
4∑

i=0

22i
(
M +∆M̃ + 1

)γ2
|z̃∗ − z|i

))′

z

=
25Mµ∆z̃∗

1− 210µ2β5

(
2 + 3 · 210µ2β5
1− 210µ2β5

×

×
(

4∑

i=0

22iµγ1βi+2β1/2
4∑

i=0

22iµγ2βi

)
+ β

(
4∑

i=1

i · 22iµγ1βi−1 +

4∑

i=0

(2i+ 1) · 22iµγ2β(2i−1)/2

))
,

где β = |z̃∗ − z| ,x ∈ (5) , µ =M +∆M̃ + 1, γ1 =

{
0,i = 0,1,2
1,i = 3,4

, γ2 =

{
0,i = 0,1
1,i = 2,3,4

.

Учитывая, что ∆0 справедливо в области |z| 6 |z̃∗|, ∆1 в области |z̃∗ − z| 6

1

/
4 5

√
(M + 1)2, а ∆2 и ∆3 в области |z̃∗ − z| 6 1

/
4 5

√(
M +∆M̃ + 1

)2
,

получаем, что оценка для ∆ỹN (z) справедлива в области (5), где ρ3 =

min

{
1

/
4 5

√
(M + 1)2,1

/
4 5

√(
M +∆M̃ + 1

)2
}

, что и доказывает нашу теорему.

Пример 1. Найдем приближенное решение задачи (1)–(4) в случае r (z) = 0 при начальных
данных y (0,5 + 0,5i) = 1+i, y′ (0,5 + 0,5i) = 2

√
3
/
3+i2

√
3
/
3 и α = 0,001. Данная задача имеет

точное решение y =
√√

3
/(

1 +
(
1 +
√
3
/
2
)
· i− 2z

)
. Найдем ρ3 ≈ 0,175144 для области (5).

Точное значение подвижной особой точки z∗ = 0,5 +
(
0,5 +

√
3
/
4
)
i. В случае z̃∗ = 0,5 +

0,93301i, ∆z̃∗ = 0,000003, ∆α̃ = 0,0001 значение аргумента z = 0,48 + 0,93i ∈ |z∗ − z| < ρ3 и
структуры приближенного решения ỹ12. Расчеты представлены в табл. 1.

Таблица 1. Характеристика погрешности численного эксперимента в области действия
двух теорем

z y ỹ12 ∆y (∆ỹ12)
I (∆ỹ12)

II ∆1y

0,48+
0,93i

6,5252865+
0,4887118i

6,5253818+
0,4882844i

0,0004 0,02 0,06 0,003

где y – значение точного решения; ỹ12 – приближенное решение (4); ∆y – абсолютная по-
грешность приближенного решения ỹ12; (∆ỹ12)

I – оценка погрешности приближенного ре-
шения, полученная в работе [16]; (∆ỹ12)

II – оценка погрешности приближенного решения,
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полученная по теореме 1; ∆1y – апостериорная оценка погрешности, позволяющая проверить
величину погрешности (∆ỹ12)

II . В этом случае для N = 24 априорная оценка будет удовле-
творять требуемой точности ε = 3 · 10−3. Добавки в структуре приближенного решения для
N = 13,14, . . . ,24 не превышают требуемой точности. Поэтому в структуре приближенного
решения можем ограничиться значением N = 12, при котором приближенное решение будет
иметь погрешность ε = 3 · 10−3.

Пример 2. Рассмотрим предыдущий пример в случае z = 0,39 + 0,933i и ∆α̃ = 0,000001.

Таблица 2. Характеристика погрешности численного эксперимента в области действия
теоремы 1

z y ỹ12 ∆y (∆ỹ12)
II ∆1y

0,39+0,933i 2,805879209+
0,000162i

2,805884497+
0,000161975i

0,0000053 0,0158 0,0009

где y – значение точного решения; ỹ12 – приближенное решение (4); ∆y – абсолютная погреш-
ность приближенного решения ỹ12; (∆ỹ12)

II – оценка погрешности приближенного решения,
полученная по теореме 1; ∆1y – апостериорная оценка погрешности, позволяющая проверить
величину погрешности (∆ỹ12)

II . В этом случае для N = 26 априорная оценка будет удовле-
творять требуемой точности ε = 0,0009. Добавки в структуре приближенного решения для
N = 13, . . . ,26 не превышают требуемой точности. Поэтому в структуре приближенного ре-
шения можем ограничиться значением N = 12, при котором приближенное решение будет
иметь погрешность ε = 0,0009.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе сформулирована и доказана теорема, позволяющая определить точные
границы области применения приближенного решения одного класса нелинейных дифферен-
циальных уравнений 2 порядка в окрестности приближенного значения подвижной особой
точки в комплексной области. Представленные результаты позволяют существенно расши-
рить область применения построенного аналитического приближенного решения. Достовер-
ность полученных результатов подтверждена численными расчетами. В работе применяются
ряды с дробными степенями, коэффициенты которого можно рассматривать как значения
дробных производных.
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