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Аннотация. Изучается краевая задача для дифференциального оператора с раз-
делёнными граничными условиями при условии, что потенциал является суммируемой
функцией на отрезке. Дифференциальное уравнение, задающее дифференциальный опе-
ратор, сведено к интегральному уравнению Вольтерра. Получена асимптотика решений
соответствующего дифференциального уравнения при больших значениях спектрального
параметра. Изучено уравнение на собственные значения изучаемого дифференциального
оператора. Исследована индикаторная диаграмма уравнения на собственные значения.
Выведена асимптотика собственных значений в различных секторах координатной плос-
кости в зависимости от параметров граничных условий. Выписано уравнение, из которого
определяются собственные функции рассматриваемого дифференциального оператора.

Ключевые слова: спектральный параметр, дифференциальный оператор, суммиру-
емый потенциал, асимптотика собственных значений, индикаторная диаграмма, собствен-
ные функции.
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Abstract. We study the boundary value problem for a differential operator with separated
boundary conditions, provided that the potential is a summable functions on the interval. The
differential equation that defines the differential operator is reduced to an integral equation
of Volterra. The asymptotic behavior of solutions of the corresponding differential equation
for large values of the spectral parameter is obtained. The equation for the eigenvalues of the
differential operator is studied. We investigated the indicator diagram of the equation for the
eigenvalues. The asymptotic behavior of the eigenvalues in the various sectors of the coordinate
plane is obtained, depending on the parameters of the boundary conditions. The equation from
which eigenfunctions of the considered differential operator are defined is given.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую краевую задачу для дифференциального оператора высокого по-
рядка, задаваемого дифференциальным уравнением вида

y(20) (x) + q (x) · y (x) = λ · a20 · y (x) , 0 6 x 6 π, a > 0, (1)

с разделёнными граничными условиями

y(m1) (0) = y(m2) (0) = y(m3)(0) = . . . = y(m17)(0) = y(n1) (π) = y(n2) (π) = y(n3) (π) = 0,
m1 < m2 < m3 < . . . < m17, n1 < n2 < n3;m1,m2,m3, . . . ,m17, n1, n2, n3 ∈ {0, 1, 2, . . . , 19} ,

(2)
при этом мы предполагаем, что потенциал q (x) является суммируемой функцией на отрезке:

q (x) ∈ L1 [0;π] (=)




x∫

0

q (t) dt




′

x

= q(x) почти для всех x из отрезка [0;π]. (3)

2. ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР

Нахождение асимптотики решений дифференциальных уравнений типа (1) при больших
значениях спектрального параметра λ развивалось в направлении ослабления гладкости по-
тенциала q (x). Случай, когда потенциал был бесконечно гладким на отрезке, был изучен
в работах [1], [2]. В работах [3, глава 1, 2], [4] гладкость потенциала постепенно понижа-
лась, функция q (x) принадлежала классу Cn [a; b] , n = 2, 3, . . . N < +∞. Изучалась связь
количества членов асимптотических разложений и гладкости потенциала. В работах [5], [6]
автором изучались различные типы дифференциальных операторов с разрывными (кусочно-
непрерывными) коэффициентами. В работе [7] исследовалась сходимость разложений по соб-
ственным функциям в точках разрыва коэффициентов дифференциальных операторов. В
работе [8] были приведены примеры так называемых изоспектральных операторов с раз-
рывными коэффициентами (дифференциальных операторов, которые задаются одинаковыми
дифференциальными уравнениями, но разными граничными условиями, и при этом имеют
одинаковый спектр). В работе [9] для дифференциального оператора второго порядка был
изучен случай кусочно-постоянной весовой функции. В последнее время ведётся интенсивная
работа по исследованию дифференциальных операторов различных порядков с негладкими
коэффициентами и различными нерегулярными условиями (см. работы [10]-[15]). В работе
[16] была рассмотрена обратная задача с кусочно-непрерывными коэффициентами.

Случай суммируемого потенциала впервые был изучен для дифференциального оператора
второго порядка в работе [17]. Эта работа послужила толчком к новым исследованиям. В ра-
боте [18] был придуман метод, отличный от метода работы [17], для изучения спектральных
свойств дифференциального оператора четвёртого порядка с суммируемыми коэффициен-
тами с разделёнными граничными условиями. Был ещё раз продемонстрирован факт, что
с возрастанием порядка дифференциальных операторов их исследование становится много-
кратно труднее.

В работе [19] порядок дифференциального уравнения, задающего дифференциальный опе-
ратор, возрастает до шестого, в работе [20] рассматривается оператор с гладкой весовой функ-
цией, в работе [21] рассматривается дифференциальный оператор произвольного нечётного
порядка с суммируемым потенциалом со стандартными граничными условиями. В наших гра-
ничных условиях (2) мы исследуем сразу целое семейство дифференциальных операторов,
что ранее никем не предпринималось.
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3. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ (1) ПРИ λ→∞

Пусть λ = s20, s = 20
√
λ, при этом для корректности дальнейших вычислений зафиксируем

ту ветвь арифметического корня, для которой 20
√
1 = +1. Обозначим через wk (k = 1, 2, . . . , 20)

различные корни двадцатой степени из единицы:

w20
k = 1, wk = e

2πi
20

·(k−1), k = 1, 2, . . . , 20;w1 = 1;w2 = e
2πi
20 = cos

(
2π

20

)
+ i · sin

(
2π

20

)
= z 6= 0;

w3 = e
4πi
20 = cos

(
4π

20

)
+ i · sin

(
4π

20

)
= z2;wm = zm−1,m = 1, 2, 3 . . . . (4)

При этом справедливы равенства

20∑

k=1

wp
k = 0, p = 1, 2, . . . , 19;

20∑

k=1

wp
k = 20, p = 0, p = 20. (5)

Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) имеет следующий вид:

y (x, s) =
20∑

k=1

Ck · yk (x, s); y(p) (x, s) =
20∑

k=1

Ck · y(p)k (x, s), p = 1, 2, . . . , 19, (6)

где Ck (k = 1, 2, . . . , 20) — произвольные постоянные,

yk (x, s) = eawksx − A19,k (x, s)

20a19s19
+O

(
e|Ims|x

s38

)
, k = 1, 2, . . . , 20, (7)

y
(p)
k (x, s) = (as)p ·

{
wp
k · eawksx −

Ap
19,k (x, s)

20a19s19
+O

(
e|Ims|x

s38

)}
, k = 1, 2, . . . , 20, p = 1, 2, . . . , 19,

(8)

A19,k (x, s) =

20∑

n=1

wn · eawnsx ·
x∫

0

q (t) · ea(wk−wn)stdtakn, k = 1, 2, . . . , 20, (9)

Ap
19,k (x, s) = wp+1

1 · eaw1sx ·




x∫

0

. . .




ak1

+ wp+1
2 · eaw2sx ·




x∫

0

. . .




ak2

+ . . .+

+wp+1
20 · eaw20sx ·




x∫

0

. . .




ak20

,

k = 1, 2, . . . , 20; p = 1, 2, . . . , 19.

(10)

Асимптотические оценки вида (7)–(8) получаются аналогично оценкам монографий [22,
глава 2] и [23, глава 1].
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4. ИЗУЧЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ (2)

Подставляя формулы (6) в граничные условия (2), имеем:





y(mn) (0)
(2)
= 0 (=)

20∑
k=1

Ck · y(mn)
k (0, s) = 0 (=)

20∑
k=1

Ck · wmn

k · (as)mn · 1 = 0;n = 1, 2, 3, . . . , 17;

y(nj) (π)
(2)
= 0 (=)

20∑
k=1

Ck · y(nj)
k (π, s) = 0, j = 1, 2, 3.

(11)
Теорема 2. Уравнение на собственные значения краевой задачи (1)–(2)–(3) имеет следу-

ющий вид:

f (s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(m1)
1 (0, s)
. . . . . . . . . . . . . . .

y
(m1)
2 (0, s)
. . . . . . . . . . . . . . .

. . .
y
(m1)
19 (0, s)
. . . . . . . . . . . . . . .

y
(m1)
20 (0, s)
. . . . . . . . . . . . . . .

y
(m17)
1 (0, s) y

(m17)
2 (0, s) . . . y

(m17)
19 (0, s) y

(m17)
20 (0, s)

y
(n1)
1 (π, s) y

(n1)
2 (π, s) . . . y

(n1)
19 (π, s) y

(n1)
20 (π, s)

. . . . . . . . . . . . . . .

y
(n3)
1 (π, s) y

(n3)
2 (π, s) . . . y

(n3)
19 (π, s) y

(n3)
20 (π, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

(12)

Действительно, система (11) имеет ненулевые решения

(
20∑
k=1

C20
k 6= 0

)
только в том случае,

когда её определитель равен нулю.

Используя свойства функций yk (x, s) и y
(p)
k (x, s) из (7)–(8)

(
yk (0, s) = 1 ; y(p)k (0, s) =

= (as)p · wp
k

)
, уравнение (12) можно переписать в следующем виде:

f (s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1

. . .
wm1
2

. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

wm1
19

. . . . . .
wm1
20

. . . . . .
wm17
1 wm17

2 . . . . . . wm17
19 wm17

20

b18,1 b18,2 . . . . . . b18,19 b18,20
b19,1 b19,2 . . . . . . b19,19 b19,20
b20,1 b20,2 . . . . . . b20,19 b20,20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (13)

b18,m = y(n1)
m (π, s) , b19,m = y(n2)

m (π, s) , b20,m = y(n3)
m (π, s) ,m = 1, 2, . . . , 16.

Применяя теорему Лапласа, видим, что

f (s) =

∣∣∣∣∣∣

b18,1 b18,2 b18,3
b19,1 b19,2 b19,3
b20,1 b20,2 b20,3

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωm1
4 ωm1

5 . . . ωm1
20

ωm2
4 ωm2

5 . . . ωm2
20

. . . . . . . . . . . .
ωm17
4 ωm17

5 . . . ωm17
20

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

−

∣∣∣∣∣∣

b18,2 b18,3 b18,4
b19,2 b19,3 b19,4
b20,2 b20,3 b20,4

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωm1
1 ωm1

5 . . . ωm1
20

ωm2
1 ωm2

5 . . . ωm2
20

. . . . . . . . . . . .
ωm17
1 ωm17

5 . . . ωm17
20

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . =

=
∑

j1,j2,j3,p1,p2,p3...,p17

Bj1,j2,j3 ·Wp1,p2,p3,...,p17 · δ (j1, j2, j3, p1, p2, p3, . . . , p17) = 0, (14)
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Bj1,j2,j3 =

∣∣∣∣∣∣

b18,j1 b18,j2 b18,j3
b19,j1 b19,j2 b19,j3
b20,j1 b20,j2 b20,j3

∣∣∣∣∣∣
,Wp1p2,...,p17 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωm1
p1 ωm1

p2 . . . ωm1
p17

ωm2
p1 ωm2

p2 . . . ωm2
p17

. . . . . . . . . . . .
ωm17
p1 ωm17

p2 . . . ωm17
p17

∣∣∣∣∣∣∣∣
, j1, . . . , j3, p1, . . . , p17 ∈ {1, 2, . . . , 20} , (15)

δ (j1, j2, j3, p1, p2, . . . , p17) = +1 или (−1) в зависимости от чётности или нечётности переста-
новки (j1, j2, j3, p1, p2, . . . , p17). Из свойств (4)–(5) находим, что

W1,2,3,...,17 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωm1
1 ωm1

2 . . . ωm1
17

ωm2
1 ωm2

2 . . . ωm2
17

. . . . . . . . . . . .
ωm17
1 ωm17

2 . . . ωm17
17

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1m1 zm1 . . . z16m1

1m2 zm2 . . . z16m2

. . . . . . . . . . . .
1m17 zm17 . . . z16m17

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∏

k>n;k,n=1,2,3,...,17

(zmk − zmn) =W17 6= 0, z = e
2πi
20 , (16)

W2,3,4,...,18 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωm1
2 ωm1

3 . . . ωm1
18

ωm2
2 ωm2

3 . . . ωm2
18

. . . . . . . . . . . .
ωm17
2 ωm17

3 . . . ωm17
18

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

zm1 z2m1 . . . z17m1

zm2 z2m2 . . . z17m2

. . . . . . . . . . . .
zm17 zm17 . . . z17m17

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= zM17 ·W17 6= 0,M17 =

17∑

k=1

mk, (17)

W3,4,5,...,19 = z2M17 ·W17;W4,5,6,...,20 = z3M17 ·W17;W5,6,7,...,21 =W1,5,6,7,...,20 = z4M17 ·W17;

W6,7,8,...,21,22 =W1,2,6,7,...,19,20 = z5M17 ·W17; . . . ;wk+20 = wk, k = 1, 2, . . . , 20. (18)

Поэтому из (14) – (18) получаем:

f (s) = B123 ·W4,5,6,...,20−B234 ·W1,5,6,...,20 +B345 ·W1,2,6,...,19,20 −B456 ·W1,2,3,7,8,...,19,20 + . . .−
−B18,19,20 ·W1,2,3,...,17 +B1,19,20 ·W2,3,4,...,18 −B1,2,20 ·W3,4,5,...,19 + . . . =

= B123 · z3M17 ·W17 −B234 · z4M17 ·W17 +B345 · z5M17 ·W17 − . . .+B19,20,1 · z21M17 ·W17−
−B20,1,2 · z22M17 ·W17 + . . . −B1,2,20 ·W3,4,5,...,19 + . . . = 0. (19)

В силу формул (7)–(8) из (15) получаем:

Bj1j2j3 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wn1
j1
·eawj1

sπ−A
n1
19,j1

(s,π)

20a19s19
+. . . wn1

j2
·eawj2

sπ−A
n1
19,j2

(s,π)

20a19s19
+. . . wn1

j3
·eawj3

sπ−A
n1
19,j3

(s,π)

20a19s19
+. . .

wn2
j1
·eawj1

sπ−A
n2
19,j1

(s,π)

20a19s19
+. . . wn2

j2
· eawj2

sπ−A
n2
19,j2

(s,π)

20a19s19
+. . . wn2

j3
·eawj3

sπ−A
n2
19,j3

(s,π)

20a19s19
+. . .

wn3
j1
·eawj1

sπ−A
n3
19,j1

(s,π)

20a19s19
+. . . wn3

j2
·eawj2

sπ−A
n3
19,j2

(s,π)

20a19s19
+. . . wn3

j3
·eawj3

sπ−A
n3
19,j3

(s,π)

20a19s19
+. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

” + . . . ” = O
(

1
s38

)
; j1, j2, j3 = 1, 2, . . . , 20.

(20)
Таким образом, имеем:

Bj1j2j3 = wn1
j1
· wn2

j2
· wn3

j3
· es(wj1

+wj2
+wj3)sπ − . . .−

−
An1

19,j1
(π, s)

20a19s19
· wn2

j2
· wn3

j3
· es(wj2

+wj3)sπ − . . .+O

(
1

s38

)
. (21)
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5. ИНДИКАТОРНАЯ ДИАГРАММА УРАВНЕНИЯ (12)–(15)

Чтобы изучить поведение корней уравнения (12)–(15) с учётом формул (16)–(21), необхо-
димо изучить так называемую индикаторную диаграмму этого уравнения (см. [24, глава 12]).
Индикаторная диаграмма уравнения (12)–(15) — выпуклая оболочка показателей экспонент,
входящих в это уравнение. Учитывая формулы (16)–(21) и (9)–(10), видим, что нам надо
изучить выпуклую оболочку множества точек {wj1 + wj2 + wj3}, где j1, j2, j3 = 1, 2, . . . , 20.

Кропотливое исследование множества точек {wj1 +wj2}, где j1, j2 = 1, 2, . . . , 20, пока-
зало, что выпуклой оболочкой этого множества является правильный двадцатиугольник с
вершинами в точках w1 + w2, w2 + w3, w3 + w4, . . . , w19 + w20, w20 + w1. Остальные точки
множества {wj1 + wj2} попадают внутрь этого двадцатиугольника. Этот факт можно дока-
зать двумя способами: геометрическим и аналитическим. Геометрический способ следует из
того, что точки wk из (4)–(5) делят единичную окружность на двадцать равных частей,
поэтому |w1 +w3| < |w1 + w2|, |w1 + w4| < |w1 + w2| , . . . , |wk + wk+m| < |wk + wk+1| ,m =
2, 3, . . . , 18; k = 1, 2, . . . , 20 ввиду свойства сложения векторов по правилу параллелограмма.

Аналогичным образом доказывается, что выпуклой оболочкой множества точек
{wj1 + wj2 + wj3}, где j1, j2, j3 = 1, 2, . . . , 20 является правильный двадцатиугольник с вер-
шинами в точках w1 +w2 +w3, w2 +w3 +w4, w3 +w4 +w5, . . . , w19 +w20 +w1, w20 +w1 +w2.
Остальные точки множества {wj1 +wj2 + wj3} попадают внутрь этого многоугольника.

Из общей теории нахождения корней уравнений (12) – (13), (14) – (15) и (18) – (19) следует,
что они находятся в двадцати секторах бесконечно малого раствора, биссектрисы которых
являются серединными перпендикулярами к сторонам этого правильного двадцатиугольни-
ка.

6. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА (1)–(2)–(3)

Изучим подробно сектор 1), биссектриса которого перпендикулярна отрезку [R1;R2], R1 =
w1 + w2 + w3, R2 = w2 + w3 + w4.

Теорема 3. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–(2)–
(3) в секторе 1) индикаторной диаграммы имеет вид

h1 (s) = B123 ·W4,5,6,...,20 −B234 ·W1,5,6,...,20
(18)
= z3M17 ·W17 ·

[
B123 − zM17 ·B234

]
= 0. (22)

С помощью формул (20) и свойств определителей величины B123 и B234 можно изучить
подробно с точки зрения поведения их асимптотики, раскладывая определители на сумму
определителей по столбцам:

B123 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

wn1
1 · eaw1sπ − A

n1
19,1(π,s)

20a19s19
+ . . . wn1

2 · eaw2sπ − A
n1
19,2(π,s)

20a19s19
+ . . . wn1

3 · eaw3sπ − A
n1
19,3(π,s)

20a19s19
+ . . .

wn2
1 · eaw1sπ − A

n2
19,1(π,s)

20a19s19
+ . . . wn2

2 · eaw2sπ − A
n2
19,2(π,s)

20a19s19
+ . . . wn2

3 · eaw3sπ − A
n2
19,3(π,s)

20a19s19
+ . . .

wn3
1 · eaw1sπ − A

n3
19,1(π,s)

20a19s19
+ . . . wn3

2 · eaw2sπ − A
n3
19,2(π,s)

20a19s19
+ . . . wn3

3 · eaw3sπ − A
n3
19,3(π,s)

20a19s19
+ . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= B123,0 −
B123,19

20a19s19
+O

(
1

s38

)
, (23)

B123,0 =

∣∣∣∣∣∣

wn1
1 · eaw1sπ wn1

2 · eaw2sπ wn1
3 · eaw3sπ

wn2
1 · eaw1sπ wn2

2 · eaw2sπ wn2
3 · eaw3sπ

wn3
1 · eaw1sπ wn3

2 · eaw2sπ wn3
3 · eaw3sπ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

wn1
1 wn1

2 wn1
3

wn2
1 wn2

2 wn2
3

wn3
1 wn3

2 wn3
3

∣∣∣∣∣∣
1

·ea(w1+w2+w3)sπ, (24)
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B123,19 =

∣∣∣∣∣∣

An1
19,1 (π, s) wn1

2 wn1
3

An2
19,1 (π, s) wn2

2 wn2
3

An3
19,1 (π, s) wn3

2 wn3
3

∣∣∣∣∣∣
2

· ea(w2+w3)sπ +

∣∣∣∣∣∣

wn1
1 An1

19,2 (π, s) wn1
3

wn2
1 An2

19,2 (π, s) wn2
3

wn3
1 An3

19,2 (π, s) wn3
3

∣∣∣∣∣∣
3

· ea(w1+w3)sπ+

+

∣∣∣∣∣∣

wn1
1 wn1

2 An1
19,3 (π, s)

wn2
1 wn2

2 An2
19,3 (π, s)

wn3
1 wn3

2 An3
19,3 (π, s)

∣∣∣∣∣∣
4

· ea(w1+w3)sπ. (25)

Аналогично выводим, что

B234 = B234,0 −
B234,19

20a19s19
+O

(
1

s38

)
, (26)

B234,0 =

∣∣∣∣∣∣

wn1
2 eaw2sπ wn1

3 eaw3sπ wn1
4 eaw4sπ

wn2
2 eaw2sπ wn2

3 eaw3sπ wn2
4 eaw4sπ

wn3
2 eaw2sπ wn3

3 eaw3sπ wn3
4 eaw4sπ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

wn1
2 wn1

3 wn1
4

wn2
2 wn2

3 wn2
4

wn3
2 wn3

3 wn3
4

∣∣∣∣∣∣
5

· ea(w2+w3+w4)sπ, (27)

B234,19 =

∣∣∣∣∣∣

An1
19,2 (π, s) wn1

3 wn1
4

An2
19,2 (π, s) wn2

3 wn2
4

An3
19,2 (π, s) wn3

3 wn3
4

∣∣∣∣∣∣
6

· ea(w3+w4)sπ +

∣∣∣∣∣∣

wn1
2 An1

19,3 (π, s) wn1
4

wn2
2 An2

19,3 (π, s) wn2
4

wn3
2 An3

19,3 (π, s) wn3
4

∣∣∣∣∣∣
7

· ea(w2+w4)sπ+

+

∣∣∣∣∣∣

wn1
2 wn1

3 An1
19,4 (π, s)

wn2
2 wn2

3 An2
19,4 (π, s)

wn3
2 wn3

3 An3
19,4 (π, s)

∣∣∣∣∣∣
8

· ea(w2+w3)sπ. (28)

Подставляя формулы (23) и (26) в (22), имеем:

y1 (s) = z3M17 ·W17 ·
{[
B123,0 − zM17 · B234,0

]
−

− 1

20a19s19
·
[
B123,19 − zM17 ·B234,19

]
+O

(
1

s38

)}
= 0. (29)

Поделим в (29) на z3M17 ·W17 · ea(w2+w3+w4)sπ 6= 0, получаем:

y1 (s) =
[
|. . .|1 · ea(w1−w4)sπ − |. . .|5 · zM17

]
−

− 1

20a19s19

{
|. . .|2 · e−aw4sπ + |. . .|3 · ea(w1−w2−w4)sπ + |. . .|4 · ea(w1−w3−w4)sπ−

−zM17 · |. . .|6 · e−aw2sπ − zM17 · |. . .|7 · e−aw3sπ − zM17 · |. . .|8 · e−aw4sπ
}
9
+O

(
1

s38

)
= 0. (30)

Применяя формулы (4), (5), находим:

|. . .|1 =

∣∣∣∣∣∣

wn1
1 wn1

2 wn1
3

wn2
1 wn2

2 wn2
3

wn3
1 wn3

2 wn3
3

∣∣∣∣∣∣
1

=

∣∣∣∣∣∣

1n1 zn1 z2n1

1n2 zn2 z2n2

1n3 zn3 z2n3

∣∣∣∣∣∣
= V3 6= 0,

V3 = detWandermond‘s (zn1 , zn2 , zn3) = (zn3 − zn2) (zn3 − zn1) (zn2 − zn1) ,

(31)

|. . .|5 =

∣∣∣∣∣∣

wn1
2 wn1

3 wn1
4

wn2
2 wn2

3 wn2
4

wn3
2 wn3

3 wn3
4

∣∣∣∣∣∣
5

=

∣∣∣∣∣∣

zn1 z2n1 z3n1

zn2 z2n2 z3n2

zn3 z2n3 z3n3

∣∣∣∣∣∣
= zn1 · zn2 · zn3 ·

∣∣∣∣∣∣

1n1 zn1 z2n1

1n2 zn2 z2n2

1n3 zn3 z2n3

∣∣∣∣∣∣
=

= zN3 · |. . .|1 = zN3 · V3 6= 0, N3 = n1 + n2 + n3 =

3∑

k=1

nk. (32)
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Используя формулы (31), (32), поделив в (30) на |. . .|1 = V3 6= 0, получим:

y1 (s) =
[
ea(w1−w4)sπ − zM17 · zN3

]
− 1

20a19s19 · V3
· {. . .}9 +O

(
1

s38

)
= 0. (33)

Применяя формулы (9), (10), имеем
(
ek = eawksπ, k = 1, 2, . . . , 20

)
:

|. . .|2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1w
n1
1 e1




π∫

0

. . .




a11

+ w2w
n1
2 e2




π∫

0

. . .




a12

+ . . .+

+w19w
n1
19 e

19




π∫

0

. . .




a1,19

+ w20w
n1
20 e

20




π∫

0

. . .




a1,20

wn1
2 wn1

3

w1w
n2
1 e1




π∫

0

. . .




a11

+ w2w
n2
2 e2




π∫

0

. . .




a12

+ . . .+

+w19w
n2
19 e

19




π∫

0

. . .




a1,19

+ w20w
n2
20 e

20




π∫

0

. . .




a1,20

wn2
2 wn2

3

w1w
n3
1 e1




π∫

0

. . .




a11

+ w2w
n3
2 e2




π∫

0

. . .




a12

+ . . .+

+w19w
n3
19 e

19




π∫

0

. . .




a1,19

+ w20w
n3
20 e

20




π∫

0

. . .




a1,20

wn3
2 wn3

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= |. . .|1 · e1



π∫

0

. . .




a11

· w1 + e2




π∫

0

. . .




a12

· 0 + e3




π∫

0

. . .




a13

· 0+

+ |. . .|5 · e4



π∫

0

. . .




a14

· w4 + o (1) · e5



π∫

0

. . .




a15

+ . . .+ ω20 · 0. (34)

Аналогичным образом выводим, что

|. . .|3 = e1




π∫

0

. . .




a21

· 0 + |. . .|1 e2



π∫

0

. . .




a22

· w2 + e3




π∫

0

. . .




a23

· 0+

+ e4




π∫

0

. . .




a24

· o (1) + e5 · o (1) + . . .+ e20 · 0, (35)

|. . .|4 = e1




π∫

0

. . .




a31

· 0 + e2




π∫

0

. . .




a32

· 0+

+ e3




π∫

0

. . .




a33

· |. . .|1 · w3 + e4 · o (1) + e5 · o (1) + . . .+ e20 · 0, (36)

|. . .|6 = e1




π∫

0

. . .




a21

· o (1) + e2




π∫

0

. . .




a22

· |. . .|5 · w2 + e3 · 0 + e4 · 0+
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+ e5




π∫

0

. . .




a25

· zN3 · |. . .|5 · w5 + . . .+ e20 · 0, (37)

|. . .|7 = e1




π∫

0

. . .




a31

· o (1) + e2 · 0 + e3




π∫

0

. . .




a33

· |. . .|5 · w3+

+ e4




π∫

0

. . .




a34

· 0 + e5




π∫

0

. . .




a35

· o (1) + . . .+ e20 · 0, (38)

|. . .|8 = w1e
1




π∫

0

. . .




a41

· |. . .|1 + e2 · 0 + e3 · 0+

+ e4




π∫

0

. . .




a44

· |. . .|5 · w4 + e5




π∫

0

. . .




a45

· o (1) + e6 · 0 + . . .+ e20 · 0. (39)

При выводе формул (34)–(39) мы учитывали, что в секторе 1) индикаторной диаграммы
основными по росту являются экспоненты ea(w1+w2+w3)sπ и ea(w2+w3+w4)sπ, остальные экс-
поненты в этом секторе представляют собой бесконечно малые величины: ea(w1+w2+w4)sπ =
o (1) , ea(w1+w2+w5)sπ = o (1) , ea(w3+w4+w5)sπ = o (1) и так далее.

С помощью формул (34)–(39) и (31)–(32) уравнение (33), (30) можно переписать в следу-
ющем виде:

y1 (s) =
[
ea(w1−w4)sπ − zM17 · zN3

]
− 1

20a19s19
·
{
[. . .]10 − zM17 · [. . .]11

}
+O

(
1

s38

)
= 0, (40)

[. . .]10 = w1 · σ1 ·




π∫

0

. . .




a11

+ w4 · zN3 ·




π∫

0

. . .




a14

+ w2 · σ1 ·




π∫

0

. . .




a22

+

+ w3 · σ1 ·




π∫

0

. . .




a33

, σ1 = ea(w1−w4)sπ, (41)

[. . .]11 = w2 · zN3 ·




π∫

0

. . .




a22

+ w3 · zN3 ·




π∫

0

. . .




a33

+

+ w1 · σ1 ·




π∫

0

. . .




a41

+ w4 · zN3 ·




π∫

0

. . .




a44

, (42)

причём в силу формул (9) – (10) отметим, что



π∫

0

. . .




a11

=




π∫

0

. . .




a22

=




π∫

0

. . .




a33

=




π∫

0

. . .




a44

=

π∫

0

q (t) dta11. (43)
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Основное приближение уравнения (40)–(42) имеет вид

ea(w1−w4)sπ − zM17 · zN3 = 0 (=) ea(w1−w4)sπ =

= e2πik · e 2πi
20

·M17 · e 2πi
20

·N3 (=) sk,1,осн =
2πi

aπ (w1 −w4)
· k̃, k̃ = k +

M17 +N3

20
, k ∈ Z.

Поэтому в силу общей теории нахождения корней квазиполиномов вида (40)–(42) (см.
[25]–[26]) справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–(2)–
(3) в секторе 1) имеет вид:

sk,1 =
2i

a (w1 − w4)
·
[
k̃ +

d19,k,1

k̃19
+O

(
1

k̃38

)]
, k̃ = k +

M17 +N3

20
, k ∈ Z. (44)

Найдём коэффициенты d19,k,1 из (44) в явном виде. По формулам Маклорена имеем:

ea(w1−w4)sπ
∣∣∣
sk,1

= e
2πi

[
k̃+

d19,k,1

k̃19
+O

(
1

k̃38

)]

= zM17 · zN3 ·
[
1 +

2πid19,k,1

k̃19
+O

(
1

k̃38

)]
, (45)

1

s19

∣∣∣∣
sk,1

=
a19 · (w1 − w4)

19

219 · i19 · 1

k̃19
·
(
1 +O

(
1

k̃20

))
. (46)

Подставляя формулы (44)–(46) в уравнение (40)–(42), с учётом формулы (43) получаем:

[
zM17 · zN3 +

2πi · zM17 · zN3 · d19,k,1
k̃19

+O

(
1

k̃38

)
− zM17 · zN3

]
−

− 1

20a19
· a

19 · (w1 − w4)
19

219
· 1

k̃19
·
(
1 +O

(
1

k̃20

)) {
[. . .]10 − zM17 [. . .]11

}∣∣
sk,1

+O

(
1

k̃38

)
= 0,

откуда следует, что

d19,k,1 =
1

2πi
· z−M17 · z−N3 · (w1 − w4)

19

219 · 20 ·
{
[. . .]10 − zM17 [. . .]11

}∣∣
sk,1,осн

. (47)

Из формул (41)–(44) получаем:

{
[. . .]10 − zM17 [. . .]11

}∣∣
sk,1,осн

=

=




π∫

0

. . .




a11

·
[
(w1 + w2 + w3) · zM17 · zN3 − (w2 + w3 + w4) · zM17 · zN3

]∣∣
sk,1,осн

+

+


w4 · zN3 ·




π∫

0

. . .




a14

· zM17 · z−M17 − w1 · zM17 · zN3 ·




π∫

0

. . .




a14

· zM17




12

∣∣∣∣∣∣
sk,1,осн

. (48)

Вторая скобка в (48) в силу формул (9)–(10), (4) преобразуется следующим образом:

[. . .]12 = zM17 · zN3 ·


e 3πi

20 · e− 2πi
20

·M17 ·
π∫

0

q (t) · ea(w1−w4)t· 2i·k̃
a(w1−w4) · dta14−

− e−
3πi
20 · e 2πi

20
·M17 ·

π∫

0

q (t) · e−2i·k̃ · dta41


 · e 3πi

20 =
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= 2i · zM17 · zN3 · e 3πi
20 ·

π∫

0

q (t) · sin
[
2k̃t+

3π

20
− 2π

20
·M17

]
· dtk1. (49)

Подставляя (49) в (48) и делая необходимые преобразования, из (47) получаем:

d19,k,1 =
1

2πi
· (w1 − w4)

20

219 · 20 ·






π∫

0

. . .




a11

+
1

w1 − w4
· 2i · e 3πi

20 ·




π∫

0

. . .




k1


 . (50)

Применяя (4), находим, что w1−w4 = 1−e 2πi
20

·3 = e
3πi
20 ·
(
e−

3πi
20 − e 3πi

20

)
= (−2i)·e 3πi

20 ·sin
(
3π
20

)
,

поэтому формулы (50) и (44) можно привести к следующему виду:

sk,1 = −
1

a · sin
(
3π
20

) · e− 3πi
20 ·

[
k̃ +

d19,k,1

k̃19
+O

(
1

k̃38

)]
, k̃ = k +

M17 +N3

20
, k ∈ N, (51)

d19,k,1 =
sin20

(
3π
20

)

20π
·




π∫

0

q (t) dta11 −
1

sin
(
3π
20

) ·
π∫

0

q (t) · sin
[
2k̃t+

3π

20
− 2π

20
·M17

]
dtk1


 . (52)

Исследуя аналогичным образом сектора 2), 3), . . . , 20) индикаторной диаграммы, полу-
чаем следующее утверждение.

Теорема 5. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–(2)–
(3) в секторах 2) , 3) , . . . , 20) индикаторной диаграммы имеет следующий вид:

sk,2 = sk,1 · e
2πi
20 ; sk,3 = sk,2 · e

2πi
20 = sk,1 · e

4πi
20 ; . . . ; sk,m = sk,1 · e

2πi
20

(m−1),m = 1, 2, . . . , 20, (53)

при этом λk,m = s20k,m,m = 1, 2, 3, . . . , 20; k ∈ N .

7. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ОПЕРАТОРА
(1)–(2)–(3)

Справедлива также следующая теорема.
Теорема 6. Асимптотика собственных функций hk (x, s) дифференциального оператора

(1)–(2)–(3) в секторе 1) индикаторной диаграммы может быть найдена по формуле:

hk (x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(m1)
1 (0, s)
. . . . . . . . . . . .

y
(m1)
2 (0, s)
. . . . . . . . . . . .

. . . ..
y
(m1)
19 (0, s)
. . . . . . . . . . . .

y
(m1)
20 (0, s)
. . . . . . . . . . . .

y
(m17)
1 (0, s) y

(m17)
2 (0, s) . . . .. y

(m17)
19 (0, s) y

(m17)
20 (0, s)

y
(n1)
1 (π, s) y

(n1)
2 (π, s) . . . .. y

(n1)
19 (π, s) y

(n1)
20 (π, s)

y
(n2)
1 (π, s) y

(n2)
2 (π, s) . . . .. y

(n2)
19 (π, s) y

(n2)
20 (π, s)

y1 (x, s) y2 (x, s) . . . .. y19 (x, s) y20 (x, s)

.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s=sk,1

,

где yk (x, s) определены в (9)–(10), sk,1 находятся по формулам (51)–(53).
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