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Аннотация. В работе получена формула среднего значения для двумерного линей-
ного однородного гиперболического уравнения с постоянными коэффициентами, просты-
ми характеристиками и однородным символом. Доказанная формула среднего значения
может быть интерпретирована как распространение на случай произвольного порядка
уравнения известной теоремы о среднем (принципа Асгейрссона) для уравнения коле-
баний струны, которая, в свою очередь, тоже может быть сконструирована с помощью
символического подхода из формулы среднего для двумерного уравнения первого по-
рядка. Кроме того, эта формула представляет собой точное разностное соотношение для
решения указанного уравнения.

Ключевые слова: формула среднего, сопровождающее распределение, разностное
соотношение.

A MEAN-VALUE FORMULA FOR A TWO-DIMENSIONAL
LINEAR HYPERBOLIC EQUATION

V. Z. Meshkov, I. P. Polovinkin, M. V. Polovinkina,
Yu. D. Ermakova, S. A. Rabeeakh

Abstract. We obtained a mean-value formula for the two-dimensional linear homogeneous
hyperbolic equation with constant coefficients, simple characteristics and a homogeneous
symbol. The proven formula can be interpreted as the expansion into the case of arbitrary
order of the well-known mean-value theorem (Asgeirsson principle) for the string vibration
equation, which, in turn, can also be designed using the symbolic approach from the mean-
value formulas for two-dimensional equations of the first order. In addition, this formula is an
exact difference scheme for the specified equations.
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Термины "формула среднего", "теорема о среднем" в литературе встречаются весьма ча-
сто. Иногда под этим понимают несколько разнородные факты. Нас интересуют свойства
средних значений решений дифференциальных уравнений в частных производных. Наиболее
широко известны теоремы о среднем для эллиптических уравнений, в частности, классиче-
ские теоремы о среднем значении для уравнений Лапласа и Гельмгольца (см., напр., [1]). В
работах В.А. Ильина и Е.И. Моисеева (см., напр., [2] – [3]) получены формулы среднего для
эллиптических операторов более общего вида.
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Известны также и теоремы о среднем для гиперболических уравнений, среди которых
прежде всего следует указать на классический принцип Асгейрсона (см. [4]) для ультраги-
перболического уравнения и теорему А. В. Бицадзе и А. М. Нахушева о среднем значении
для волнового уравнения (см. [5]). Здесь следует отметить, что в частном случае уравнения
колебаний струны формула Асгейрссона превращается в разностное соотношение. В работах
Л. Зальцмана [6] и А. В. Покровского [7] был выработан особый подход к получению формул
среднего, связанный с анализом символа оператора. Этот подход (символический) с помощью
методов Л. Хермандера [8] был обобщен в работе [9]. Именно он используется ниже.

Пусть Dj = −i ∂/∂xj , j = 1, . . . ,n, D = (D1, . . . ,Dn), мультииндекс β = (β1, . . . ,βn) имеет
неотрицательные целые координаты, i— мнимая единица, xβ = xβ1

1 . . . xβn
n . Через δ(x−x0) обо-

значается мера Дирака, сосредоточенная в точке x0. Символом "∗" будем обозначать свертку
распределений.

Рассмотрим уравнение
P (D)u ≡

∑

|β|6m

aβD
βu = 0. (1)

Многочлен P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) =
∑

|β|6m aβξ
β будет символом оператора P (D).

Определение. Распределение Φ c компактным носителем назовем сопровождающим
(сопровождением) уравнение(я) (1) (оператор(а) P (D)), если для любого решения u(x) ∈
C∞(Rn) имеет место равенство

〈Φ, u〉 = 0, (2)

называемое формулой среднего значения для уравнения (1).

Базовым результатом для дальнейшего повествования будет следующее утверждение.
Теорема A (см. [9]). Пусть P (D) = P1(D)P2(D), где P1 и P2 суть многочлены. Пусть Φl

— финитное распределение, сопровождающее оператор Pl(D), l = 1,2. Тогда распределение

Φ = Φ1 ∗Φ2

является сопровождением оператора P (D) = P1(D)P2(D).
Рассмотрим уравнение

(a1∂/∂x+ b1∂/∂t) (a2∂/∂x+ b2∂/∂t) (am∂/∂x+ bm∂/∂t) u = 0. (3)

Будем называть прямую, заданную уравнением bjx−ajt = const, характеристикой j−го типа
для уравнения (3), j = 1, 2, . . . ,m. Будем считать, что все характеристики уравнения (3)
просты. Пусть Z = (x,t). Рассмотрим финитные распределения вида

Φj(Z) = δ(Z −Q0
j)− δ(Z −Q1

j ), j = 1, . . . ,m, (4)

где каждая пара точек

Q
αj

j = (ξ
αj

j ,τ
αj

j ), αj ∈ {0; 1}, j = 1, . . . ,m, (5)

лежит на характеристике j−го типа. Совершенно очевидно, что каждое распределение Φj(Z)
является сопровождением оператора (aj∂/∂x + bj∂/∂t) , j = 1, . . . ,m. Поэтому, в силу тео-
ремы A, финитное распределение

Φ(Z) = Φ1(Z) ∗Φ2(Z) ∗ · · · ∗Φm(Z) =

= (δ(Z −Q0
1)− δ(Z −Q1

1)) ∗ · · · ∗ (δ(Z −Q0
m)− δ(Z −Q1

m)). (6)

будет сопровождением уравнения (3).
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Принимая во внимание известную формулу δ(Z−Z1)∗δ(Z −Z2) = δ(Z−Z1−Z2), опишем
сопровождение (6) и соответствующую ему формулу среднего. Обозначим символом "⊕" опе-
рацию сложения булевых переменных по модулю 2. Пусть α = (α1, . . . ,αm), l = α1⊕ · · ·⊕αm.
Обозначим через Θ множество всех наборов α = (α1, . . . ,αm), αj ∈ {0; 1}, j = 1, . . . ,m. Пусть

Aα
l =

m∑

j=1

Q
αj

j . (7)

В этих обозначениях сопровождение (6) уравнения (3) запишется в виде

Φ(Z) =
∑

α∈Θ
(−1)lδ(Z −Aα

l ), (8)

а соответствующая формула среднего для уравнения (3) будет иметь вид

∑

α∈Θ
(−1)lu(Aα

l ) = 0. (9)

Отметим, что две точки Aα
l = (ηαl ,ω

α
l ) и Aγ

s = (ηγs ,ω
γ
s ), определенные формулой (7), будут

лежать на характеристике j-го вида тогда и только тогда, когда их верхние мультииндкесы

α = (α1, . . . ,αm), γ = (γ1, . . . ,γm), αj ,γj ∈ {0; 1}, j = 1, . . . ,m,

связаны соотношениями

αk = γk, k = 1, . . . ,j − 1,j + 1, . . . ,m, γj = ¬αj, s = ¬l = l ⊕ 1, (10)

где "¬" означает операцию отрицания.
Множество всех точек Aα

l , определенных формулой (7), вместе со всеми отрезками харак-
теристик, соединяющих пары точек Aα

l и Aγ
l , удовлетворяющих соотношениям (10), можно

рассматривать как граф с вершинами в точках Aα
l и ребрами в виде указанных отрезков ха-

рактеристик. Обозначим этот граф символом G и назовем его характеристическим. С другой
стороны, для всякого характеристического графа G вершины Aα

l могут быть представлены
в виде (7). Распространяя формулу (9) на произвольные негулярные решения уравнения (3),
мы приходим к следующему утверждению.

Теорема. Пусть u(Z) = u(x,t) — регулярное решение уравнения (3), а G — произвольный
характеристический граф с вершинами Aα

l . Тогда имеет место точное разностное соотно-
шение — формула среднего (9).

При m = 3 эта теорема доказана в [10], при m = 4 — в [11], но примененные там средства
не позволяли обобщить результаты на случай произвольного порядка.

Мы рассмотрели случай, когда все характеристики уравнения (3) просты. Если отказаться
от этого предположения и допустить наличие кратных характеристик, формально формула
(9) не изменится, только на каждой кратной характеристике в этом случае можно располагать
не по две точки, а в количестве, равном удвоенной ее кратности. В самом простом случае,
когда имеется единственная характеристика с кратностью m, уравнение (3) примет вид

(a ∂/∂x + b ∂/∂t)m u = 0. (11)

Это уравнение после замены η = x, ξ = b x− a t приведется к виду

∂mu

∂ηm
= 0. (12)
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Уравнение (12) — обыкновенное дифференциальное уравнение, в которое переменная ξ вхо-
дит как параметр. Общим решением этого уравнения является полином одной переменной η
степени m−1. В этом случае формула (9) приобретает вид формулы включений-исключений
для полинома степени m− 1

u(0) =
m∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

u(xi1 + · · ·+ xik), (13)

где x1, . . . ,xm суть произвольные точки числовой прямой.
Отметим еще одно обстоятельство. Известен следующий результат (теорема о среднем для

уравнения колебаний струны, или одномерный принцип Асгейрссона): если функция двух
переменных u(x,t) является регулярным решением уравнения колебаний струны utt = uxx, то
она удовлетворяет равенству u(x1,t1)+u(x3,t3) = u(x2,t2)+u(x4,t4), где (xi,ti), i =1,2,3,4, суть
последовательно пронумерованные вершины прямоугольника, образованного линиями x±t =
xi ± ti, i=1,2,3,4. Легко теперь видеть, что этот результат тоже может быть сконструирован
с помощью изложенной методики.
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