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Аннотация. В статье рассматриваются объекты теории графов, используемые при
работе с недетерминированными конечными автоматами. Такими объектами являются
пути и циклы графа переходов базисного конечного автомата для заданного регуляр-
ного языка. Авторами были определены обобщённые функции разметки для языка, для
которого заданный язык является собственным подмножеством, и сформулированы необ-
ходимые условия равенства этих двух языков. В настоящей статье подобные пути впервые
были описаны для важного частного случая — детерминированных конечных автоматов;
также была показана связь этих путей с путями произвольного недетерминированного
конечного автомата, определяющего заданный регулярный язык. Кроме того, автора-
ми были определены обобщённые функции разметки для языка, для которого заданный
язык является собственным подмножеством. С помощью определённых нами обобщённых
функций разметки были сформулированы необходимые условия равенства двух рассмат-
риваемых нами языков.

Ключевые слова: недетерминированные конечные автоматы, базисный автомат, пу-
ти и циклы ориентированного графа, алгоритмы эквивалентного преобразования, универ-
сальный автомат.

THE LOOPS OF THE BASIS FINITE AUTOMATON
AND THE CONNECTED QUESTIONS
V. N. Dolgov, B. F. Melnikov, A. A. Melnikova

Abstract. The article deals with some objects of the graph theory, used by considering
nondeterministic finite automata. These objects are paths and loops of the transition graph of
the basis finite automaton defining the given regular language, and appropriate paths of some
other automaton defining either the same language or its strict subset.

Loops and paths of the basis automaton are considered at first for the following purpose.
In some processes of equivalent transformation of the given automaton (e.g., considering some
minimization algorithms), we sometimes obtain an automaton, which is a subautomaton of
so-called universal automaton for the given language.

However, this subautomaton can define not the given regular language, but its own subset.
In this paper, we formulate a necessary condition of equality of these two languages.

Keywords: nondeterministic finite automata, the basis automaton, paths and cycles of a
directed graph, algorithms for equivalent transformation, the universal automaton.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей статье мы рассматриваем объекты теории графов, использующиеся для реше-
ния некоторых проблем теории недетерминированных конечных автоматов (НКА) – в первую
очередь для нескольких постановок задач их минимизации. Такими объектами являются пу-
ти и циклы ориентированного графа базисного автомата для заданного регулярного языка
([1], [2], [3]), а также соответствующие пути графа переходов в некотором НКА, задающем
тот же самый язык либо его собственное подмножество.

Циклы и пути графа базисного автомата рассматриваются, в первую очередь, для сле-
дующей цели. В процессе преобразования заданного конечного автомата – например, при
применении различных алгоритмов его минимизации 1) – мы, удаляя некоторые циклы рас-
сматриваемого автомата, получаем автомат, который является подавтоматом универсаль-
ного автомата для заданного регулярного языка 2) . Однако этот получаемый подавтомат
может определять не сам заданный регулярный язык, а некоторое его собственное подмно-
жество. В данной работе мы формулируем необходимые условия равенства двух этих языков
– причём такие условия, которые удобны для практической реализации и применения в ком-
пьютерных программах, решающих различные задачи минимизации недетерминированных
конечных автоматов.

Структура данной статьи следующая. В разделе 1 приводятся основные обозначения (ра-
нее на английском языке определённые нами в [2], [11]) и рассматриваются вспомогательные
утверждения. Основными из определяемых в разделе 1 объектов являются т.н. функции раз-
метки состояний. Далее в разделе 2 приводится обобщение этих функций.

В разделе 3 определяются объекты теории графов, использующиеся для графов переходов
НКА, а именно – пути и циклы в ориентированном графе базисного автомата для заданного
регулярного языка. Также определяются соответствующие пути графа некоторого заранее
заданного автомата, задающего тот же самый язык либо его собственное подмножество. В
разделе 4 приводятся примеры определённых в предыдущих разделах объектов. В разделе 5
мы вводим понятие соответствующих путей базисного автомата и некоторого автомата, опре-
деляющего подмножество его языка и приводим некоторые вспомогательные утверждения.

Важно отметить следующий факт. В настоящей статье мы практически не рассматриваем
вопросы, связанные со сложностью алгоритмов. Однако интуитивно понятно, что построение
практически всех рассматриваемых нами объектов не требует дополнительных вычислений
– а выполняется в процессе построения двух канонических автоматов: для заданного регу-
лярного языка L и его зеркального образа LR.

В заключении статьи приведены вопросы, которые авторы предполагают опубликовать в
следующей статье; её можно будет рассматривать как продолжение данной. А одной из задач
для будущего решения является получение оценок сложности описанных нами алгоритмов.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Недетерминированным конечным автоматом будем называть пятёрку

K = (Q,Σ,δ,S,F ), где: (1)

• Q — множество состояний автомата K;

1) В том числе эвристических алгоритмов. См. [4], [5], [6], [8] и др.
2) Определение подавтомата см. в [9], определение универсального автомата – в [10], [7]; см. также раздел

1. Подробно универсальный автомат, а также его связь с циклами базисного автомата, авторы предполагают
рассмотреть в следующей публикации.
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• Σ — алфавит;

• δ : Q × Σ → P(Q) — функция переходов (P – множество подмножеств), в настоящей
статье мы будем рассматривать автоматы без ε-переходов;

• S,F — множества стартовых и финальных состояний соответственно.

Иногда мы будем использовать q1
a−→
δδ
q2 для обозначения перехода из состояния q1 в состо-

яние q2 в соответствии с функцией δ.
При этом важно отметить, что, в отличие от [2], мы не будем обозначать язык автомата

K как L, т.е. для заданного языка L равенство L(K) = L может не выполняться.
Введем понятие канонического автомата. Каноническим называется минимальный (отно-

сительно состояний) детерминированный автомат для заданного языка. Для произвольного
регулярного языка L мы будем использовать все обозначения, введённые в [11]; например,

канонические автоматы для языков L и LR (т.е. автоматы L̃ и L̃R) мы будем обозначать
следующим образом:

L̃ = (Qπ,Σ,δπ,{sπ},Fπ) и L̃R = (Qρ,Σ,δρ,{sρ},Fρ).

При этом мы не будем рассматривать пустой язык – поэтому оба приведённых канонических
автомата имеют ровно по одной стартовой вершине.

Для любого состояния q ∈ Q автомата K определим входной и выходной языки Lin
K (q),

Lout
K (q), как языки, распознаваемые автоматами соответственно

(Q,Σ,δ,S,{q} ) и (Q,Σ,δ,{q},F ).

В работах [2], [11] функции ϕin и ϕout и бинарное отношение # были определены кратко;
в настоящей статье, используя иные обозначения вершин и функции перехода, приведём
полные определения этих объектов.

Для заданного регулярного языка L бинарное отношение # ⊆ Qπ×Qρ (для пар состояний

автоматов L̃ и L̃R) определяется следующим образом:

A#X тогда и только тогда, когда(
∃uv ∈ L

)(
u ∈ Lin

L̃
(A) , vR ∈ Lin

L̃R
(X)

)
.

Для некоторого всюду определенного детерминированного автомата

T = (QT ,Σ,δT ,{sT },FT )

и автомата K для рассматриваемого языка L 3) определим функцию

ϕin
KT : Q→ P(QT ) ,

где для каждого q ∈ Q и q̃ ∈ QT множество ϕin
KT (q) содержит q̃ тогда и только тогда, когда

выполняется условие
Lin
K (q) ∩ Lin

T (q̃) 6= 6o . 4) (2)

Для эквивалентного автомату K канонического автомата L̃ обозначим функцию ϕin

KL̃
записью

ϕin
K . Далее определим аналогично функцию ϕin

KRL̃R
и кратко обозначим её записью ϕout

K ; итак,

ϕin
K : Q→ P(Qπ) и ϕout

K : Q→ P(Qρ) .

3) Важно отметить, что здесь мы считаем равенство L = L(K) справедливым. Однако мы так полагаем
только в процессе определения функций ϕin и ϕout.

4) Условие (4) может быть легко проверено – см. простой алгоритм в [12].
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Для языка L определяем соответствующий ему базисный автомат BA(L) (см. [1]; некоторые
свойства таких автоматов были получены в [13], [14]). Базисным автоматом является пятёрка

BA(L) = (Q̂,Σ,δ̂,Ŝ,F̂ ), где: (3)

• Q̂ – множество таких пар A
X , что A ∈ Qπ, X ∈ Qρ и A#X;

• функция переходов δ̂ определяется следующим образом: для всех A
X ,

B
Y ∈ Q̂ (допускаем

возможности A = B и/или X = Y ) и буквы a ∈ Σ условие A
X

a−→̂
δ

B
Y выполняется тогда и

только тогда, когда одновременно A
a−→
δπ
B и Y

a−→
δρ
X;

• Ŝ =
{
sπ
X

∣∣∣ sπ#X
}
;

• аналогично для F̂ : F̂ =
{
A
sρ

∣∣∣A#sρ
}

. 5)

Для состояния q̂ = A
X ∈ Q̂ будем писать α(q̂) = A и β(q̂) = X. Аналогично для B = (P,R) (где

P ⊆ Qπ и R ⊆ Qρ): мы будем писать α(B) = P и β(B) = R.
Таким образом, мы можем считать, что, рассматривая заданный регулярный язык L, мы

можем для него построить:

• оба его канонических автомата (т.е. L̃ и L̃R), включая их состояния, функции переходов
и т.д.;

• бинарное отношение #;

• функции разметки состояний ϕin и ϕout;

• базисный автомат BA(L).

При этом все указанные объекты строятся одновременно 6) .
Иногда нужно рассматривать сильно связные компоненты ([15] и др.) графа переходов

автомата BA(L). Для большинства рассматриваемых нами проблем достаточно языков, со-
ответствующие базисные автоматы которых содержит единственную такую компоненту. К
примеру, таковым является язык, задаваемый регулярным выражением

(a+ ab+ ba)∗. (4)

Однако очевидно, что, например, базисный автомат для языка, который может быть опре-
делён регулярным выражением

c(a+ ab+ ba)∗,

содержит больше одной компоненты. Более подробно примеры будут рассмотрены в разде-
ле 4.

5) Отметим ещё раз, что, согласно [2], sπ и sρ – единственные стартовые состояния автоматов L̃ и L̃R.
6) Как уже было отмечено, мы в настоящей статье практически не рассматриваем вопросы, связанные со

сложностью алгоритмов. Однако в данном случае отметим, что построения функций ϕin и ϕout не требуют
дополнительных вычислений: согласно приведённым в [11] алгоритмам, они могут быть построены в процессе

детерминизации (и последующей «канонизации») заданного автомата.
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2. ОБОБЩЁННЫЕ ФУНКЦИИ РАЗМЕТКИ СОСТОЯНИЙ

Далее в статье мы будем рассматривать пару (K,L), где K – автомат (1), а L ⊆ Σ∗ – такой
регулярный язык, что

L(K) ⊆ L (5)

(но, вообще говоря, L(K) 6= L).

В рассматриваемых далее построениях мы полагаем, что L̃ и L̃R являются всюду опреде-
ленными автоматами. 7) Затем для автомата, определяющего L (можно сказать, для L̃, – как
это было сделано в [2, Sect. 3]), построим функции ϕin

L̃
и ϕout

L̃
. После этого 8) для заданного

автомата K определим функции

ϕin

KL̃
и ϕin

KRL̃R
= ϕout

KL̃

(так же, как мы делали в разделе 1). Введём 2 новые функции (Φin
KL и Φout

KL) следующим
образом 9) :

Φin
KL = ϕin

KL̃
и Φout

KL = ϕout

KL̃
;

согласно изложенному, они являются функциями вида

Φin
KL : Q→ P(Qπ) и Φout

KL : Q→ P(Qρ)

(как и ранее, Qπ и Qρ суть множества состояний автоматов L̃ и L̃R).
Для рассматриваемой пары (K,L) будем называть функции Φin

KL и Φout
KL обобщёнными

функциями разметки состояний. Важно отметить, что, несмотря на (5), мы не можем счи-

тать, что состояния автоматов L̃1 и L̃R
1 (где L1 = L(K)) являются подмножествами состояний

автоматов L̃ и L̃R, т.е. что
ϕin
K ⊆ Φin

KL и ϕout
K ⊆ Φout

KL . (6)

Справедливость последнего факта может быть легко продемонстрирована на примере.

Пусть на рис. 1 приведён автомат L̃, тогда автомат L̃R показан на рис. 2. Обозначим автомат

на рис. 3 записью K; очевидно, что L(K) ⊆ L. Значит, автомат L̃R
1 (где L1 = L(K)) показан

на рис. 4; в нём 4 состояния, и, следовательно условие (6) неверно.
Если (5) выполняется, то для обобщённых функций разметки состояний мы будем ис-

пользовать следующую запись. Если для состояния q ∈ Q (автомата (1)) и состояния q̂ ∈ Q̂
(автомата BA(L)) выполняются оба следующих условия:

Φin
KL(q) ⊇ α(q̂) и Φout

KL(q) ⊇ β(q̂) ,

то будем писать [q ∋ q̂]. Заметим ещё раз, что мы говорим о состояниях и дугах автомата (1),
но значения функций ϕin и ϕout относятся к языку L. (Их значениями являются некоторые

подмножества множеств состояний автоматов L̃ и L̃R.)

7) Если это не так, то мы всегда можем обычным образом добавить «мёртвое» состояние N . После
этого мы строим функции разметки состояний ϕin и ϕout с помощью полученного нами всюду определённого
детерминированного автомата. Легко показать, что в построениях, которые приводятся далее, такое состояние
N не будет встречаться ни в одном из значений функций разметки состояний.

8) Т.е. после получения состояний автомата L̃R.
9) При этом под данной записью подразумевается следующее.

• Пометки состояний зависят от языка – а не от соответствующего ему автомата (т.е. от L, а не от L̃).

• Рассмотренные функции разметки состояний (в отличие от обычных ϕin и ϕout) определены для неко-
торого языка, для которого язык заданного автомата K является подмножеством.
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3. ПУТИ ГРАФА БАЗИСНОГО АВТОМАТА

Пусть для исследуемого языка L дан его базисный автомат BA(L) (3). Рассмотрим функ-
цию переходов δ̂ базисного автомата как множество его дуг

∆̂ =
{
êi = (p̂i,ai,r̂i)

∣∣∣ p̂i,r̂i ∈ Q̂, ai ∈ Σ, δ̂(p̂i,ai) ∋ r̂i, i ∈ {1, . . . ,m̂}
}

(где m̂ – число дуг автомата (3)). Таким образом, мы нумеруем («раскрашиваем») дуги ав-
томата BA(L).

Функция переходов автомата (1) также может быть рассмотрена как множество дуг

∆ =
{
ej = (pj ,aj,rj)

∣∣∣ pj,rj ∈ Q, aj ∈ Σ, δ(pj ,aj) ∋ rj , j ∈ {1, . . . ,m}
}

(где m – число дуг автомата (1)).
Пометим каждую дугу автомата (1) множеством возможных «цветов» – т.е., строго,

построим функцию Ω : ∆ → P(∆̂) следующим образом. Для дуги ej = (pj ,aj ,rj) положим
Ω(ej) ∋ êi (где i ∈ {1, . . . ,m̂}) тогда и только тогда, когда выполняются такие условия:

[pj ∋ p̂i] ; aj = ai ; [rj ∋ r̂i] .

Рассмотрим множество путей 10) графа переходов автомата BA(L). Обозначим некоторый
такой путь записью ν̂ и представим его в виде последовательности

ν̂ = (êν̂1 , . . . ,ê
ν̂
n̂), (7)

10) Специально отметим, что мы рассматриваем не только простые пути.
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где n̂ – число дуг этого пути. Его k-я дуга êk будет определена как

êν̂k = (p̂ν̂k,a
ν̂
k,r̂

ν̂
k)

(k ∈ {1, . . . ,n̂}). При этом, конечно, p̂ik+1 = r̂ik для каждого k.
Для пути (7) определим множество ν̂-соответствующих путей автомата K следующим

образом. Рассмотрим некоторый путь графа переходов автомата K вида

ν = (eν1 , . . . ,e
ν
n̂) ;

при этом значение n̂ – такое же, как в (7), а каждая (пусть k-я) дуга последнего пути удо-
влетворяет равенству

eνk = (pνk,a
ν
k,r

ν
k).

Будем говорить, что последний путь соответствует ν̂, если для каждого k ∈ {1, . . . ,n̂}
выполнено условие

Ω(eνk) ∋ êν̂k .
(Т.е. если каждая дуга может быть «окрашена в цвет» дуги пути ν̂ с тем же номером.)

Будем также говорить, что для пары таких путей для каждого k ∈ {1, . . . ,n̂} состояния p̂ν̂k
и pνk – соответствующие .

Предложение 1. Пусть L = L(K), где q /∈ S, ϕin
K (q) ∋ sπ (sπ, как и ранее, – единственное

стартовое состояния автомата L̃). Тогда для автомата

K ′ = (Q,Σ,δ,S ∪ {q},F )

выполняется L(K ′) = L(K).

Доказательство. Очевидно, что Lout
K ′ (q) = Lout

K (q). И несмотря на то, что, вообще говоря,

Lin
K ′(q) 6= Lin

K (q) ∪ {ε},

следующее равенство также очевидно:

Lin
K ′(q) · Lout

K ′ (q) = (Lin
K (q) ∪ {ε}) · Lout

K (q). (8)

Так как ϕin
K (q) ∋ sπ, мы получаем, что

(∃u ∈ Lin
BA(L)(sπ)) (∀v ∈ Lout

K (q)) (uv ∈ L).

Поскольку автомат L̃ – детерминированный, выполнено следующее условие:

(∀u ∈ Lin
BA(L)(sπ)) (∀v ∈ Lout

K (q)) (uv ∈ L).

Поскольку sπ ∈ ϕin
K (q), выполнено условие ε ∈ Lin

BA(L)(sπ), поэтому

(∀v ∈ Lout
K (q)) (εv ∈ L).

Последний факт вместе с (8) доказывает утверждение.
Аналогично доказывается следующий («зеркальный») факт.

Предложение 2. Пусть L = L(K), q /∈ F , ϕout
K (q) ∋ sρ (sρ – единственное стартовое

состояние автомата L̃R). Тогда для автомата

K ′ = (Q,Σ,δ,S,F ∪ {q} )

справедливо равенство L(K ′) = L(K).
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4. НЕСКОЛЬКО ПРОСТЫХ ПРИМЕРОВ

Сначала продолжим рассмотрение примера из раздела 2. Отметим, что в этом разделе мы

будем использовать буквы X и Y только для маркировки состояний автомата L̃R.

Итак, можно полагать, что автомат, приведённый на рис. 1, – это не только автомат L̃, но
ещё и:

• автомат (L̃R)R (при этом A и B заменяются на Y и X соответственно);

• автомат BA(L) (при этом A и B заменяются на A
Y и B

X соответственно).

После этого мы несложным образом получаем следующие значения для функций Φin
KL и Φout

KL

(относящихся к состояниям автомата K, см. рис. 3):

Φin
KL(1) = {A} ; Φin

KL(2) = Φin
KL(3) = Φin

KL(4) = {B} ;
Φout
KL(1) = {Y } ; Φout

KL(2) = Φout
KL(3) = Φout

KL(4) = {X} . (9)

❄
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Рис. 5
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d
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✤✜

4 ✲✛ d

Рис. 6

Однако здесь автомат BA(L) содержит больше одной сильно связной компоненты; а как было
сказано ранее, для исследуемых задач часто бывает достаточно рассматривать только такие
языки, для которых соответствующий базисный автомат имеет только 1 такую компоненту, –
поэтому рассмотрим другой пример, похожий на предыдущий. Автомат L показан на рис. 5;
как и в предыдущем примере, мы можем полагать, что рис. 5 показывает автоматы (L̃R)R

и BA(L) (с теми же самыми заменами состояний A и B). Можно считать, что автомат K
приведён на рис. 6; как и в предыдущем примере, мы получаем

L(K) ⊆ L и L(K) 6= L ,

но при этом автомат BA(L) содержит ровно 1 сильно связную компоненту. Отметим, что в
этом примере мы получаем те же значения функций Φin

KL и Φout
KL, что и в (9). Например,

циклам (путям) автомата BA(L) с пометками aaabcd и abccd – соответствуют циклы из
автомата K, а циклам (путям) с пометками abcccd – нет.

Далее рассмотрим язык, задаваемый регулярным выражением (4).

Приведем графическое описание автоматов BA(L), L̃ и эквивалентного им автомата K, а
также значения функций разметки состояний для последнего автомата – см. рисунки 7, 8 и 9.
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Возьмем только 2 следующие дуги автомата BA(L): «зелёную»

A
Y

a−→̂
δ

B
X

и «синюю»
B
Y

a−→̂
δ

B
X .

Следующие дуги автомата K (и только они) могут быть «зелёными»:

q1
a−→
δπ
q1 , q1

a−→
δπ
q2 и q3

a−→
δπ
q1 ,

а следующие дуги (и только они) могут быть «синими»:

q1
a−→
δπ
q1 и q1

a−→
δπ
q2 .

Поэтому получается, что, например, дуги q1
a−→
δπ
q1 могут быть «раскрашены и в зелёный, и в

синий цвета» (а, возможно, и ещё в какие-нибудь другие).
Таким образом, рассмотрим тот же регулярный язык и его базисный автомат BA(L)

(рис. 7). Затем добавим копию цикла11)

A
Y

a−→̂
δ

B
Y

a−→̂
δ

B
X

b−→̂
δ

A
Y

и получим автомат, изображённый на рис. 10. 12)

11) Мы рассматривали схожие алгоритмы дублирования цикла в [4]. Конечно, обычно нет необходимости
в таком усложнении автомата – наоборот, обычно бывает необходимо его упрощение. Однако в данном случае,
применяя варианты усложнений автомата, мы рассматриваем сами задачи, которые решаются с помощью

упрощения.
12) На следующих трёх рисунках правые цифры означают индексы: например, запись A

Y
1 в пометке

состояния означает
(
A

Y

)
1
. При этом, конечно, значениями функций разметки таких состояний являются со-

ответственно {A} и {Y } – и это может быть непосредственно проверено.
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Рис. 10

Рис. 11

Рис. 12

Далее с помощью простой операции (см. рис. 11, а на нём – жирные и перечёркнутые
линии) 13) , мы заменяем:

дугу
(
A
Y

)
1

a−→
(
B
Y

)
1

на дугу
(
A
Y

)
1

a−→
(
B
Y

)
2
; 14)

дугу
(
A
Y

)
2

a−→
(
B
Y

)
2

на дугу
(
A
Y

)
2

a−→
(
B
Y

)
1
,

и получаем автомат, изображённый на рис. 12. В последнем автомате имеется, например,
длинный цикл 15)

(
A
Y

)
1

a−→
(
B
Y

)
2

a−→
(

B
X

)
2

b−→
(
A
Y

)
2

a−→
(
B
Y

)
1

a−→
(

B
X

)
1

b−→
(
A
Y

)
1
,

соответствующий следующему длинному циклу исходного автомата BA(L):
A
Y

a−→̂
δ

B
Y

a−→̂
δ

B
X

a−→̂
δ

A
Y

a−→̂
δ

B
Y

a−→̂
δ

B
X

a−→̂
δ

A
Y .

Заметим также, что множество простых циклов автомата BA(L) включает цикл

A
Y

a−→̂
δ

B
Y

a−→̂
δ

B
X

b−→̂
δ

A
Y .

Во всех рассмотренных ранее примерах (где мы предполагали выполнение равенства
L(K) = L) для каждого состояния A

X автомата BA(L) существовало такое состояние автомата
K, через которое проходили циклы, соответствовавшие всем циклам, проходившим через A

X
в BA(L). Иными словами, в приведённых выше примерах выполнялось следующее утвержде-
ние:

для каждого состояния A
X автомата BA(L) существует такое состояние q автомата

K (где ϕin
K (q) ∋ A и ϕout

K (q) ∋ X), что для каждого цикла ν состояния A
X найдётся

такое число n > 1, что будет существовать цикл автомата K, проходящий через
состояние q и соответствующий циклу ν n.

13) Как уже было сказано, детально описывать эту операцию нет необходимости.
14) Здесь мы не можем использовать для функции перехода обозначение δ̂. Поэтому мы для простоты

опустили имя самой функции.
15) Строгие определения (длинных циклов, n-циклов и т.д.) будут даны ниже. Здесь мы только приводим

примеры – которые, по-видимому, понятны и без строгих определений.
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В последнем примере этого раздела будет показано, что существуют автоматы, для которых
сформулированный факт не выполняется. (Однако очевидно, что, несмотря на это, K должен
содержать путь, соответствующий ν n для каждого n > 1.)

Итак, кратко рассмотрим такой пример.
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Рис. 14

Как и для нескольких предыдущих примеров, мы полагаем здесь, что автомат, изображённый
на рис. 13, одновременно является:

• L̃;

• (L̃R)R (заменяем пометку A на X);

• BA(L) (заменяем пометку A на A
X ).

Этот автомат задаёт язык Σ∗ (мы полагаем Σ = {a,b}). Для состояний эквивалентного авто-
мата K, приведённого на рис. 14, выполнены следующие два условия:

• они оба имеют одинаковые значения функций ϕin
K и ϕout

K (а именно – {A} и {X});

• однако ни у одного из них нет одновременно обоих циклов, соответствующих циклам
BA(L) с пометками a и b.

5. ДЛИННЫЕ ЦИКЛЫ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ
И НЕКОТОРЫЕ ИХ СВОЙСТВА

Как и всюду в данной статье, мы полагаем, что L(K) ⊆ L, и используем обобщённые
функции разметки состояний Φin

KL и Φout
KL для определения соответствующих путей.

Определим длинный цикл строго. Отметим, что в соответствии с [15] определение цикла
в наших обозначениях можно дать следующим образом: путь (7) графа переходов автомата
(3) является циклом, если r̂ν̂n̂ = p̂ν̂1 .

Для некоторого цикла (7) для каждого n > 1 обычным образом определим n-цикл цикла
ν̂ = (êν̂1 , . . . ,ê

ν̂
n̂) как

ν̂n = (êν̂
n

1 , . . . ,êν̂
n

n·n̂),

где для каждого возможного i (т.е. i ∈ {1, . . . ,(n−1)·n̂}) верно равенство êν̂
n

i = êν̂
n

i+n.

Для введённого определения n-цикла отметим следующее. Во-первых, r̂ν̂
n

n·n̂ = p̂ν̂
n

1 . Во-
вторых, мы использовали обозначения ê, ν̂ и т.д., применяемые для базисного автомата; од-
нако при этом можно сказать, что мы определили n-циклы не только для базисного автомата,
но и для любого автомата – в частности, для (1).

Мы будем называть n-цикл длинным, если n > 1.
Для длинных циклов базисного автомата рассмотрим соответствующие пути графа в ав-

томате (1) – аналогично тому, как это было сделано в разделе 3. Будем называть такой путь
«длинным n-путём» графа переходов автомата (1), соответствующим циклу (7) автома-
та (3); кроме того, если этот путь является циклом, то мы будем называть его (длинным)
n-циклом автомата (1). Отметим, что в предыдущем разделе мы уже рассмотрели некото-
рые примеры таких длинных циклов, не отмечая это явно.
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Предложение 3. Если L(K) = L, то для каждого цикла автомата BA(L) существует
соответствующий n-цикл автомата K (для некоторого n > 1) 16) .

Доказательство. Рассмотрим цикл ν̂ = (êν̂1 , . . . ,ê
ν̂
n̂) автомата BA(L), начинающийся и закан-

чивающийся в состоянии p̂ν̂
n

1 = r̂ν̂
n

n̂ . Пусть его пометкой будет v (при этом v 6= ε, поскольку в
BA(L) нет ε-переходов). Пусть также u ∈ Lin

BA(L)(p̂
ν̂n
1 ) и w ∈ Lout

BA(L)(r̂
ν̂n

n̂ ); заметим, что uviw ∈ L
для каждого i > 0.

Выберем n, превосходящее число состояний автомата K. Рассмотрим слово x = uvnw ∈ L;
поскольку автомат BA(L) является однозначным ([3], [16] и др.), он допускает проходящий
через x (n раз) цикл ν̂. Автомат K эквивалентен автомату BA(L) (он задаёт тот же самый
язык L), поэтому он допускает слово x.

Рассмотрим какой-нибудь допускающий путь для слова x в автомате K; некоторые его
подпути соответствуют рассмотренному циклу ν̂ автомата BA(L). Для этого пути в автомате
K рассмотрим подмножество множества его состояний, которые нужно пройти перед первым
прочтением первой буквы подслова v рассматриваемого слова x; пусть это подмножество –
Q′ ⊆ Q. Поскольку число состояний автомата K меньше n, мы получаем совпадение по
крайней мере двух состояний множества Q′, и, следовательно, соответствующий длинный
цикл.

Мы будем использовать доказанный факт в дальнейших работах. Ранее для практиче-
ской реализации алгоритмов минимизации недетерминированных автоматов по различным
критериям нами это утверждение уже было использовано.

6. ПОНЯТИЯ УПРОЩЁННОГО АВТОМАТА
И УПРОЩЁННОГО ЯЗЫКА

Основную идею данного раздела можно передать так: для данного регулярного языка
вводится некоторое отношение над множеством букв его алфавита («параллельность»).

Определим параллельные буквы следующим образом. Пусть регулярный язык L задан
над алфавитом Σ, a,b ∈ Σ, и пусть существует автомат K = (Q,Σ,δ,S,F ), такой что LK = L и
∀q ∈ Q : δ(q,a) = δ(q,b). Тогда буквы a и b назовём параллельными над языком L, обозначая

a
L
‖ b .

Для наглядности дадим ещё два эквивалентных определения параллельных букв, однако
доказывать эту эквивалентность не будем.

• Буквы a и b параллельны над регулярным языком L, если существует регулярное вы-
ражение R0, задающее L, такое, что

R0 = R0((a+ b),c1, . . . , ck), где c1, . . . ,ck ∈ Σ.

• Буквы a и b параллельны над регулярным языком L, если существует автомат K =
(Q,Σ,γ,S,F ), такой что LK = L и ∀q1,q2 ∈ Q γ(q1,q2) ∋ a⇔ γ(q1,q2) ∋ b.

Введём отношение параллельности букв для автомата. Заранее отметим, что это отноше-
ние и отношение, определённое выше, связаны между собой аналогично тому, как связаны
понятия регулярного выражения и регулярного языка. Иными словами, даже если две бук-
вы параллельны над некоторым регулярным языком, то, тем не менее, этот язык может

16) Важно отметить следующее: мы не требуем, чтобы данный цикл автомата BA(L) был простым.
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быть задан автоматом, для которого эта параллельность не выполняется. Пусть есть авто-
мат K = (Q,Σ,δ,S,F ), a,b ∈ Σ, и пусть ∀q ∈ Q : δ(q,a) = δ(q,b). Тогда буквы a и b назовём
параллельными над автоматом K, обозначая этот факт записью

a
K

‖ b .

Далее записью K̂ мы будем обозначать детерминированный автомат, полученный из K с
помощью обычной процедуры детерминизации ([2] и мн. др.). Кроме того, аналогично обо-
значениям, применяемым выше, через K̃ мы будем обозначать канонический автомат, экви-
валентный K̂.

Предложение 4. Если a
K

‖ b, то a
K̂

‖ b и a
K̃

‖ b.

Доказательство.

δ̂(Q1,a) =
⋃

q∈Q1

δ(q,a)
Опр.
=

⋃

q∈Q1

δ(q,b) = δ̂(Q1,b),

то есть при детерминизации параллельность сохраняется; иными словами,

a
K

‖ b⇒ a
K̂

‖ b.

Для приведения детерминированного автомата к каноническому автомату применяется
только вспомогательный алгоритм объединения вершин, при этом

γ̃(r,q1) = γ̂(r, q1) ∪ γ̂(r, q2),

где множества γ̂(r, q1) и γ̂(r, q2) могут содержать a и b только попарно. Значит, тот же самый
факт верен и для множества γ̃(r,q1).

Предложение 5. Если a
K

‖ b и b
K

‖ c, то a
K

‖ c.

Доказательство. Возьмём некоторое q ∈ Q, тогда согласно введённому определению па-

раллельности букв, δ(q,a) = δ(q,b) = δ(q,c). Из последнего непосредственно получаем a
K

‖ c.

Предложение 6. Если a
L
‖ b и b

L
‖ c, то a

L
‖ c.

Доказательство. В силу введённого определения параллельных букв,

∃K1 : a
K1

‖ b и ∃K2 : b
K2

‖ c,

причём K1 и K2 задают язык L. Так как K̃1 = K̃2 = K̃ (канонический автомат – инвариант

регулярного языка), то a
K1

‖ b⇒ a
K̃

‖ b и b
K2

‖ c⇒ b
K̃

‖ c (согласно утверждению 4) влечёт a
K̃

‖ c

(согласно утверждению 5). Значит, по определению параллельности букв, a
L
‖ c

Таким образом, отношение a
L
‖ b является рефлексивным, симметричным (в силу опре-

деления) и транзитивным, то есть удовлетворяет всем трём свойствам отношения эквива-
лентности. Значит, весь алфавит Σ можно разбить на классы параллельных (над данным
регулярным языком L) букв.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как было отмечено во введении, в настоящее время авторами готовится статья, которая
будет являться продолжением данной. В ней на основе обобщённых функций разметки со-
стояний и параллельных букв будут определены т.н. покрывающие автоматы и рассмотрен
соответствующий пример. Этот пример будет продолжением примера, рассматривавшегося
в [11] – в нём покрывающий автомат будет эквивалентен исходному (т.е., согласно термино-
логии настоящей статьи, равенство L(K) = L выполняется). Далее будут сформулированы
два алгоритма построения покрывающего автомата, после чего будут рассмотрены примеры
неэквивалентности покрывающего и исходного автоматов. На их основе будет сформулиро-
ван метод доказательства неравенства L(K) 6= L, в котором автомат K имеет свойства,
сформулированные в настоящей статье. Как уже было сказано, этот метод используется в
алгоритмах минимизации конечных автоматов по различным критериям. Кроме того, этот
метод может быть использован в алгоритмах минимизации для других моделей автоматов
– например, в модели, описывающей специальное расширение класса НКА (т.н. автоматы
Оллонгрена-Вылитка, [17], [18]).

Кроме того, в одной из последующих публикаций мы естественным образом определим ка-
нонический автомат, в котором алфавитом являются соответствующие классы параллельных
букв. Этот автомат (и соответствующий ему язык) можно назвать «упрощённым». Заметим,
что все основные свойства языка (например, отношение #) при таком «упрощении» сохра-
нятся.
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