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Аннотация. В работе рассмотрена проблема решения нелинейного уравнения Шре-
дингера с модифицированным дельта-функционным потенциалом. Такой потенциал ис-
пользуется для моделирования взаимодействия возбуждения с точечным дефектом в
нелинейной среде при учете дальнодействующих сил межатомного взаимодействия. По-
казано, что задача сводится к решению нелинейного уравнения Шредингера граничными
условиями нового вида. Изучены локализованные состояния в нелинейной среде вбли-
зи дефекта, обладающего внутренней структурой. Показано, что возможно существова-
ние нелинейных локализованных возбуждений нескольких типов. Структура и форма
локализованных состояний определяется знаком ангармонизма взаимодействия в среде
и интенсивностью взаимодействия возбуждений с дефектом. Проанализированы низко-
энергетические нелинейные локализованные возбуждения и определены условия их су-
ществования.

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, точечный дефект, солитон,
локализованные возбуждения.

PECULIARITIES OF LOCALIZATION OF NONLINEAR
EXCITATIONS NEAR THE DEFECT WITH AN INTERNAL

STRUCTURE
S. E. Savotchenko

Abstract. The problem of the solving of the nonlinear Schrödinger equation with
a modified delta-function potential is considered. This potential is used to simulate the
interaction of excitation with a point defect in a nonlinear medium with taking into account
the long-range forces of interatomic interaction. It is shown that the problem reduces to the
solution of the nonlinear Schrödinger equation boundary conditions of a new kind. The localized
states in a nonlinear medium near the defect, which has an internal structure are studied. It has
been shown that it is possible the existence of nonlinear localized excitations of several types.
The structure and form of localized states is determined by the sign of the anharmonicity of
the interaction in the environment and the intensity of the interaction of excitations defective.
The non-linear low-energy excitations of localized and identified conditions of existence are
analyzed.
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Изучение локализации возбуждений вблизи границ раздела нелинейных сред началось
достаточно давно, причем не только теоретически, но и экспериментально. В частности, яв-
ления локализации электромагнитных волн вблизи границ раздела нелинейных сред рассмат-
ривались в [1, 2]. Было показано, что возможно существование нелинейных локализованных
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возбуждений с несимметричным профилем, отличающихся от свободно распространяющихся
солитонов, и называемых нелинейными поверхностными волнами. Характер взаимодействия
таких волн с границей раздела сред можно назвать пассивным, поскольку в предложенных
в данных работах моделях не вводился параметр, характеризующий интенсивность взаимо-
действия волны с границей, а граничные условия сводились к требованиям непрерывности
искомого решения и его производной на границе.

Во многих ситуациях возникает необходимость изучения как раз именно тех особенностей
локализации возбуждений, причем как линейных, так и нелинейных, которые обусловлены
характером взаимодействия этих возбуждений с дефектами. Как правило, для теоретическо-
го описания таких явлений привлекались модели, в которых дефект описывался короткодей-
ствующим потенциалом [3,4]. Например, в [5] предлагалось называть интерфейсом границу
раздела сред, которая существенным образом взаимодействует с волной и обладает характе-
ризующим такое взаимодействие параметром, а возникающие локализованные возбуждения
предлагалось называть интерфейсными волнами. Было показано, что учет активного взаи-
модействия волны с границей раздела сред приводит к возможности существования нели-
нейных интерфейсных волн в более широком диапазоне значений параметров среды, чем
при пассивном взаимодействии. Также были описаны новые типы нелинейных интерфейсных
волн, локализованных вблизи границы раздела сред, обладающих дисперсией и учитываю-
щей взаимодействия возбуждений с границей раздела сред, и сформулированы условия их
существования.

Часто при изучении взаимодействия волн с дефектами в одномерных моделях использу-
ется короткодействующий потенциал

U(x) = 2U0δ(x), (1)

где δ-функция Дирака, U0 – интенсивность взаимодействия дефекта с возбуждением, такая,
что при U0 > 0 возбуждение отталкивается от дефекта, а при U0 < 0 — притягивается.

Изучалось резонансное рассеяние частиц, имеющих параболический закон дисперсии, на
двугорбом потенциале, который можно рассматривать как потенциальный кратер, обладаю-
щий квазистационарным уровнем энергии. В одномерном предельном случае при бесконечном
увеличении глубины кратер может быть описан выражением, содержащим вторую производ-
ную дельта-функции Дирака. Подобная модель может описывать взаимодействие волны с
точечным дефектом в среде с пространственной дисперсией при учете дальнодействующих
сил межатомного взаимодействия, на основелинейного уравненияШредингера с модифици-
рованным потенциалом:

U(x) = 2U0δ(x) + V0δ
′′(x), (2)

где V0 — второй параметр дефекта, характеризующий интенсивность взаимодействия воз-
буждения с дефектом за счет его внутренней структуры.

В [6] была предложена такая модель точечного дефекта, обладающего внутренней струк-
турой, где указано, что потенциал (2) учитывает влияние дефекта посредством не только
ближайших соседей в решетке, но и вторых соседей в коротковолновом приближении, то
есть при переходе от дискретной модели среды к континуальному описанию. Были рассчита-
ны коэффициенты прохождения и отражения линейных волн в рамках такой модели, получен
спектр квазилокальных состояний и соответствующая добавка к плотности состояний. По-
казано, что внутренняя структура дефекта приводит к возможности полного прохождения
частицы. Установлено, что существуют два уровня энергии, отвечающие локализованным
близи дефекта состояниям.

В [7] для линейного уравнения Шредингера с пространственной дисперсией модифици-
рованным потенциалом (2) была получена новая система граничных условий. Показан кор-
ректный предельный переход к случаю среды без дисперсии и короткодействующим потен-
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циалом. Установлено, что при наличии точечного дефекта в среде с дисперсией при учете
дальнодействующих сил межатомного взаимодействия возможно существование локализо-
ванных состояний двух видов симметрии с двумя типами затухания (монотонного – обычные
и осциллирующие – обобщенные), а также квазилокальных состояний двух видов симметрии.

Нелинейное уравнение Шредингера широко применятся для построения математических
моделей сред с дефектами. В работе [8] приведены несколько примеров подробного получе-
ния нелинейного уравнения Шредингера с дельта-функционным потенциалом, применяемых
для описания динамики возбуждений различной физической природы. В частности, были
рассмотрены три модели, приводящие к нелинейному уравнению Шредингера.

Первая модель описывает динамику вектора намагниченности M в легкоосном ферромаг-
нетике, состоящем из параллельных слоев, различающихся величиной константы анизотро-
пии, подчиняющегося уравнением Ландау-Лифшица

i
~

2µ0
ψ′
t − αMz∆ψ + αψ∆Mz + β(z)ψMz = 0,

где ψ = Mx + iMz, µ0 – магнетон Бора, α – постоянная обменного взаимодействия, β
– константа одноионной анизотропии, считается, что “легкая ось” ферромагнетика лежит
на оси z, а чередующиеся магнитные слои расположены ей перпендикулярно. Для описа-
ния спиновых волн малой амплитуды в длинноволновом приближении данное уравнение
упрощается, и для медленно меняющейся огибающей u(z, t), связанной с ψ соотношением
ψ = 2M0u(z, t) exp(−i(kx − ωt)), где ω — частота спиновой волны в однородном магнетике
с анизотропией β = β0, M0 — номинальная намагниченность элементарной ячейки, прини-
мает стандартизованный вид [8]: iu′t − u′′zz − 2 |u|2 u = U(z)u, где потенциал границ раздела
слоев ферромагнетика: U(z) = −U0Σδ(z − 2an), U0 = hβ1/β0, β1 — анизотропия узкого слоя
толщины h, чередующегося с широкими слоями ферромагнетика толщиной 2a − h с анизо-
тропией β0.

В качестве второго примера использования нелинейного уравнения Шредингера мож-
но привести модель динамики сдвиговых волн в кубическом кристалле, разделённом на
слои плоскими дефектами, которые распространяются вдоль слоев (вдоль оси Ox), однород-
ных в направлении оси Oy, где смещение в резонансном приближении представимо в виде:
u = A(z,t)cos(kx -ωt) + B(z,t)sin(kx -ωt), где k – волновое число, ω — частота линейных волн,
A(z,t) и B(z,t) — медленно меняющиеся амплитуды огибающей. Подстановка такого смеще-
ния в уравнение теории упругости в данной модели и геометрии (см. [8]) приводит к нели-
нейному уравнению Шредингера для комплексной амплитуды U = A+iB, которое, в свою
очередь, приводится к стандартизованному виду заменой w =

√
3/2kU/2 и единиц времени и

координат [8]: iw′
t +w′′

zz +2σ |w|2 w = U(z)w, где U(z) = −U0Σδ(z− 2an), U0 = [(M/m)− 1)]h,
M — масса атома в дефектном слое толщины h, m — масса атома в матрице кристалла, 2a
— расстояние между плоскими дефектами, σ — параметр, характеризующий нелинейность,
который в “фокусирующей” среде равен +1, в “дефокусирующей” среде равен -1.

В качестве третьего, широко распространенного в солитонной динамике, примера исполь-
зования нелинейного уравнения Шредингера можно привести модель нелинейной оптиче-
ской среды c эффектом Керра, содержащей дефектные слои, характеризующиеся показа-
телем преломления, сильно отличающимся от показателя преломления оптической среды
других слоев между ними [8,9]. Если считать, что слои перпендикулярны оси Oz, то вектор
электрического поля Е, направленный вдоль оси Oy, подчиняется уравнению Максвелла:
n2(z,E)E′′

tt = c2∆E, где n(z, Е) – показатель преломления, представимый для среды, для
которой характерен эффект Керра, в виде [8]: n(z, Е)=n0 + n1 + σα|E|2, n0 и n1 — значения
показателей преломления широком слое и узком слое световода, σ — параметр, который в
“фокусирующей” среде равен +1, в “дефокусирующей” среде равен - 1, α — коэффициент
нелинейности среды, для которой характерен эффект Керра, введена комплексная функция
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E = E1+iE2, связанная с напряженностью электрического поля через медленно меняющиеся
функции E1 и E2 выражением E = ey{E1(z, t) cos(kx−ωt)+E2(z,t) sin(kx−ωt)}, описывающим
монохроматическую волну с волновым вектором k=exk и частотой ω=ck/n0. После замены
единиц времени и координаты, для функции E = E1 + iE2 получается стандартизованное
нелинейное уравнение Шредингера: iE′

t+E
′′
zz+2σ |E|2E = U(z)E, где U(z) = −U0Σδ(z−2an),

U0=2hn1/n0, h — ширина световода, 2a — расстояние между ними.
Таким образом, как было показано в [8], нелинейное уравнение Шредингера может опи-

сывать состояния полей различной физической природы: упругого, электрического и маг-
нитного. Поэтому для описания новых эффектов, связанных с локализацией возбуждений
рассмотренной физической природы вблизи дефектов, имеет смысл далее рассматривать ма-
тематическую модель, использующую нелинейное уравнение Шредингера, которому подчи-
няется функция ψ(x, t), выступающая в роли огибающей u комплексного поля компонент
вектора намагниченности в легкоосном ферромагнетике, либо комплексной амплитуды w
огибающей упругого поля смещения сдвиговой волны в кубическом кристалле с плоским де-
фектом, либо комплексной функции E из амплитуд огибающей компоненты электрического
поля в оптической нелинейной среде. Тогда параметры в уравнении будут иметь соответству-
ющий физических смысл в рамках одной из трех указанных моделей.

Рассмотрим теперь взаимодействие нелинейных возбуждений, локализующихся вблизи де-
фектом с внутренней структурой на основе нелинейного уравнения Шредингера:

iψ′
t = −

α

2
ψ′′
xx − γ(x) |ψ|2 ψ + U(x)ψ, (3)

где потенциал описывается выражением (2) и параметры нелинейности по разные стороны
от дефекта:

γ(x) =

{
γ1, x < 0;
γ2, x < 0.

В линейной среде без дефекта распространяются свободные волны с квадратичным зако-
ном дисперсии E = αk2/2, k — волновое число, α = 2/m, m — эффективная масса возбуж-
дения.

В отсутствие дефекта в нелинейной среде (когда ангармонизм везде одинаковый и поло-
жительный γ1 = γ2 = γ > 0) распространяется так называемый свободный солитон:

ψ(x,t) = k

√
α

γ

eiαk
2t/2

chk(x− x0)
, (4)

локализованный перпендикулярно направлению своего движения с максимумом на линии
x = x0, причем волновое число k является свободным параметром.

В нелинейной среде с дефектом, моделируемым потенциалом (1), в [10] были получены
локализованные состояния двух видов для разных знаков параметра нелинейности среды
γ, и проанализированы условия их существования и устойчивости в зависимости от знаков
параметров дефекта и нелинейности.

Ориентируясь на вид свободного солитона (4), решение уравнения (3) можно представить
в виде: ψ(x,t) = ψ(x)eiαk

2t/2.
Тогда из (3) с учетом этого и (2) получается система граничных условий вида:

{
ψ(+0) = ψ(−0) = ψ(0);
α{ψ′(+0)− ψ′(−0)} = 4U0ψ(0) + V0{ψ′′(+0) + ψ′′(−0)}. (5)

В рассматриваемом случае решение уравнения (3), удовлетворяющее граничным условиям
(5), можно искать в виде:

ψ(x) =

{ A1

chk(x−x1)
, x < 0

A2

chk(x−x2)
, x > 0

(6)
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где A2
1,2 = αk2/γ1,2, параметры xi (i = 1, 2) определяют положения максимумов возбуждений

по разные стороны от дефекта.
Подстановка (6) в (5) приводит к соотношениям, связывающим параметры среды, дефекта

и возбуждения: √
γ1chkx1 =

√
γ2chkx2, (7)

4U0 = k[α(thkx2 − thkx1) + 2V0k(1 − th2kx1 − th2kx2)]. (8)

В случае малых энергий локализации возбуждений, когда kx 0« 1,из (7) и (8)вытекает связь
между положениями максимумов несимметрично расположенных от дефекта возбуждений:

2U0 =
γ1 − γ2

γ1x
2
2 − γ2x21

[α(x2 − x1)/2 + V0], (9)

а также энергия локализации возбуждений:

E =
α

2

γ1 − γ2
γ1x

2
2 − γ2x21

=
2αU0

α(x2 − x1) + 2V0
. (10)

Видно, что локализованное состояние с несимметрично расположенными от дефекта по-
ложениями максимумов возможно только, когда нелинейности сред по разные стороны от
дефекта отличаются.

Рассмотрим сначала такие локализованные состояния, для которых x1 = x2 = x0. Такая
ситуация реализуется в среде, в которой везде одинаковый положительный ангармонизм:
γ1 = γ2 = γ > 0. В этом случае соотношение (7) выполняется автоматически, а из (8) следует:

2U0 = V0k
2(1− 2th2kx0). (11)

При малой энергий локализации возбуждений, когда kx i << 1, из (11) получается значение
волнового числа k2 = 2U0/V0, которому соответствует энергия локализации возбуждения
E = αU0/V0.

Если рассматривать только локализованные состояния, когда положения максимумов воз-
буждений расположены симметрично относительно дефекта, то есть когда x2 = −x1 = x0,
и одинаковый положительный ангармонизм по обе стороны от дефекта, то соотношение (7)
также выполняется автоматически, а из (8) получится выражение:

2U0 = k[αthkx0 + V0k(1 − 2th2kx0)]. (12)

В случае малой энергий локализации возбуждений, когда kx 0 << 1, из (12) следует вол-
новое число:

k2 =
2U0

αx0 + V0
, (13)

которое соответствует энергии локализованного возбуждения

E =
αU0

αx0 + V0
, (14)

с амплитудой

A =

(
2αU0

γ(αx0 + V0)

)1/2

. (15)

Для существования такого состояние должно выполняться одни из двух требований: 1)
U0 > 0 и V0 > −αx0 или 2) U0 < 0 и V0 < −αx0.

Низкоэнергетические локализованные состояния такого типа возможны при достаточно
малых значениях параметра дефекта, характеризующего его внутреннюю структуру. Также
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видно, что наличие внутренней структуры дефекта приводит к уменьшению энергии лока-
лизации и амплитуды низкоэнергетических возбуждений дефекта.

Из (12) при V0 = 0 для простого дефекта, не обладающего своими степенями свободы, сле-
дует выражение 2U0 = αkthkx0, совпадающее с точностью до обозначений с соотношением
между параметрами, полученным в [10]. Следовательно, учет внутренней структуры дефекта
приводит к видоизменению области существования нелинейных локализованных возбужде-
ний.

Рассмотрим теперь случай отрицательных значений параметров нелинейности сред γ1 =
γ2 < 0. В такой среде возможно существование солитона с отрицательной энергией E =
−αk2/2: ψ(x,t) = ψ(x)e−iαk2t/2, где:

ψ(x) =

{ A1

shk(x−x1)
, x < 0

A2

shk(x−x2)
, x > 0

(16)

амплитуды: A2
1,2 = αk2/ |γ1,2|.

Подстановка (16) в (5) приводит к соотношениям, связывающим параметры среды, дефек-
та и возбуждения:

A2shkx1 = A1shkx2, (17)

4U0 = k[α(cthkx1 − cthkx2) + 2V0k(cth
2kx1 + cth2kx2 − 1)]. (18)

В случае малых энергий локализации возбуждений, когда kx i << 1, из (17) и (18) полу-
чается волновое число:

k2 =
1

x21
+

1

x22
− 2U0

V0
+

α

2V0

(
1

x1
− 1

x2

)
, (19)

и связь между положениями максимумов несимметрично расположенных от дефекта воз-
буждений:

γ1x
2
1 = γ2x

2
2, (20)

а также энергия локализации возбуждений:

E = −α
2

{
1

x21

(
1 +

γ2
γ1

)
− 2U0

V0
+

α

2V0x2

(
1−

√
γ2
γ1

)}
. (21)

Следует отметить, что при малых энергиях амплитуда состояний (16) вблизи дефекта
должна быть большой для выполнения требования конечности решения в начале коорди-
нат. Поэтому состояния (16) стабильно реализуются при больших энергиях, когда kx i » 1.
В том случае из (18) для несимметрично расположенных положений максимумов следует
k2 = 2U0/V0 и энергия локализации E = −αU0/V0.

В случае, когда x1 = x2 = x0 и в среде везде одинаковый отрицательный ангармонизм
(γ1 = γ2= γ < 0), соотношение (17) выполняется автоматически (причем A1 = A2), а из (18)
следует:

2U0 = V0k
2(2cth2kx0 − 1). (22)

Из (22) при V0 = 0 для простого дефекта, не обладающего своими степенями свободы, сле-
дует выражение 2U0 = −αkcthkx0, совпадающее с точностью до обозначений с соотношением
между параметрами, полученным в [10].

При малых энергиях локализации возбуждений, когда kx 0 « 1, из (22) следует волновое
число:

k2 = 2

(
1

x20
− U0

V0

)
, (23)
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которое соответствует энергии локализованного возбуждения:

E = −α
(

1

x20
− U0

V0

)
, (24)

Для существования такого состояние должно выполняться неравенство U0 < V0/x
2
0, то

есть второй параметр, характеризующий внутреннюю структуру дефекта должен быть су-
щественным.

Если рассматривать только локализованные состояния, когда положения максимумов воз-
буждений расположены симметрично относительно дефекта, то есть когда x2 = −x1 = x0, и
одинаковый отрицательный ангармонизм по обе стороны от дефекта, тоиз (17) следует, что
A1 = −A2, а из (18) получится выражение:

2U0 = k[V0k(2th
2kx0 − 1)− αcthkx0]. (25)

В случае малой энергий локализации возбуждений, когда kx 0 « 1, из (25) следует волновое
число:

k2 = 2

(
1

x20
− U0

V0

)
− α

x0V0
, (26)

которое соответствует энергии локализованного возбуждения

E = −α
{

1

x20
− U0

V0
− α

2x0V0

}
. (27)

Для существования такого состояние должно выполняться неравенство
U0 < (V0/x0 − α/2)/x0.

Видно, что локализованные возбуждения с максимумами, симметрично расположенными
относительно дефекта (x2 = −x1), находятся в энергетическом спектре ниже чем, локализо-
ванные возбуждения, для которых x1 = x2.

Таким образом, в рамках рассматриваемой модели можно утверждать, что возможно су-
ществование нелинейных локализованных состояний нескольких типов, а также учет внут-
ренней структуры дефекта приводит к видоизменению области существования нелинейных
локализованных возбуждений.
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