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Аннотация. В работе рассматривается модель колебаний разрывной физической си-
стемы, состоящей из двух кусков струн, соединенных между собой с помощью пружины,
с краевыми условиями третьего рода. Основной целью исследования является получе-
ние явного вида внешних воздействий, обеспечивающих переход колебательного процесса
из начального состояния в заданное финальное состояние за малый промежуток време-
ни при условии, что решение удовлетворяет условиям упругого закрепления на концах.
Получен аналог формулы Даламбера, посредством которой удается предъявить в явном
виде искомые внешние воздействия. Доказана единственность решения исследуемой ма-
тематической модели.

Ключевые слова: колебания струны, разрывные решения, формула Даламбера, за-
дача управления, краевая задача.

MODELING OF DISCONTINUOUS STRING OSCILLATIONS
FOR THE CASE OF THE THIRD BOUNDARY VALUE

PROBLEM
M. B. Zvereva, Zh. O. Zalukaeva, S. A. Shabrov

Abstract. In this paper we consider the oscillation model of discontinuos physical system,
consisting of two pieces of strings which are interconnected by a spring with boundary
conditions of third type. The main purpose of the research is to deduce an explicit form
of external influences, allowing to put the process of oscillations from the initial state to
the desired final state for a small period of time if the solution satisfies the elastic fastening
conditions at the ends. The d’Alembert formula analogue was obtained, whereby it is possible
to produce required external influences in the explicit form. The uniqueness of the solution of
the considered mathematical model was proved.

Keywords: vibration of the string, discontinuous solutions, D’Alembert formula, control
problem, boundary problem.

Задачам граничного управления и их оптимизации посвящены работы многих математи-
ков, среди которых Ильин В. А., Моисеев Е. И., Егоров А. И., Знаменская Л. Н., Боров-
ских А. В., Провоторов В. В. [1]–[6]. При изучении таких задач, в первую очередь, исследу-
ются условия, при которых колебательный процесс в системе под воздействием некоторого
граничного управления может быть переведен из состояния, задаваемого начальными усло-
виями, в желаемое финальное состояние.
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госуниверситете

c© Зверева М. Б., Залукаева Ж. О., Шабров С. А., 2016

134 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 3
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Ранее в статье [7] для разрывной струны рассматривалась задача поиска граничных
режимов с краевыми условиями первого рода u(−1,t) = µ2(t), u(1,t) = µ1(t). В настоя-
щей работе для разрывной струны изучается задача с краевыми условиями третьего рода
−u′x(−1,t) + γ2u(−1,t) = µ2(t), u′x(1,t) + γ2u(1,t) = µ1(t). Целью работы является нахождение
внешних воздействий µ1(t) и µ2(t), позволяющих за промежуток времени 0 < T < 1 перевести
колебательный процесс в заданное финальное состояние.

Рассмотрим задачу о колебаниях механической системы, представляющую собой два куска
струны единичной длины, натянутые вдоль отрезка [−1,1], на концах которого расположены
пружины жесткости γ2, прикрепленные к вертикальным спицам. При этом предполагается,
что струны дополнительно соединены между собой пружиной жесткости γ1.

Пусть u(x,t) — отклонение изучаемой системы в момент времени t от положения равнове-
сия в точке x. Заметим, что в точке x = 0 определены только предельные значения функции
u(x,t), а именно, u(−0, t), u(+0, t), которые описывают отклонения соответствующих концов
кусков струн. Колебания такой системы при x 6= 0 описываются волновыми уравнениями
u′′xx(x,t) = u′′tt(x,t).

Математическая модель рассматриваемой задачи имеет вид:




∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u′x(+0,t) = γ1∆u(0,t),
u′x(−0,t) = γ1∆u(0,t),
u(x,0) = ϕ(x), −1 6 x < 0, 0 < x 6 1
u′t(x,0) = ψ(x), −1 6 x < 0, 0 < x 6 1
−u′x(−1,t) + γ2u(−1,t) = µ2(t), 0 6 t 6 T
u′x(1,t) + γ2u(1,t) = µ1(t), 0 6 t 6 T

(1)

где ∆u(0,t) =
u(+0,t)− u(−0,t)

2
— скачок функции u в точке x = 0.

Теорема 1. Решение задачи (1) единственно.
Доказательство. Пусть u1(x,t), u2(x,t) — решения задачи (1). Тогда разность u(x,t) =

u1(x,t)− u2(x,t) является решением задачи




∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u′x(+0,t) = γ1∆u(0,t),
u′x(−0,t) = γ1∆u(0,t),
u(x,0) = 0, −1 6 x < 0, 0 < x 6 1
u′t(x,0) = 0, −1 6 x < 0, 0 < x 6 1
−u′x(−1,t) + γ2u(−1,t) = 0, 0 6 t 6 T
u′x(1,t) + γ2u(1,t) = 0, 0 6 t 6 T.

(2)

Докажем, что функция u(x,t) ≡ 0 при x 6= 0. Рассмотрим полную энергию цепочки струн
в момент времени t, которую обозначим через E(t). Имеем:

E(t) =
1

2

0−∫

−1

((u′x)
2 + (u′t)

2) dx+
1

2

1∫

0+

((u′x)
2 + (u′t)

2) dx+
γ2u

2(−1,t)

2
+

+
γ2u

2(1,t)

2
+
γ1(∆u(0,t))

2

2
.

Заметим, что
d

dt
E(t) = 0. Значит, E(t) = const. Причем, E(t) = E(0) = 0. Значит, u(x,t) =

0 при x 6= 0.
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Теорема 2. Будем предполагать, что ϕ ∈ C2[−1,0)
⋃
(0,1], ψ ∈ C1[−1,0)

⋃
(0,1], µi ∈

C2[0,T ], 0 6 t 6 T < 1. Пусть для функций ϕ, ψ выполняются следующие условия: ϕ′(+0) =
ϕ′(−0) = γ1∆ϕ(0), −ϕ′(−1) + γ2ϕ(−1) = 0, ϕ′(1) + γ2ϕ(1) = 0, ψ′(−0) = ψ′(+0), ψ′(+0) +
ψ′(−0) = 2γ1∆ψ(0), ψ

′(−1) = ψ′(1) , ψ′(−1) = γ2ψ(−1), ψ′(1) = −γ2ψ(1). Тогда решение
u(x,t) задачи (1) может быть представлено в виде

u(x,t) =





e−γ2(x+t−1)

t+x−1∫

0

eγ2αµ1(α) dα +
Φ+(x− t) + Φ+(x+ t)

2
+

+
1

2

x+t∫

x−t

Ψ+(s)ds, x > 0

eγ2(x−t+1)

t−x−1∫

0

eγ2αµ2(α) dα +
Φ−(x− t) + Φ−(x+ t)

2
+

+
1

2

x+t∫

x−t

Ψ−(s)ds, x < 0.

(3)

Здесь

µi(t) =

{
µi(t), t > 0
0, t < 0;

Φ+(x) =





ϕ(x), 0 < x 6 1

ϕ(+0), x = 0

ϕ(−x)− 2γ1e
2γ1x

−x∫

0

(ϕ(z) − ϕ(−z))e2γ1zdz, − 1 6 x < 0

ϕ(2− x) + 2γ2e
γ2(2−x)

2−x∫

1

e−γ2zϕ(z) dz, 1 6 x < 2.

Φ−(x) =





ϕ(x), − 1 6 x < 0

ϕ(−0), x = 0

ϕ(−x) + 2γ1e
−2γ1x

x∫

0

(ϕ(z) − ϕ(−z))e2γ1zdz, 0 < x 6 1

ϕ(−2− x) + 2γ2e
γ2(2+x)

2+x∫

1

e−γ2zϕ(−z) dz, − 2 < x 6 −1.

Ψ+(x) =





ψ(x), 0 < x 6 1

ψ(+0), x = 0

ψ(−x)− 2γ1e
2γ1x

−x∫

0

(ψ(z) − ψ(−z))e2γ1zdz, − 1 6 x < 0

ψ(2− x) + 2γ2e
γ2(2−x)

2−x∫

1

e−γ2zψ(z) dz, 1 6 x < 2.
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Ψ−(x) =





ψ(x), − 1 6 x < 0

ψ(−0), x = 0

ψ(−x) + 2γ1e
−2γ1x

x∫

0

(ψ(z) − ψ(−z))e2γ1zdz, 0 < x 6 1

ψ(−2− x) + 2γ2e
γ2(2+x)

2+x∫

1

e−γ2zψ(−z) dz, − 2 < x 6 −1.

Доказательство. Заметим, что решение задачи (1) может быть представлено в виде сум-
мы решений следующих задач





∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u′x(+0,t) = γ1∆u(0,t),

u′x(−0,t) = γ1∆u(0,t),

u(x,0) = ϕ(x), −1 6 x < 0, 0 < x 6 1

u′t(x,0) = ψ(x), −1 6 x < 0, 0 < x 6 1

−u′x(−1,t) + γ2u(−1,t) = 0, 0 6 t 6 T

u′x(1,t) + γ2u(1,t) = 0, 0 6 t 6 T

(4)





∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u′x(+0,t) = γ1∆u(0,t),

u′x(−0,t) = γ1∆u(0,t),

u(x,0) = 0, −1 6 x < 0, 0 < x 6 1

u′t(x,0) = 0, −1 6 x < 0, 0 < x 6 1

−u′x(−1,t) + γ2u(−1,t) = µ2(t), 0 6 t 6 T

u′x(1,t) + γ2u(1,t) = µ1(t). 0 6 t 6 T

(5)

В свою очередь, решение задачи (4) на соответствующих промежутках может быть пред-
ставлено виде суммы решений задач





∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, 0 < x < 1

u′x(1,t) = −γ2u(1,t),
u′x(+0,t) = 0,

u(x,0) =
ϕ(x) + ϕ(−x)

2
,

u′t(x,0) =
ψ(x) + ψ(−x)

2
,





∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, 0 < x < 1

u′x(1,t) = −γ2u(1,t),
u′x(+0,t) = 2γ1u(+0,t),

u(x,0) =
ϕ(x) − ϕ(−x)

2
,

u′t(x,0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2
,





∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, − 1 < x < 0

u′x(−1,t) = γ2u(−1,t),

u′x(−0,t) = 0,

u(x,0) =
ϕ(−x) + ϕ(x)

2
,

u′t(x,0) =
ψ(−x) + ψ(x)

2
,





∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, − 1 < x < 0

u′x(−1,t) = γ2u(−1,t),

u′x(−0,t) = −2γ1u(−0,t),

u(x,0) =
ϕ(x) − ϕ(−x)

2
,

u′t(x,0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2
,
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Аналог формулы Даламбера [8] для каждой из задач позволяет получить требуемый ре-
зультат.

Рассмотрим задачу поиска внешних воздействий µ1(t) и µ2(t), которые позволяют переве-
сти рассматриваемую систему из начального состояния

u(x,0) = ϕ(x), u′t(x,0) = ψ(x)

в финальное
u(x,T ) = ϕ∗(x), u′t(x,T ) = ψ∗(x) − 1 6 x < 0, 0 < x 6 1 (6)

за малый промежуток времени 0 < T < 1.
Обозначим через h(x,t) решение задачи (5), а через v(x,t) — решение задачи (4). Тогда

решение исходной задачи u(x,t) = h(x,t) + v(x,t). Следовательно,

h(x,T ) = ϕ∗(x)− v(x,T ) = ϕ̃(x),

h′t(x,T ) = ψ∗(x)− v′t(x,T ) = ψ̃(x).

Рассмотрим случай, когда x > 0. Тогда

e−γ2(x+T−1)

x+T−1∫

0

eγ2αµ1(α)dα = ϕ̃(x),

−γ2e−γ2(x+T−1)

x+T−1∫

0

eγ2αµ1αdα+ µ1(x+ T − 1) = ψ̃(x).

Продифференцируем первое равенство и вычтем из него второе. Получим

ϕ̃′(x)− ψ̃(x) = 0.

Проинтегрировав последнее равенство, имеем

ϕ̃(t)− ϕ̃(t0)− (
̂̃
ψ(t)− ̂̃ψ(t0)) ≡ 0,

где ̂̃ψ(t) — какая-то первообразная для ψ̃(t), t0 ∈ (0,1]. Первообразную выберем так, чтобы

̂̃
ψ(t0)− ϕ̃(t0) = 0. (7)

Тогда получим равенство ϕ̃(t)− ̂̃ψ(t) = 0, справедливое для всех t ∈ (0,1].
С другой стороны,

2µ1(T + x− 1)− 2γ2e
−γ2(x+T−1)

x+T−1∫

0

eγ2αµ1(α)dα = ϕ̃′(x) + ψ̃(x).

Значит, при 0 < x 6 1− T должно выполняться

ϕ̃′(x) + ψ̃(x) ≡ 0.

Зафиксировав любое t0 ∈ (0,1 − T ] и проинтегрировав последнее равенство, получаем

ϕ̃(t)− ϕ̃(t0) +
̂̃
ψ(t)− ̂̃ψ(t0) ≡ 0,
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где
̂̃
ψ(t)—какая-то первообразная для ψ̃(t), t0 ∈ (0,1 − T ].

Выберем первообразную так, чтобы

̂̃
ψ(t0) + ϕ̃(t0) = 0. (8)

Тогда для всех 0 < t 6 1− T получим, что ϕ̃(t) +
̂̃
ψ(t) = 0.

Поскольку

ϕ̃(x) = e−γ2(x+T−1)

x+T−1∫

0

eγ2αµ1(α)dα,

то ϕ̃(x) ≡ 0 при x 6 1 − T . Следовательно, если t0 ∈ (0,1 − T ], то ϕ̃(t0) = 0. Таким образом,
для t0 ∈ (0,1− T ] равенства (7), (8) эквивалентны.

Получаем, что

ϕ̃(t)− ̂̃ψ(t) = 0, t ∈ (0,1] (9)

ϕ̃(t) +
̂̃
ψ(t) = 0, t ∈ (0,1− T ]. (10)

Вернувшись к исходным обозначениям, условия (8), (9), (10) перепишем следующим обра-
зом

ϕ∗(t)− v(t,T )− ψ̂∗(t) + v̂(t,T ) = 0, t ∈ (0,1], (11)

ϕ∗(t)− v(t,T ) + ψ̂∗(t)− v̂(t,T ) = 0, t ∈ (0,1− T ], (12)

ϕ∗(t0)− v(t0,T ) + ψ̂∗(t0)− v̂(t0,T ) = 0, t0 ∈ (0,1 − T ]. (13)

Здесь

v̂(x,t) =
Φ+(x+ t)− Φ+(x− t)

2
+

1

2

(
Ψ̂+(x+ t) + Ψ̂+(x− t)

)
,

где Ψ̂+(t) — какая-то первообразная для Ψ+(t).
В свою очередь, формулы (11), (12), (13) можно представить как

ϕ∗(t)− ψ̂∗(t)− Φ+(t− T ) + Ψ̂+(t− T ) = 0, t ∈ (0,1], (14)

ϕ∗(t) + ψ̂∗(t)− Φ+(t+ T )− Ψ̂+(t+ T ) = 0, t ∈ (0,1 − T ], (15)

где первообразные Ψ̂+(t), ψ̂∗(t) выбираются так, чтобы

ϕ∗(t0) + ψ̂∗(t0)− Φ+(t0 + T )− Ψ̂+(t0 + T ) = 0, t0 ∈ (0,1 − T ]. (16)

Заметим, что равенство (14) может быть переписано следующим образом. Если T < x 6 1,
то

ϕ∗(x)− ψ̂∗(x)− ϕ(x− T ) + ψ̂(x− T ) = 0.

Если x = T , то
ϕ∗(T )− ψ̂∗(T )− ϕ(+0) + ψ̂(+0) = 0.

Если 0 < x < T , то

ϕ∗(x)− ψ̂∗(x)− ϕ(T − x) + 2γ1e
2γ1(x−T )

T−x∫

0

(ϕ(z) − ϕ(−z))e2γ1zdz+

+2ψ̂(+0)− ψ̂(T − x)− e2γ1(x−T )

T−x∫

0

(ψ(z) − ψ(−z))e2γ1zdz −
x−T∫

0

(ψ(−z) − ψ(z))dz = 0.
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Равенство (15) принимает вид

ϕ∗(x) + ψ̂∗(x)− ϕ(x+ T )− ψ̂(x+ T ) = 0, x ∈ (0,1 − T ].

Причем, первообразные ψ̂∗(x) и ψ̂(x) выбираются так, чтобы

ϕ∗(x0) + ψ̂∗(x0)− ϕ(x0 + T )− ψ̂(x0 + T ) = 0,

где x0 — фиксированный элемент из промежутка (0,1 − T ].
Найдем теперь функцию µ1(t). Сложив h′t(x,T ) и h′x(x,T ), с учетом

v′x(x,T ) + v′t(x,T ) = Φ+′

(x+ T ) + Ψ+(x+ T ),

и замены x+ T − 1 = t, получим

µ1(t) =
1

2
(γ2ϕ

∗(t+ 1− T ) + γ2ψ̂∗(t+ 1− T ) + ϕ∗′(t+ 1− T ) + ψ∗(t+ 1− T ) + γ2ϕ(1− t)+

+ϕ′(1− t) + γ2ψ̂(1− t) + 2γ2

t+1∫

1

ψ(2− s)ds− ψ(1 − t))− γ2ψ̂(1).

где ψ̂∗ и ψ̂ - первообразные соответствующих функций.
Аналогично, внешнее воздействие µ2(t) имеет вид

µ2(t) =
1

2
(γ2ϕ

∗(T − 1− t)− γ2ψ̂∗(T − 1− t)− ϕ∗′(T − 1− t) + ψ∗(T − 1− t) + γ2ϕ(t− 1)−

−ϕ′(t− 1)− γ2ψ̂(t− 1)− 2γ2

−1−t∫

−1

ψ(−2− s)ds− ψ(t− 1)) + γ2ψ̂(−1).

При этом начальные и финальные данные задачи должны быть связаны следующими равен-
ствами.

Если −1 6 x < −T , то

ϕ∗(x) + ψ̂∗(x)− ϕ(x+ T )− ψ̂(x+ T ) = 0.

Если x = −T , то
ϕ∗(−T ) + ψ̂∗(−T )− ϕ(−0) − ψ̂(−0) = 0.

Если −T < x < 0, то

ϕ∗(x) + ψ̂∗(x)− ϕ(−T − x)− 2γ1e
−2γ1(x+T )

T+x∫

0

(ϕ(z) − ϕ(−z))e2γ1zdz−

−2ψ̂(−0) + ψ̂(−T − x) + e−2γ1(x+T )

T+x∫

0

(ψ(z) − ψ(−z))e2γ1zdz −
x+T∫

0

(ψ(−z) − ψ(z))dz = 0.

Если T − 1 6 x < 0, то

−ϕ∗(x) + ψ̂∗(x) + ϕ(x− T )− ψ̂(x− T ) = 0.
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Причем, первообразные ψ̂∗(x) и ψ̂(x) выбираются так, чтобы

−ϕ∗(x0) + ψ̂∗(x0) + ϕ(x0 − T )− ψ̂(x0 − T ) = 0,

где x0 — фиксированный элемент из промежутка [T − 1, 0).
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