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Аннотация. В работе получена теорема об одном выборе приближения числа эле-
ментов в конечной последовательности специального вида. Рассмотрена конечная по-
следовательность значений неприводимого полинома от простого аргумента. Значения
не обязательно различны. Они делятся на некоторое натуральное число, свободное от
квадратов. Для последовательности выполнены условия, накладываемые в случае од-
номерного решета. Доказано, что существует мультипликативная функция, такая, что
некоторая величина является достаточно точным приближением для числа элементов
в последовательности. При этом остаточный член мал "в среднем" в смысле теоремы
Бомбьери–Виноградова. Для оценки одной из возникающих сумм применяется результат
А. И. Виноградова.
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ON THE CHOICE OF THE APPROXIMATION
FOR THE NUMBER OF ELEMENTS IN THE SEQUENCE OF

A SPECIAL KIND
E. V. Vakhitova, S. R. Vakhitova

Abstract. In this paper we obtain a theorem on the approximation of one choice of
the number of elements in a finite sequence of a special kind. Consider a finite sequence of
irreducible polynomial values of the simple argument. Value are not necessarily different. They
fall into a natural number, a square-free. To sequence the conditions imposed in the case of
one-dimensional sieve. It is proved that there is a multiplicative function such that a certain
quantity is sufficiently accurate approximation for the number of elements in a sequence. This
small residual term "on average" in the sense of Theorem Bombieri–Vinogradov. To evaluate
one of the emerging sums applied result of A. I. Vinogradov.
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ВВЕДЕНИЕ

При оценке количества элементов последовательности целых чисел

A = {an ∈ Z|an 6 x}

(n ∈ N, x – достаточно большое положительное число), которые не делятся ни на одно простое
число из данного множества простых чисел, применяют метод решета. Метод решета сводит
эту задачу к оценке числа элементов последовательности вида

Ad = {an ∈ A, an ≡ 0(mod d)}
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для различных d, где d ∈ N и свободно от квадратов.
Для оценки числа элементов последовательности Ad надо найти достаточно точное при-

ближение числа элементов этого множества в виде

ω(d)

d
X,

где ω(d) – некоторая мультипликативная функция, а X – некоторая положительная функция,
X = X(x),X > 1.

Отметим, что функция f(n), n ∈ N, называется мультипликативной, если для любых
a,b ∈ N, (a,b) = 1, выполнено равенство f(ab) = f(a)f(b).

Так как x – достаточно большое положительное число, то для достаточно точного при-
ближения выбор функций ω(d) и X = X(x) определяется условием минимизации модуля
остаточного члена R(X, d):

R(X,d) = |Ad| −
ω(d)

d
X.

Выбор достаточно точного приближения можно осуществить различными способами, но
чем меньше |R(X, d)| (по крайней мере "в среднем"), тем лучше будет результат. Будем под-
бирать функции ω(d) и X = X(x) так, чтобы остаточный член R(X, d) был мал "в среднем"в
смысле теоремы Бомбьери–Виноградова (см. [1], [2]).

ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА

Будем применять сведения по теории сравнений из [3] и [4] и функцию Мебиуса, которая
определяется следующим равенством:

µ(n) =





1, n = 1,
(−1)S , n = p1p2 . . . pS ,
0, p2|n,

где n,s ∈ N, p1, p2, . . . , ps — попарно различные положительные простые числа.
Пусть F (n) – неприводимый полином натуральной степени g с целыми коэффициентами

(n ∈ N) и n = p, где p – положительное простое число, F (n) 6= n, F (n) 6= −n.
Обозначим через ρ(d) число различных по модулю d решений сравнения F (n) ≡ 0(mod d),

где d ∈ N, и число d свободно от квадратов, то есть µ(d) 6= 0. Предположим, что ρ(p) < p
для всех простых чисел p, причем ρ(p) < p− 1, если p 6 |F (0).

Рассмотрим конечную последовательность A,

A = {F (p)|p 6 x}, (1)

где x ∈ R, x – достаточно большое положительное число и элементы из A не делятся ни
на одно простое число 6 x1/a. Наименьший положительный простой делитель pn числа F (p)
удовлетворяет неравенству pn > x1/a, где a – параметр решета, a ∈ R.

Обозначим через Ad последовательность

Ad = {F (p) ∈ A|F (p) ≡ 0(mod d)}

и через |Ad| – число элементов в Ad, включая и одинаковые значения.

Пусть ω(d) – мультипликативная функция, такая, что ω(d)
d X является достаточно точным

приближением числа |Ad|, где X = X(x).

Введем следующие условия на последовательность A:
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1) существует постоянная C ′
1 > 1, такая, что для любого простого числа p,

1 6

(
1− ω(p)

p

)−1

6 C ′
1,

где ω(p) – мультипликативная функция, такая, что (ω(d)/d)X является достаточно точным
приближением |Ad| и µ(d) 6= 0 (µ(n) – функция Мебиуса);

2) существуют постоянная C ′
2 > 1 и параметр L, такие, что

−L 6
∑

u6p<v

ω(p)

p
ln p− ln

v

u
6 C ′

2,

где L > 1 и не зависит от u и v (2 6 u 6 v);

3) существуют постоянные α (0 < α 6 1), C ′
3 > 1, C0 > 1, такие, что

∑

d<
Xα

lnC0 X

µ2(d)3ν(d)|R(X,d)| 6 C ′
3

X

lnC X
,

где X > 2, C ′
3 = C ′

3(C), R(X,d) = |Ad|−
ω(d)

d
X, ν(d) – число простых делителей натурального

числа d.
Условие 3) позволяет говорить о достаточной малости остаточного члена R(X,d).
Отметим, что если известна оценка суммы, содержащейся в остаточном члене, то можно

выбрать в одномерном решете Сельберга (в неравенстве d < ξ2) ξ2 подходящим образом. Это
можно обеспечить условием 3), так как можно выбрать ξ2 = Xα

lnC0 X
.

Усредненные оценки числа простых чисел в арифметических прогрессиях основаны на
использовании идей большого решета Ю. В. Линника. Обычно пользуются оценкой при d 6

XC , которую М. Б. Барбан (1965) доказал при C = 3/8− ε, А. Бомбьери и А. И. Виноградов
(1965) – при C = 1/2 − ε, где ε > 0 – произвольная постоянная. Несколько более слабую

форму этой оценки при d 6 X1/2

lnC X
доказал А. И. Виноградов [5].

Поставим задачу: осуществить выбор достаточно точного приближения числа элементов
в конечной последовательности Ad.

Задачу о выборе достаточно точного приближения числа элементов в последовательности
неприводимого полинома от простого аргумента рассматривал ранее Х.–Э. Рихерт [6].

Авторами для остаточного члена

R(x,d) = ||Ad| −
ρ1(d)

ϕ(d)
li x|,

где ρ1(d) – число решений сравнения F (m) ≡ 0(mod d) при (m,d) = 1, li x – интегральный

логарифм
(
li x =

x∫
2

du
ln u

)
, показано, что остаточный член достаточно мал в том смысле, что

выполнено условие на последовательность:

∑

d< x1/2

lnC0 x

µ2(d)3ν(d)|R(x,d)| 6 C ′
3

x

ln3x
.

Таким образом, функция
ρ1(d)

d
li x,
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где ρ1(d) – число решений сравнения F (m) ≡ 0(mod d) для (m,d) = 1, является приближением
для

|Ad| = |{F (p)| F (p) ≡ 0(mod d), p 6 x}|.
Теорема. Пусть последовательность A определена равенством (1), выполнены условия

1)–3), d ∈ N, d < x1/2

lnC0 x
, d свободно от квадратов, x – достаточно большое положительное

число. Тогда существует мультипликативная функция ω(d) такая, что ω(d)
d li x является

достаточно точным приближением в смысле условия 3) для числа элементов в последова-
тельности A, которые делятся на d.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Для числа |Ad| получим следующее равенство:

|Ad| =
∑

p6x
F (p)≡0 (mod d)

1 =
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

∑

p6x
p≡m (mod d)

1.

Сумма по m имеет ρ(d) членов. Если (m,d) > 1, то такой член не превосходит 1.
Рассмотрим отдельно суммы для (m,d) = 1 и (m,d) > 1:

|Ad| =
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

∑

p6x
p≡m (mod d)

1 +
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)>1

∑

p6x
p≡m (mod d)

1.

При (m,d) = 1 для первой суммы S1, где

S1 =
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

∑

p6x
p≡m (mod d)

1,

обозначим через π(x; d,m) внутреннюю сумму при (m,d) = 1 :

π(x; d,m) =
∑

p6x
p≡m (mod d)

1, (m,d) = 1.

Тогда получим, что
S1 =

∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

π(x; d,m),

|Ad| = S1 +Θρ(d) =
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

π(x; d,m) + Θρ(d),

где 0 6 Θ 6 1.

Обозначим через ρ1(d) число решений сравнения F (m) ≡ 0(mod d) для (m,d) = 1.

Сравним функции ρ1 и ρ. Имеем:

ρ1(d) =
∏

p|d
ρ1(p), µ(d) 6= 0,

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 3 95



Е. В. Вахитова, С. Р. Вахитова

а ρ1(p) – число решений сравнения F (m) ≡ 0 (mod p) при p 6 |m.
Тогда если m = 0 не является решением указанного сравнения, то ρ1(p) = ρ(p), если m = 0

является решением, то в ρ1(p) оно не учитывается, поэтому ρ1(p) = ρ(p) − 1. Так как m = 0
является решением тогда и только тогда, когда p|F (0), то

ρ1(p) =

{
ρ(p), p6 |F (0),
ρ(p)− 1, p|F (0).

Кроме того, известно (см. [3], гл. 15, §1, теорема 148, с. 128), что ρ(p) 6 g, если ρ(p) < p,
поэтому

ρ1(d) 6 ρ(d) 6 gν(d), µ(d) 6= 0,

если ρ(p) < p для всех p|d.
Таким образом, для числа |Ad| получим:

|Ad| =
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

(
li x

ϕ(d)
+ π(x; d,m) − li x

ϕ(d)

)
+Θρ(d) =

=
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

li x

ϕ(d)
+

∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

(
π(x; d,m)− li x

ϕ(d)

)
+Θρ(d),

где ϕ(n) – функция Эйлера (которая определяется как число натуральных чисел, не превос-
ходящих натурального числа n, и взаимно простых с n).

Обозначим через R(x,d) сумму:

R(x,d) =
∑

16m6d
F (m)≡0 (mod d)

(m,d)=1

(
π(x; d,m) − li x

ϕ(d)

)
+Θρ(d).

Тогда число |Ad| можно записать в виде:

|Ad| =
1

ϕ(d)
ρ1(d) li x+R(x,d).

Введем обозначение:

E(x,d) = max
26d6x

max
16m6d
(m,d)=1

∣∣∣∣π(x; d,m) − li x

ϕ(d)

∣∣∣∣.

Тогда
|R(x,d)| 6 ρ(d)(E(x,d) + 1).

Так как ρ(d) 6 gν(d), если µ(d) 6= 0, то получим

|R(x,d)| 6 gν(d)(E(x,d) + 1).

Поэтому можно выбрать

X = li x, ω(d) =
ρ1(d)

ϕ(d)
d, (2)
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так что функция ω(d) является мультипликативной и

ω(d)

d
X =

li x

ϕ(d)
ρ1(d).

О достаточной малости остаточного члена R(X, d) позволяет говорить выполнимость
условия 3) на последовательность. Сформулируем это условие: существуют постоянные
α (0 < α 6 1), C ′

3 > 1, C0 > 1, такие, что

∑

d<
Xα

lnC0 X

µ2(d)3ν(d)|R(X,d)| 6 C ′
3

X

lnC X
. (3)

Здесь X > 2, C ′
3 = C ′

3(C), R(X,d) = |Ad| −
ω(d)

d
X, ν(d) – число простых делителей натураль-

ного числа d.
Проверим выполнимость условия 3).
Рассмотрим сумму (3) из условия 3) с некоторыми постоянными α и C0, которые выберем

в дальнейшем. При достаточно большом X имеем:

∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)3ν(d)|R(X,d)| 6

6
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)3ν(d)gν(d)(E(X,d) + 1) =

=
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)(3g)ν(d)(E(X,d) + 1).

Поэтому получим ∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)3ν(d)|R(X,d)| 6

6
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)(3g)ν(d)E(X,d) +
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)(3g)ν(d) . (4)

Оценим отдельно каждую из полученных сумм в равенстве (4).

1. Так как d 6 X, то E(X,d) <<
X

d
, поэтому, обозначая первую сумму через Y1, получим:

Y1 =
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)(3g)ν(d)E(X,d) <<

<<
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)

d1/2
(3g)ν(d)E

1
2 (X,d) <<

<< X
1
2

( ∑

d<Xα

1

d
µ2(d)(3g)2ν(d)

) 1
2
( ∑

q < Xα

lnC0X

E(X,q)

) 1
2

.
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Для первой из полученных сумм получим

( ∑

d<Xα

1

d
µ2(d)(3g)2ν(d)

) 1
2

=

( ∑

d1...d(3g)2<Xα

µ2(d1 . . . d(3g)2)

d1 . . . d(3g)2

) 1
2

6

6

(( ∑

n<Xα

1

n

)(3g)2) 1
2

6

(
α ln X + 1

) 1
2
(3g)2

.

Для оценки второй суммы применим результат А. И. Виноградова [5], согласно которому
для любой положительной постоянной v существует положительная постоянная C,C = C(v),
такая, что ∑

d < X1/2

lnCX

E(X,d) = Ov(
X

lnvX
).

Отметим, что здесь запись Ov означает, что постоянная, входящая в определение символа
O, может зависеть от v.

Для получения необходимой оценки можно самое большее выбрать α = 1/2. Тогда при
v = 8 + (3g)2 получим, что существует постоянная C0 такая, что

( ∑

q < Xα

lnC0X

E(X,q)

) 1
2

=

(
Ov

(
X

lnvX

))1
2

= Og

(
X

1
2

ln4+
1
2
(3g)2X

)
.

Таким образом, для первой суммы Y1 получим

Y1 =
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)(3g)ν(d)E(X,d) <<

<< X
1
2 (α ln X + 1)

1
2
(3g)2 X

1
2

ln4+
1
2
(3g)2X

<<
X

ln4X
,

причем постоянная в символе << может зависеть только от g.
2. Оценим теперь вторую сумму из (4), обозначив ее через Y2. При α = 1

2 получим

Y2 =
∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)(3g)ν(d) 6
Xα

lnC0X

∑

d < Xα

lnC0X

µ2(d)(3g)ν(d)

d
=

=
Xα

lnC0X

∑

d1...d3g<
Xα

lnC0X

µ2(d1 . . . d3g)

d1 . . . d3g
6

Xα

lnC0X

( ∑

n< Xα

lnC0X

1

n

)3g

6
Xα

lnC0X

(
ln

Xα

lnC0X
+ 1

)3g

6

6 X1/2(
1

2
lnX + 1)3g <<

X

ln3X
.

Итак, при α = 1/2 существуют постоянные C ′
3 > 1 и C0 > 1 такие, что

∑

d < X
1
2

lnC0X

µ2(d)3ν(d)|R(X,d)| 6 C ′
3

X

ln3X
,

следовательно, условие (3) выполнено с α = 1/2.
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Таким образом, учитывая (2), получим, что существует мультипликативная функция ω(d),
такая, что ω(d)

d X(x), где X(x) = li x, является достаточно точным приближением числа
элементов в последовательности A, которые делятся на d.

Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Задачу о выборе достаточно точного приближения числа элементов в последователь-
ности значений неприводимого полинома от простого аргумента рассматривал ранее Х.–Э.
Рихерт [6]. В примере 1.2 работы [6] достаточно точное приближение ρ1(d)

d li x получено для

|Ad| = |{F (p)|F (p) ≡ 0(mod d), p 6 x}|

и остаточный член мал "в среднем"в смысле теоремы Бомбьери – Виноградова.
Авторами получено достаточно точное приближение ρ1(d)

d li x. При этом остаточный член
достаточно мал в том смысле, что выполнено условие на последовательность:

∑

d< x1/2

lnC0x

µ2(d)3ν(d)|R(x,d)| 6 C ′
3

x

ln3x
.

2. Отметим, что метод одномерного решета Сельберга с весами Бухштаба позволяет по-
лучить преимущества при выборе параметров весового решета. О сравнении методов решета
см. работу [7], а более подробно о методах решета с весами Бухштаба можно узнать из мо-
нографии [8].

3. Аналогичная задача, а именно, задача о выборе приближения числа элементов в после-
довательности значений неприводимого полинома от аргумента pq с ограничениями на p и q,
была рассмотрена ранее авторами в работе [9].
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