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Аннотация. Статья посвящена исследованию свойств нового класса весовых псевдо-
дифференциальных операторов с переменным символом. Псевдодифференциальные опе-
раторы, рассмотренные в статье, построены по специальному интегральному преобра-
зованию, переводящему производные с весом в операцию умножения. Потребность в та-
ких псевдодифференциальных операторах возникла при исследовании краевых задач для
вырождающихся дифференциальных уравнений. В статье доказана теорема об ограни-
ченности рассмотренных псевдодифференциальных уравнений в специальных функци-
ональных пространствах типа пространств С. Л. Соболева. Также доказана теорема о
композиции этих псевдодифференциальных операторов.
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ВВЕДЕНИЕ

При исследовании краевых задач для вырождающихся эллиптических уравнений одна из
главных трудностей связана с влиянием младших (в смысле теории регулярных эллипти-
ческих операторов) членов уравнения на постановку граничных задач и их коэрцитивную
разрешимость.

Вырождающиеся эллиптические уравнения второго порядка и граничные задачи для них
достаточно хорошо изучены. Фундаментальные результаты в этом направлении принадле-
жат М. В. Келдышу и О. А. Олейник [2]. Обобщенные решения вырождающихся эллип-
тических уравнений второго порядка впервые были рассмотрены в работах С. Г. Михлина
[3] и М. И. Вишика [4]. Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого
порядка (при “степенном” характере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и
В. В. Грушина [5] [6]. Затем ряд результатов для некоторых классов вырождающихся эллип-
тических уравнений высокого порядка был получен В. П. Глушко [7], [8], Х. Леопольдом [9],
С. З. Левендорским [10]. Отметим, что существенным условием работы [10] является условие
принадлежности основной весовой функции α(t) пространству C∞(R1).

Дальнейшее развитие теории коэрцитивной разрешимости вырождающихся уравнений по-
требовало развития теории псевдодифференциальных операторов. Одним из направлений
развития этой теории стало исследование весовых псевдодифференциальных операторов, по-
строенных по специальному интегральному преобразованию Fα, введенному в [11]. Исследо-
вание весовых псевдодифференциальных операторов с постоянным символом позволило до-
казать коэрцитивные априорные оценки и теоремы о существовании решений общих краевых
задач для вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (см. [11]). Изучение
новых классов весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом поз-
волило исследовать новые классы вырождающихся уравнений высокого порядка (см. [12],
[13]).

В настоящей статье получены теоремы об ограниченности и композиции нового класса
весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКИ ТЕОРЕМ

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, для которой α(+0) = α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0,

α(t) = const для t > d при некотором d > 0.
Следуя [11] введём интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1.1)

определенное первоначально, например, на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+). Преобразование (1.1)
связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством
Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], (1.2)

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) - функция, обратная к функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .
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Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√
2π ‖u‖L2(R1

+) . (1.3)

Это равенство позволяет расширить преобразование (1.1) до непрерывного преобразова-
ния, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2(R

1) и L2(R
1
+), а также рассмотреть

это преобразование на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким
образом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F−1

α обратное к
Fα преобразование, отображающее L2(R

1) на L2(R
1
+). Это преобразование можно записать в

виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Можно показать, что на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются соотношения

Fα[D
j
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, ..., где Dα,t =

1

i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Определение 1. Пространство Hs,α(R
n
+) (s – действительное число) состоит из всех функ-

ций v(x, t) ∈ L2(R
n
+), для которых конечна норма

‖v‖2s,α,p =
∫

Rn

(1 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη. (1.4)

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0, 1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6 c < ∞ при всех t ∈

[0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1[0,+∞) для некоторого s1 > 2N − |σ|, где

N > max
06p16l

{2p1 +
l − p1 +

3
2

ν
+ 1, σ + 1, σ +

l

2
}, l = 1, 2...,

σ — некоторое действительное число.
Заметим, что указанное выше число ν существует, если α(+0) = α′(+0) = 0.
С помощью преобразования (1.1) и преобразования Фурье Fx→ξ =

Fx1→ξ1Fx2→ξ2 ...Fxn−1→ξn−1 определим весовой псевдодифференциальный оператор по
формуле

K(σ)(t,Dx,Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[λ(t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]]. (1.5)

Определение 2. Будем говорить, что символ λ(t, ξ, η) весового псевдодифференциального
оператора K(σ)(t,Dx,Dα,t) принадлежит классу символов Sσ

α,ρ,δ(Ω), где Ω ⊂ R̄1
+, σ ∈ R1, 0 6

δ < ρ 6 1, если функция λ(t, ξ, η) является бесконечно дифференцируемой функцией по
переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1 . Причем, при всех j = 0, 1, 2, ..., l = 0, 1, 2, ...
справедливы оценки

|(α(t)∂t)j∂lηλ(t, ξ, η)| 6 cjl(1 + |ξ|+ |η|)σ−ρl+δj (1.6)

с константами cjl > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ K, где K ⊂ Ω - произвольный
отрезок.

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть K(p, t,Dx,Dα,t) и Q(p, t,Dx,Dα,t) — весовые псевдодифференциаль-

ные операторы с символами λ(t, ξ, η) и q(t, ξ, η), принадлежащими соответственно классам

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 3 61



А. Д. Баев, Н. И. Работинская

Sm1
α,ρ,δ(Ω) и Sm2

α,ρ,δ(Ω) (m1 и m2 — действительные числа), Ω ⊂ R̄1
+, 0 6 δ < ρ 6 1. Пусть вы-

полнено условие 1 при σ = max{m1,m2}. Тогда для любого N > 0 существует такое N1 > 0
и такой символ TN1(t, ξ, η) ∈ S−N

α,ρ,δ(Ω), что справедливо равенство

K(t,Dx,Dα,t)Q(p, t,Dx,Dα,t)−
N1−1∑

j=1

Rj(t,Dx,Dα,t) = TN1(t,Dx,Dα,t), (1.7)

где TN1(p, t,Dx,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с символом
TN1(t, ξ, η) ; Rj(t,Dx,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с символом

rj(t, ξ, η) =
1

j!
∂jηλ(t, ξ, η) · (α(t)∂t)jq(t, ξ, η). (1.8)

Теорема 2. Пусть λ(t, ξ, η) ∈ Sm
α,ρ,δ(Ω),m — действительное число. Пусть выполнено

условие 1 при σ = m. Тогда весовой псевдодифференциальный оператор K(t,Dx,Dα,t) для
любого действительного s есть ограниченный оператор из Hs+m,α(R

n
+) в Hs,α(R

n
+).

2. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ О КОМПОЗИЦИИ
ВЕСОВЫХ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Рассмотрим весовые псевдодифференциальные операторы вида

K(t, ξ,Dα,t)u(t) = F−1
α [λ(t, ξ, η)Fα[u]], (2.1)

Q(t, ξ,Dα,t)u(t) = F−1
α [q(t, ξ, η)Fα[u]] (2.2)

и рассмотрим композицию этих операторов.
Учитывая определение преобразования Fα, запишем оператор Q(t, ξ,Dα,t)u(t) в виде

Q(t, ξ,Dα,t)u =
1√
α(t)

F−1
η→τ [q(t, ξ, η)Fτ→η [

√
α(t) u(t)|t=ϕ−1(τ)]]τ=ϕ(t).

Тогда справедливо равенство

K(t, ξ,Dα,t)Q(t, ξ,Dα,t)u(t) =

=
1√
α(t)

F−1
η→τ [λ(ϕ

−1(τ), ξ, η)Fτ→η [F
−1
η→τ [q(ϕ

−1(τ), ξ, η)Fτ→η [uα(τ)]]]]τ=ϕ(t).

Из этого равенства выводим равенство

K(t, ξ,Dα,t)Q(t, ξ,Dα,t)u(t) =
1√
α(t)

K(τ, ξ,Dτ )Q(τ, ξ,Dτ )[uα(τ)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

, (2.3)

где
K(τ, ξ,Dτ )u(τ) = F−1

η→τ [λ(ϕ
−1(τ), ξ, η)Fτ→η [u(τ)]], (2.4)

t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

Определение 2.1. Будем говорить, что символ λ(τ, ξ, η) принадлежит при всех ξ ∈ Rn−1

классу символов Sm
ρ,δ(Ω1), где σ ∈ R1, 0 6 δ < ρ 6 1, m — действительное число, Ω1 ⊂ R1,

если функция λ(τ, ξ, η) принадлежит пространству C∞(Ω1) по переменной τ и пространству
C∞(R1) по переменной η. При этом для всех j, l = 0, 1, 2, ... справедливы оценки

∣∣∣∂jτ∂lηλ(τ, ξ, η)
∣∣∣ 6 cjl(1 + |ξ|2 + η2)

1
2
(m−ρl+δj) (2.5)
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при всех τ ∈ R1, ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1 с константами cjl > 0, не зависящими от τ, ξ, η.
Заметим, что справедливо равенство

(−α(t)∂t)jλ(t, ξ, η )|t=ϕ−1(τ) = ∂jτλ(ϕ
−1(τ), ξ, η). (2.6)

Из этого равенства и условия λ(t, ξ, η) ∈ Sm1
α,ρ,δ выводим оценки

∣∣∣∂jτ∂lηλ(ϕ−1(τ), ξ, η)
∣∣∣ 6 cj(1 + |ξ|2 + η2)

1
2
(m1−ρl+δj) (2.7)

с константами cj > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1.
Из (2.6) и (2.7) следует, что если λ(t, ξ, η) ∈ Sm1

α,ρ,δ, то

λ̃(τ, ξ, η) = λ(ϕ−1(τ), ξ, η) ∈ Sm1
ρ,δ . (2.8)

Обозначим через B∞ совокупность таких бесконечно дифференцируемых функций f(τ)
на R1, что f(τ)и все её производные ограничены на R1.

Назовем ядром оператора K(τ, ξ,Dτ ) функцию

k(τ, ξ, z) = F−1
η→z [λ(ϕ

−1(τ), ξ, η)]. (2.9)

По аналогии с работой [14] докажем следующее утверждение.
Лемма 2.1. Пусть λ(ϕ−1(τ), ξ, η) ∈ Sm

ρ,δ (m — действительное число), f(τ) ∈ B∞. Тогда
функция

h(τ, ξ, η) =

∞∫

−∞

k(τ, ξ, τ − y)e−i(y−τ)ξf(y)dy (2.10)

при η → ∞ допускает асимптотическое разложение

h(τ, ξ, η) =
∞∑

j=0

(i)j

j!
∂jηλ(ϕ

−1(τ), ξ, η) · f (j)(τ).

Здесь f (j)(τ) — производная порядка j от функции f(τ). При этом для любых N > 0 най-
дется N1 > 0, что функция

TN1(τ, ξ, η) = h(τ, ξ, η) −
N1−1∑

j=0

(i)j

j!
∂jηλ(ϕ

−1(τ), ξ, η) · f (j)(τ) (2.11)

принадлежит классу S−N
ρ,δ .

Доказательство. Заметим, что равенство (2.10) можно записать в виде

h(τ, ξ, η) =

∞∫

−∞

k(τ, ξ, z)f(τ − z)eizηdz. (2.12)

Разложив функцию f(τ−z) по формуле Тейлора в окрестности точки τ , получим равенство

f(τ − z) =

N1−1∑

j=0

1

j!
f (j)(τ)(−z)j + gN1(τ, z)z

N1 , (2.13)

где

gN1(τ, z) =
(−1)N1

(N1 − 1)!

1∫

0

f (N1)(τ − θz)(1− θ)N1−1dθ.
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Из (2.13) и (2.12), выводим равенство

h(τ, ξ, η) =

N1−1∑

j=0

∞∫

−∞

k(τ, ξ, z) · 1
j!
(−z)jf (j)(τ)eizηdz +

∞∫

−∞

k(τ, ξ, z)·gN1(τ, z)z
N1eizηdz. (2.14)

Так как
(−z)jk(τ, ξ, η) = (i)jF−1

η→z [∂
j
ηλ(ϕ

−1(τ), ξ, η)],

то из (2.14) получим равенство

h(p, τ, ξ, z) =

N1−1∑

j=0

∞∫

−∞

(i)j · 1
j!
F−1
η→z [∂

j
ηλ(p, ϕ

−1(τ), ξ, η)]f (j)(τ)eizηdz+

+

∞∫

−∞

k(p, τ, ξ, z)gN1(τ, z)z
N1eizηdz =

N1−1∑

j=0

(i)j

j!
∂jηλ(p, ϕ

−1(τ), ξ, η)f (j)(τ)+

+

+∞∫

−∞

k(p, τ, ξ, z)gN1(τ, z)z
N1eizηdz.

Отсюда следует, что

TN1(p, τ, ξ, η) =

∞∫

−∞

k(p, τ, ξ, z)gN1(τ, z)z
N1eizηdz. (2.15)

Обозначим kN1(τ, ξ, z) = k(τ, ξ, z) · zN1 . Тогда справедливо равенство

kN1(τ, ξ, z) = zN1F−1
η→z [λ(ϕ

−1(τ), ξ, η)] = F−1
η→z [(

1

i
∂η)

N1λ(ϕ−1(τ), ξ, η)]. (2.16)

Из (2.8), (2.15) и (2.16) при N1 > N +m выводим утверждение леммы 2.1.
Теорема 2.1. Пусть K(t, ξ,Dα,t) и Q(t, ξ,Dα,t) — весовые псевдодифференциальные опера-

торы с символами λ(t, ξ, η) и q(t, ξ, η), принадлежащими соответственно классам Sm1
α,ρ,δ(Ω)

и Sm2
α,ρ,δ(Ω)(m1,m2 — действительные числа). Ω ∈ R̄1

+. Пусть выполнено условие 1 при
σ = max{m1,m2}. Тогда для любого N > 0 существует такое N1 > 0 и такой символ
TN1(t, ξ, η) ∈ S−N

α , что справедливо равенство

K(t, ξ,Dα,t)Q(t, ξ,Dα,t)−
N1−1∑

j=1

Rj(t, ξ,Dα,t) = TN1(t, ξ,Dα,t), (2.17)

где TN1(t, ξ,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор вида (2.1) с символом
TN1(t, ξ, η).Rj(t, ξ,Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с символом

rj(t, ξ, η) =
1

j!
∂jηλ(t, ξ, η) · (α(t)∂t)jq(t, ξ, η). (2.18)

Доказательство. Пусть u(t) ∈ C∞
0 (R1

+), из определения весового псевдодифференциально-
го оператора выводим равенство

K(t, ξ,Dα,t)Q(t, ξ,Dα,t)u(t) =
1√
α(t)

K(τ, ξ,Dτ )Q(τ, ξ,Dτ )[uα(τ)] =

=
1

2π
√
α(t)

K(τ, ξ,Dτ )

∞∫

−∞

q(ϕ−1(τ), ξ, η)e−iτηũ(η)dη, (2.19)
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где ũ(η) = Fτ→η[uα(τ)].
Из этого равенства выводим равенство

K(t, ξ,Dα,t)Q(t, ξ,Dα,t)u(t) =
1

2π
√
α(t)

∞∫

−∞

[eiτξK(τ, ξ,Dτ )[q(ϕ
−1(τ), ξ, η)e−iτη]]e−iτξ · ũ(τ)dτ.

Из этого равенства следует, что символом оператора K(p, t, ξ,Dα,t)Q(p, t, ξ,Dα,t) яв-
ляется функция eiτξK(p, τ, ξ,Dτ )[q(p, ϕ

−1(τ), ξ, η)e−iτη ], которую можно представить, как
r(p, τ, ξ, η, η), где r(p, τ, ξ, η, y) =

∫
k(p, τ, ξ, τ − y)q(p, ϕ−1(τ), ξ, η)e−i(y−τ)ξdy.

Утверждение теоремы 2.1 следует теперь из леммы 2.1.
Утверждение теоремы 1 непосредственно вытекает теперь из теоремы 2.1.

3. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ
ВЕСОВЫХ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Заметим, что справедливо равенство

‖K(t, ξ,Dα,t)u(t)‖2L2(R1
+) =

=
∥∥F−1

η→τ [λ(ϕ
−1(τ), ξ, η)Fτ→η [uα(τ)]]

∥∥2
L2(R1)

= ‖K(τ, ξ,Dτ )uα(τ)‖2L2(R1) . (3.1)

Таким образом, норма оператора K(t, ξ,Dα,t) в пространстве L2(R
1
+) равна норме опера-

тора K(τ, ξ,Dτ ), определённого в (2.4), в пространстве L2(R
1).

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 3.1. Пусть λ(t, ξ, η) ∈ S0

α,ρ,δ(Ω), Ω ⊂ R̄1
+. Пусть выполнено условие 1 при σ = 0.

Тогда существует такая константа c > 0, не зависящая от t, ξ,u, что для любой функции
u(t) ∈ C∞

0 (R1
+) справедлива оценка

‖K(t, ξ,Dα,t)u‖L2(R1
+) 6 c ‖u‖L2(R1

+) (3.2)

Доказательство. Докажем вначале теорему 3.1 при следующем дополнительном предполо-
жении. Будем считать, что λ(ϕ−1(τ), ξ, η) = 0 при |τ − a| > A, где A > 0 — некоторое число,
a ∈ R1.

Рассмотрим равенство

f(τ) =

∞∫

−∞

e−iτηλ(ϕ−1(τ), ξ, η)Fτ→η [uα(τ)]dη.

Перейдем в этом равенстве к преобразованию Фурье, получим равенство

f̃(z) =

∞∫

−∞

λ̃1(z − η, ξ, η)ũα(η)dη, (3.3)

где λ1(τ, ξ, η) = λ(ϕ−1(τ), ξ, η), λ̃1(z, ξ, η) = Fτ→z[λ1(τ, ξ, η)], ũα(η) = Fτ→η[uα(τ)].
С помощью интегрирования по частям в интеграле

λ̃1(z, ξ, η) =

∞∫

−∞

eiτzλ1(τ, ξ, η)dτ
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легко устанавливается, что с некоторыми константами c > 0 выполняются неравенства

∞∫

−∞

∣∣∣λ̃1(z − η, ξ, η)
∣∣∣dη 6 c

∫
dη

(1 + |η|)2 ;
∞∫

−∞

∣∣∣λ̃1(z − η, ξ, η)
∣∣∣dz 6 c

∫
dz

(1 + |z|)2 .

Отсюда и из (3.3) получаем оценку
∥∥∥f̃(z)

∥∥∥
L2(R1)

6 c ‖uα(τ)‖L2(R1) . (3.4)

Заметив, что
‖uα(τ)‖L2(R1) = ‖u(t)‖L2(R1

+) , (3.5)

получаем из (3.4) утверждение теоремы 3.1 при дополнительном предположении.
Докажем теорему 3.1 в общем случае. Выберем некоторое A > 0 и установим, что для

любого a ∈ R1 справедливо неравенство

∫

|τ−a|6A

|K(τ, ξ,Dτ )uα(τ)|2dτ 6 c{
∫

|τ−a|63A

|uα(τ)|2 dτ+
∫

|τ−a|6A

(

∞∫

−∞

g(τ − y) |u(y)| dy)2dτ}, (3.6)

где g(z) = (1 + |z|)−2. Константа c не зависит от выбора функции u(t) ∈ C∞
0 (R1

+) и a ∈ R1.
Пусть ϕ(τ) — такая основная функция с носителем в шаре |τ | 6 3A, что ϕ(τ) = 1 в шаре
|τ | 6 2A, причём, |ϕ(τ)| 6 1. Тогда для оператора ϕ(τ − a)K(τ, ξ,Dτ ) символ равен нулю при
|τ − a| > 3A и мы можем воспользоваться доказанной выше оценкой:

‖ϕ(τ − a)K(τ, ξ,Dτ )vα(τ)‖L2(R1) 6 c ‖vα(τ)‖L2(R1) = c ‖v(t)‖L2(R1
+) , (3.7)

причём из предыдущих рассуждений видно, что c не зависит от v(t) ∈ C∞
0 (R1

+)и a ∈ R1.
Обозначим f(τ) = K(τ, ξ,Dτ )uα(τ) и заметим, что при |τ − a| 6 2A справедливо равенство

f(τ) = ϕ(τ − a)K(τ, ξ,Dτ )[ϕ(τ − a)uα(τ)] +K(τ, ξ,Dτ )[(1 − ϕ(τ − a))uα(τ)].

Из неравенства (3.7) выводим неравенство

‖ϕ(τ − a)K(τ, ξ,Dτ )[ϕ(τ − a)uα(τ)]‖L2(R1) 6 c ‖ϕ(τ − a)uα(τ)‖L2(R1) ,

следовательно
∫

|τ−a|6A

|λ(τ, ξ,Dτ )[ϕ(τ − a)uα(τ)]|2dτ 6 c

∫

|τ−a|63A

|uα(τ)|2 dτ. (3.8)

Так как 1− ϕ(τ − a)=0 в шаре |τ − a| 6 2A, то

K(τ, ξ,Dτ )[(1− ϕ(τ − a))uα(τ)] =

∫

|y−a|>2A

k(τ, ξ, τ − y)(1− ϕ(y − a))uα(y)dy,

где k(τ, ξ, z) — ядро псевдодифференциального оператора K(τ, ξ,Dτ ), определенное в (2.9).
Из условия λ(ϕ−1(τ), ξ, η) ∈ Sm

ρ,δ выводим

|K(τ, ξ,Dτ )[(1− ϕ(τ − a))uα(τ)]| 6 c

∞∫

−∞

(1 + |τ − y|)−2 |u(y)| dy. (3.9)
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Неравенство (3.6) получается теперь из неравенств (3.8) и (3.9).
Чтобы закончить теперь доказательство теоремы, достаточно в неравенстве (3.6) выбрать

A = 1 и просуммировать неравенства (3.6) по всем a, принадлежащим множеству целых чи-
сел. Так как отрезки |τ − a| 6 1 покрывают все R1, причем, каждая точка τ ∈ R1 принадле-
жит не более чем двум таким отрезкам, то получим, что с некоторой константой выполняется
неравенство

∞∫

−∞

|P (τ, ξ,Dτ )uα(τ)|2 dτ 6 c(

∞∫

−∞

|uα(τ)|2dτ +
∞∫

−∞

(

∞∫

−∞

(1 + |τ − y|)−2 |uα(y)| dy)2dτ).

Остается заметить, что

∞∫

−∞

(

∞∫

−∞

(1 + |τ − y|)−2 |uα(y)| dy)2dτ) 6 c

∞∫

−∞

|uα(τ)|2 dτ = c

∞∫

0

|u(t)|2 dt. (3.10)

Теорема 3.2. Пусть λ(t, ξ, η) ∈ Sm
α,ρ,δ(Ω) (m — действительное число), Ω ⊂ R̄1

+.
Пусть выполнено условие 1 при σ = m. Тогда весовой псевдодифференциальный оператор
K(t, ξ,Dα,t) для любого действительного s есть ограниченный оператор из Hs+m,α(R

1
+) в

Hs,α(R
1
+).

Доказательство. Из (3.1) вытекает, что для доказательства теоремы достаточно дока-
зать, что оператор K(τ, ξ,Dτ ), определённый в (2.4), является ограниченным оператором
из Hs+m(R1) в Hs(R

1).
Обозначим через Λs(Dτ ) псевдодифференциальный оператор вида

Λs(Dτ )uα(τ) = F−1
η→τ [(1 + η2)

s
2Fτ→η[uα(τ)]]. (3.11)

Заметим, что для функции u(t) ∈ C∞
0 (R1

+) справедливо равенство

‖K(τ, ξ,Dτ )uα(τ)‖s =
∥∥Λs(Dτ )K(τ, ξ,Dτ )Λ

−m−s(Dτ )v(τ)
∥∥
L2(R1)

, (3.12)

где v(τ) = Λs+m(Dτ )uα(τ), ‖·‖s — норма в пространстве Hs(R
1), зависящая от параметра p.

Из теоремы 2.1 следует, что Λs(Dτ )K(τ, ξ,Dτ )Λ
−m−s(Dτ ) есть псевдодифференциальный

оператор с символом из класса S0
ρ,δ. Таким образом, из (3.12) в силу теоремы 3.1 получим

‖P (τ, ξ,Dα,t)u‖s,α = ‖P (τ, ξ,Dτ )uα(τ)‖s 6 c ‖v(τ)‖L2(R1) 6 c ‖u(t)‖s+m,α .

Теорема 3.2 доказана.
Теорема 2 вытекает теперь из теоремы 3.2, если воспользоваться равенством Парсеваля и

равенством (1.3).
Утверждения, аналогичные теоремам 1 и 2, для весовых псевдодифференциальных опе-

раторов с переменным символом из класса Sσ
α,ρ,δ(Ω) в случае ρ = 1, δ = 0 доказаны в [12],

[13], в случае ρ = 1, δ ∈ [0; 1) доказаны [15], а в случае переменного символа, зависящего еще
от комплексного параметра доказаны в [16]. [17].
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