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Аннотация. В данной работе на основе закона сохранения энергии в точном виде по-
лучены выражения для потенциальной энергии классической частицы по известной сте-
пенной или линейной зависимости периода одномерного финитного движения частицы от
ее полной механической энергии. Также найдены выражения для потенциальной энергии
частицы в случае заданной степенной или линейной зависимости периода от амплитуды
колебаний частицы. Рассмотрены условия применимости полученных аналитических вы-
ражений, а также проведено сравнение результатов с известной потенциальной энергией в
частном случае гармонических колебаний частицы, когда период ее колебаний не зависит
ни от энергии, ни от амплитуды.

Ключевые слова: одномерное финитное движение, потенциальная энергия во внеш-
нем поле, неизохронность, нелинейные колебания.
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Abstract. In this paper on the basis of the law of conservation of energy expressions for
the potential energy of a classical particle from the known power-law or linear dependence of
the period of one-dimensional finite movement of a particle on its total mechanical energy are
precisely received. Expressions for the potential energy of a particle in case of the given power-
law or linear dependence of the period of oscillation on amplitude are also found. Conditions
of applicability of the received analytical expressions are considered, and also comparison of
results with the known potential energy in the particular case of simple harmonic oscillations of
a particle when the period of oscillation does not depend neither on energy, nor on amplitude
is carried out.
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Определение потенциальной энергии частицы. . .

ВВЕДЕНИЕ

При исследовании многих теоретических и прикладных задач классической механики [1],
а также других разделов физики [2], возникает необходимость определения зависимости пе-
риода или частоты колебаний от полной энергии частицы (или той или иной нелинейной
системы), совершающей финитное классическое движение в некотором внешнем потенциаль-
ном поле. Однако иногда требуется решать обратную задачу – задачу нахождения заранее
неизвестной потенциальной энергии частицы, совершающей финитное движение в некото-
ром – зачастую достаточно сложном – поле, по известной (или из экспериментальных дан-
ных, или из каких-либо теоретических обоснований) зависимости периода или частоты такого
движения от полной механической энергии частицы. В общем виде для произвольной энер-
гетической зависимости периода такая обратная задача не имеет готового решения, однако
его можно получить в определенных частных случаях. В настоящей работе найдено точное
решение такой задачи в случае известной степенной зависимости периода финитного движе-
ния частицы от ее полной энергии как наиболее распространенной для описания нелинейной
взаимосвязи периода и энергии в нелинейных колебательных системах, а также точное ре-
шение задачи при нулевом и первом приближениях разложения энергетической зависимости
периода частицы в степенной ряд [1], [2].

Также известно, что в классической механике гармонические колебания частицы или ли-
нейной колебательной системы обладают свойством изохронности, т. е. период таких колеба-
ний не зависит от амплитуды. Однако изохронность гармонических колебаний имеет место
до тех пор, пока выполнено требование малости таких колебаний, т. е. когда можно ограни-
читься лишь квадратичным членом в разложении потенциальной энергии частицы в ряд. В
остальных ситуациях, а также в случае сложных и порой неизвестных потенциальных по-
лей изохронность нарушается, что является свойством многих нелинейных колебательных
систем, – иначе говоря, появляется зависимость периода колебаний от амплитуды, причем
вид этой зависимости для разных внешних полей, очевидно, различная. Поэтому в данной
работе также получено точное решение задачи нахождения потенциальной энергии части-
цы, совершающей колебательное движение во внешнем поле, в случае известной степенной
амплитудной зависимости периода колебаний частицы, также имеющей место для многих
нелинейных колебательных систем [1], [2]. Кроме этого, как и в случае энергетической зави-
симости периода, найдено решение задачи при известной зависимости периода от амплитуды
в нулевом и первом приближениях разложения такой зависимости в ряд.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим классическую частицу массой m, которая может совершать финитное движе-
ние во внешнем поле с потенциальной энергией U(x) и с полной механической энергией E
(E > 0). Будем в дальнейшем везде предполагать, что U(x) – монотонно возрастающая при
x > 0 функция, график которой симметричен относительно оси ординат, причем U(0) = 0.
Тогда, предполагая отсутствие диссипативных сил, в силу закона сохранения энергии будем
иметь

mẋ2

2
+ U(x) = E.

Проинтегрируем это уравнение, разделяя переменные, в результате получим выражение,
связывающее период финитного движения T (E) и потенциальную энергию U(x) частицы в
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виде

T (E) = 2
√
2m

x0(E)∫

0

dx√
E − U(x)

, (1)

где x0(E) – точка поворота, являющаяся корнем уравнения U(x0) = E.
В [3], решая интегральное уравнение (1) относительно неизвестной функции U(x) в случае

ее симметричного относительно оси ординат графика, была получена интегральная форму-
ла, связывающая координату и потенциальную энергию частицы по заданной зависимости
периода колебаний от энергии:

x(U) =
1

2π
√
2m

U∫

0

T (E)dE√
U − E

. (2)

Таким образом, вычислив интеграл в (2) по известной энергетической зависимости периода
и разрешив полученное выражение относительно функции U(x), можно определить искомую
потенциальную энергию частицы.

Рассмотрим решение поставленной задачи в нижеследующих случаях заданной зависимо-
сти периода финитного движения частицы как от энергии, так и от амплитуды колебаний.

I СЛУЧАЙ: СТЕПЕННАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПЕРИОДА ОТ ЭНЕРГИИ

Будем считать, что известна степенная зависимость периода финитного движения частицы
от ее полной энергии:

T (E) = T0E
n, (3)

где T0 – постоянный коэффициент пропорциональности, который только при n = 0 численно
совпадает с периодом гармонических колебаний, т. е. в том случае, когда период не зависит
от энергии колеблющейся частицы.

Вычисление интеграла в (2) с учетом (3), используя метод замены переменной, приводит
к следующему результату

U∫

0

T0E
ndE√

U − E
= T0U

n+1/2B(1/2, n+ 1), (4)

где B(z, w) – бета-функция, определенная только при положительных аргументах [4]. Поэто-
му, очевидно, полученный результат справедлив лишь при условии n > −1.

Подставляя результат интегрирования (4) в (2), получим функцию x(U) в следующем виде

x(U) =
T0

2
√
2πm

Γ(n+ 1)

Γ (n+ 3/2)
Un+ 1

2 , (5)

где Γ(n) – гамма-функция, через которую мы выразили полученную выше бета-функцию
согласно формуле связи обеих этих функций [4].

Наконец, находя из (5) обратную функцию U(x), приходим к точному виду потенциальной
энергии частицы при известной степенной зависимости периода ее финитного движения от
полной энергии:

U(x) =

(
2
√
2πm

T0

Γ(n+ 3/2)

Γ(n+ 1)
x

) 2
2n+1

. (6)

36 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 3



Определение потенциальной энергии частицы. . .

Для того чтобы частица могла совершать финитное движение, необходимо, чтобы сим-
метричная относительно оси ординат функция U(x) была возрастающей при x > 0, а значит,
наш полученный результат будет верен лишь при условии n > −1/2.

В частности, при n = 0, т. е. когда T (E) = T0 = const, получим известный [3] вид потен-
циальной энергии частицы, совершающей гармонические колебания с периодом T0:

U(x) =
kx2

2
, (7)

где k имеет смысл коэффициента квазиупругой силы, действующей на частицу, который, как
следует из (6), связан с периодом колебаний и массой частицы также известным простым
соотношением: k = 4π2m

T 2
0

.

Во всех остальных возможных случаях финитного движения (n > −1/2) потенциальная
энергия частицы имеет более сложный вид и может быть записана следующим образом:

U(x) = knx
2

2n+1 , (8)

где введено обозначение для коэффициента

kn =

(
2
√
2πm

T0

Γ(n+ 3/2)

Γ(n+ 1)

) 2
2n+1

. (9)

II СЛУЧАЙ: ЭНЕРГЕТИЧЕСКАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПЕРИОДА
В ЛИНЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Для начала будем считать, что известна следующая зависимость периода финитного дви-
жения частицы от ее полной энергии T (E):

T (E) = T0 + γEn, (10)

где T0, γ и n – постоянные.
Тогда вычисляя интеграл в (2) с учетом (10) и результата интегрирования (4), получим

функцию x(U) в следующем виде

x(U) =
1

2π
√
2m

(
2T0U

1
2 +

√
πγ Γ(n+ 1)

Γ (n+ 3/2)
Un+ 1

2

)
. (11)

Разрешая выражение (11) относительно неизвестной функции U(x), в данном случае при-
ходим к следующему уравнению для нахождения потенциальной энергии частицы:

Un+1/2 + aU1/2 − bx = 0, (12)

где для краткости введены следующие обозначения:

a =
2T0Γ(n+ 3/2)√
π γΓ(n+ 1)

, b =
2
√
2πmΓ(n+ 3/2)

γΓ(n+ 1)
.

Очевидно, что для любого возможного действительного числа n уравнение (12) не имеет
решения в явном виде. Анализ этого уравнения показал, что можно найти точное решение
только в некоторых частных случаях. Например, при n = 1/2, т. е. при зависимости T (E) =
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T0 + γ
√
E, в ходе решения уже, очевидно, квадратного уравнения (12) получим следующее

точное выражение для потенциальной энергии частицы:

U(x) =
4
√
2m

γ
x+

8T 2
0

π2γ2


1−

√
1 +

π2γ
√
2m

T 2
0

x


 . (13)

Далее рассмотрим решение уравнения (12) при n = 1, таким образом, будем искать потен-
циальную энергию частицы при заданной зависимости периода финитного движения частицы
от ее полной энергии в линейном приближении:

T (E) = T0 + γE. (14)

В результате при n = 1 придем к кубическому уравнению канонического вида

y3 + ay − bx = 0,

где для удобства введена новая переменная y = U1/2.
Воспользовавшись формулой Кардано [5] для решения подобных уравнений, в результате

получим точное вещественное решение для потенциальной энергии частицы при известной
линейной зависимости периода ее движения от полной энергии в виде

U(x) =
(

3
√
αx+ β(x)− 3

√
β(x)− αx

)2
, (15)

где для краткости введены обозначения: α =
3π

√
2m

4γ
, β(x) =

√
α2x2 +

(
T0
2γ

)3

. Легко прове-

рить, что функция (15) является возрастающей при x > 0 и удовлетворяет условию U(0) = 0.
Отметим также, что в нулевом приближении T (E) = T0, т. е. когда период финитного дви-
жения частицы не зависит от ее энергии, из формулы (11) следует более простое выражение
для функции x(U):

x(U) =
T0
π

√
U

2m
,

после чего легко найти потенциальную энергию частицы в том же известном виде (7). Такой
же результат можно получить и из формулы (15) при условии стремления постоянной γ к
нулю.

Также отметим, что учет квадратичного члена, наряду с линейным, в разложении энерге-
тической зависимости периода движения частицы (14) приводит к алгебраическому уравне-
нию пятой степени, которое, согласно теореме Абеля [5], уже неразрешимо явно в радикалах,
поэтому решение поставленной задачи в таком случае возможно лишь численными методами.

III СЛУЧАЙ: СТЕПЕННАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПЕРИОДА
ОТ АМПЛИТУДЫ

Рассмотрим теперь решение поставленной задачи в случае, когда известна амплитудная
зависимость периода колебаний частицы в виде

T (A) = T0A
ν , (16)

где T0 — постоянный коэффициент пропорциональности, который только при ν = 0 численно
совпадает с периодом гармонических колебаний, т. е. в том случае, когда период не зависит
от амплитуды A.
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Решение такой задачи можно свести к поиску решения нелинейного сингулярного инте-
грального уравнения (1) относительно неизвестной функции U(x), однако такое решение за-
труднительно [6], поэтому поступим более простым образом – будем основываться на получен-
ном решении в выше рассмотренном первом случае. А именно: используя условие E = U(A)
и формулы (3), (6) и (16), после небольших преобразований можно получить точное выраже-
ние для потенциальной энергии частицы при известной степенной зависимости (16) периода
ее колебаний от амплитуды в следующем виде

U(x) =
8πm

T 2
0

(
Γ(µ + 1/2)

Γ(µ)

)2

x2−2ν , (17)

где для краткости записи введено обозначение µ = 2−ν
2−2ν .

Так же, как и в первом случае, проанализируем: для того чтобы частица могла совершать
колебательное движение, необходимо, чтобы рассматриваемая функция потенциальной энер-
гии (17) была возрастающей при x > 0, а значит, полученный результат будет верен лишь
при условии ν < 1.

Отметим, что в частном случае n = 0, т. е. когда период колебаний не зависит от ам-
плитуды (T (E) = T0), получаем снова известный вид (7) потенциальной энергии частицы,
совершающей гармонические колебания с периодом T0.

IV СЛУЧАЙ: АМПЛИТУДНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПЕРИОДА
В ЛИНЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Пусть задана амплитудная зависимость периода колебаний частицы в линейном прибли-
жении

T (A) = T0 + λA, (18)

где T0 и λ – постоянные величины.
Для нахождения решения поставленной задачи в этом случае воспользуемся полученным

результатом (13) для потенциальной энергии частицы при известной зависимости периода
энергии в виде

T (E) = T0 + γ
√
E. (19)

Теперь будем считать амплитудные (или же энергетические) поправки к периоду T0 ма-
лыми или, точнее говоря, пусть для функции (13) выполнено условие: π2γ

√
2mA

/
T 2
0 << 1.

Тогда, раскладывая функцию (13) в ряд, получим приближенное выражение для потенци-
альной энергии в виде

U(x) ≈ kx2

2
−

√
2γk2x3

16
√
m

, (20)

где введено уже использовавшееся обозначение k = 4π2m
T 2
0

.

Согласно полученному выражению (20), условию E = U(A) и формулам (18), (19), по
аналогии с тем, как это было сделано в предыдущем случае, можно получить приближен-
ное выражение для потенциальной энергии частицы при известной линейной зависимости
периода ее колебаний от амплитуды в следующем виде

U(x) ≈ kx2

2
− λk3/2x3

8
√
m

. (21)

Наличие второго слагаемого в (21) явно свидетельствует об ангармоничности колебаний в
случае амплитудной зависимости периода (18). Также подчеркнем, что выражение (21) полу-
чено в первом приближении малости отношения π2γ

√
2mA

/
T 2
0 , что, как нетрудно проверить,
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также эквивалентно условию малости отношения λA/T0, т. е. когда линейно зависящая от
амплитуды поправка к периоду колебаний T0 в выражении (18) считается малой. При этом
очевидно, что в случае строгого равенства нулю постоянной λ из (21) получим известный вид
(7) потенциальной энергии в случае гармонических колебаний частицы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, исходя из закона сохранения энергии классической частицы, совершающей
одномерное движение во внешнем потенциальном поле, получили решение задачи о нахож-
дении ее потенциальной энергии по различным заданным энергетическим или амплитудным
зависимостям периода финитного движения. Если задана степенная зависимость (3) пери-
ода от энергии, то выражение для потенциальной энергии частицы представимо в точном
виде (6), если задана энергетическая зависимость периода в линейном приближении (14), то
точное решение для потенциальной энергии имеет вид (15). В том случае, когда известна
степенная зависимость периода от амплитуды колебаний (16), потенциальная энергия части-
цы представима в точном виде (17), в случае же зависимости периода колебаний частицы
от амплитуды, заданной в линейном приближении (18), получено приближенное выражение
(21) для потенциальной энергии частицы.
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