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Аннотация. Методом подобных операторов изучаются спектральные свойства одно-
мерного оператора Шрёдингера, определяемого краевыми условиями Дирихле. Получены
асимптотические формулы для собственных значений, которые уточняют все известные
результаты об асимптотике этого оператора. Изучено асимптотическое поведение полу-
группы операторов, генератором которой является взятый со знаком минус оператор
Шрёдингера. Также получены оценки отклонений спектральных проекторов и оценки
равносходимости спектральных разложений.
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SPECTRAL PROPERTIES OF 1D SCHRÖDINGER
OPERATOR
D. M. Polyakov

Abstract. We study spectral properties of 1D Schrödinger operator with Dirichlet
boundary conditions by method of similar operators. We obtain the asymptotic of eigenvalues
for this operator, which is specified all known results on asymptotic of 1D Schrödinger operator.
We study asymptotic behavior the semigroup generated by opposite Schrödinger operator. Also
we obtain estimates for spectral projections and estimates for spectral decompositions.

Keywords: 1D Schrödinger operator, method of similar operators, asymptotic of
eigenvalues, spectrum, spectral projection.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть L2[0, ω], ω > 0, — гильбертово пространство функций суммируемых с квадратом

модуля со скалярным произведением вида (x, y) = 1
ω

ω∫
0

x(τ)y(τ) dτ , x, y ∈ L2[0, ω]. Через

W 2
2 [0, ω] обозначим пространство Соболева {x ∈ L2[0, ω] : x′ абсолютно непрерывна, x′′ ∈

L2[0, ω]}.
Рассмотрим оператор S : D(S) ⊂ L2[0, ω] → L2[0, ω], порожденный на промежутке [0, ω]

дифференциальным выражением вида

s(y) = −y′′ − vy, v ∈ L2[0, ω].

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (про-
екты № 16–31–00027, № 15–31–20241)

c© Поляков Д. М., 2016

146 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 2



Спектральные свойства одномерного оператора Шрёдингера

Область определения задается краевыми условиями Дирихле D(S) = {y ∈ W 2
2 [0, ω] : y(0) =

y(ω) = 0}. Если v = 0, то оператор второго порядка S мы будем обозначать через S0. Оператор
V является оператором умножения на потенциал v с областью определения D(V ) = {y ∈
L2[0, ω] : vy ∈ L2[0, ω]}.

Оператор S0 является хорошо изученным оператором с известными спектральными свой-
ствами. Спектр σ(S0) и собственные функции оператора S0 имеют следующий вид:
σ(S0) = {λn, n ∈ N}, где λn = (πnω )2; соответствующее собственное подпространство имеет

вид En = Span{en}, где en(t) =
√
2 sin πn

ω t, n ∈ N, t ∈ [0, ω].
Предполагается, что потенциал v принадлежит гильбертову пространству L2[0, ω] и всюду

используется его разложение в ряд Фурье:

v(t) =
√
2

∞∑

k=1

vk sin
πk

ω
t, t ∈ [0, ω].

Пусть Pn, n ∈ N, — ортогональный проектор Рисса, построенный по одноточечному мно-
жеству {λn}. Для любого x ∈ L2[0, ω] этот проектор определяется следующим образом:

Pnx = (x, en)en, n ∈ N.

Спектральному анализу одномерного оператора Шрёдингера посвящено очень большое
количество работ. Замечательный обзор результатов был приведен П. Джаковым и Б. С. Ми-
тягиным в [1]. В нем устанавливалась взаимосвязь между асимптотическим поведением соб-
ственных значений оператора S с периодическими и антипериодическими краевыми услови-
ями и асимптотикой длин лакун этого оператора. Для установления более точных оценок
длин спектральных лакун использовалась асимптотика собственных значений оператора S с
краевыми условиями Дирихле. Формулы для асимптотики собственных значений дифферен-
циальных операторов, определяемых регулярными краевыми условиями на конечном проме-
жутке, приведены в монографии [2, гл. 2, §9]. В монографии [3, гл. 1, §5, Теорема 1.5.1] были
приведены уточненные асимптотические формулы для дифференциального оператора вто-
рого порядка с вещественным потенциалом, который принадлежит пространству Соболева
W n

2 [0, π], и определяется краевыми условиями Дирихле и Неймана-Дирихле. Также отметим
работы [4], [5], в которых была получена асимптотика собственных значений для оператора
S, где потенциал q принадлежит пространствам W θ−1

2 [0, 1], θ ∈ [0, 1].
Оператор S с вещественным негладким потенциалом был изучен в статье [6]. В ней приво-

дилась асимптотика собственных значений и формула следа. Позднее в работе [7] была полу-
чена асимптотика собственных значений для дифференциального оператора четного порядка
с вещественным негладким потенциалом. Результаты статьи [7] в частном случае согласуются
с результатами [6].

Основным методом исследования является метод подобных операторов. Мы придержива-
емся здесь аксиоматического подхода к изложению метода подобных операторов, развивае-
мого в работах [8] – [12].

СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Базовым понятием метода подобных операторов лежит понятие подобных операторов.
Хорошо известно, что они обладают рядом совпадающих спектральных свойств [10, Лемма 1].
Нашей основной задачей является сведение изучения оператора S к изучению подобного
ему оператора, более удобного для исследования. Всюду далее, для краткости, гильбертово
пространство L2[0, ω] будет обозначаться через H.

Согласно схеме метода подобных оператора сначала необходимо построить допустимую
тройку, состоящую из пространства допустимых возмущений U, а также двух трансформа-
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торов (линейных операторов в пространстве линейных операторов) Jm и Γm (см. [10, Опре-
деление 2]).

В качестве пространства допустимых возмущений U будет выступать идеал операторов
Гильберта-Шмидта. Следуя [13], мы напомним, что оператор X ∈ EndH является опера-

тором Гильберта- Шмидта, если конечна величина
( ∞∑
n,j=1

|(Xen, ej)|2
) 1

2 для некоторого ор-

тонормированного базиса {ej , j > 1} из H. Она не зависит от выбора ортонормированного
базиса и совпадает с нормой Гильберта-Шмидта ‖X‖2 этого оператора.

Трансформаторы J : U → U и Γ : U → U на любом операторе X ∈ U определим следующи-
ми равенствами

JX =

∞∑

n=1

PnXPn, ΓX =

∞∑

n,j=1
n 6=j

PnXPj
λn − λj

.

Для каждого m ∈ N определим трансформаторы Jm : U → U, Γm : U → U следующим
образом

JmX = J(X − P(m)XP(m)) + P(m)XP(m), ΓmX = Γ(X − P(m)XP(m)), X ∈ U,

где P(m) =
m∑
l=1

Pl. Таким образом, допустимая тройка (U, Jm,Γm) построена.

Так как оператор V не принадлежит пространству U, то необходимо сделать предвари-
тельное преобразование подобия (см. [12, § 3]). Имеют место следующие две леммы.

Лемма 1. Оператор S подобен оператору S0 −B, где B принадлежит U.

Лемма 2. Оператор S0−B подобен оператору S0−JmX∗, где оператор X∗ ∈ U есть решение
уравнения

X = BΓmX − (ΓmX)(JmB)− (ΓmX)Jm(BΓmX) +B, (1)

рассматриваемого в U. Решение этого уравнения можно найти методом простых итера-
ций, полагая X0 = 0, X1 = B и т. д.

Лемма 1 посвящена предварительному преобразованию подобия, а в лемме 2 использу-
ется традиционный вариант метода подобных операторов, изложенный в [10, § 2]. Отметим,
что спектр оператора S0 − JmX∗ легко вычисляется (для этого используется уравнение (1)).
Учитывая что подобные операторы обладают рядом совпадающих спектральных свойств,
получаем что из лемм 1 и 2 будут следовать все основные результаты.

Мы введем следующую последовательность

α(n) =

( ∑

16p6n

|vn−p|2
p2

) 1
2

, n ∈ N.

Отметим, что эта последовательность суммируема с квадратом модуля. Теперь мы готовы
сформулировать основные результаты.

Теорема 1. Оператор S является оператором с компактной резольвентой. Его спектр
допускает представление вида

σ(S) = σ(m)

⋃( ⋃

n>m+1

σn

)
, (2)
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где σ(m) — конечное множество с числом точек, не превосходящим m, а множества σn =

{λ̃n}, n > m+ 1, одноточечны. Собственные значения λ̃n, n > m+ 1, представимы в виде

λ̃n =

(
πn

ω

)2

− 1

ω

ω∫

0

v(t) dt+
1

ω

ω∫

0

v(t) cos
2πn

ω
t dt+ η(n), n > m+ 1, (3)

где последовательность η : {n ∈ N | n > m + 1} → [1,∞) допускает оценки вида |η(n)| 6
Mdirα(2n)/n, n > m+ 1, для некоторой постоянной Mdir > 0.

Следствие 2. Оператор S является спектральным (по Данфорду) (см. [14]).

Полученная в теореме 1 формула остаточного члена в асимптотике собственных значений
оператора S уточняет известные результаты об асимптотике, приведенных в работах [5] – [7].

Теорема 3. Если v — функция ограниченной вариации, то для собственных значений λ̃n
имеет место следующее асимптотическое представление

λ̃n =

(
πn

ω

)2

− 1

ω

ω∫

0

v(t) dt+
1

ω

ω∫

0

v(t) cos
2πn

ω
t dt+O

(
1

n2

)
, n > m+ 1.

Отметим, что эта теорема будет иметь место и для более гладких потенциалов.
Далее число m взято таким же, как и в теореме 1. Через P(m) обозначается проектор

m∑
k=1

Pk. Пусть Ω ⊂ N \ {1, . . . ,m}. Для множества ∆ = ∆(Ω) = {λk, k ∈ Ω} проектор Рисса

P (∆, S0) определим равенством P (∆, S0)x =
∑
n∈Ω

Pnx, x ∈ H. Теперь рассмотрим множество

∆̃ = ∆̃(Ω) = ∪k∈Ωσk, где σk определяется в теореме 1. Символом P̃n обозначим проектор
Рисса, построенный по множеству σn, n > m+1. Тогда проектор P (∆̃, S) зададим равенством
P (∆̃, S)x =

∑
k∈Ω

P̃kx, x ∈ H.

Теорема 4. Существует число m ∈ N такое, что спектр σ(S) оператора S допускает
представление вида (2). Тогда для любого подмножества Ω из N \ {1, . . . ,m} имеют место
следующие оценки отклонений спектральных проекторов, построенных по операторам S и
S0:

‖P (∆̃, S)− P (∆, S0)‖2 6
M

k
1
2 (Ω)

,

где M > 0 — некоторая постоянная и k(Ω) = min
k∈Ω

k.

Следствие 5. Имеют место следующие оценки равносходимости спектральных разложе-
ний операторов S и S0:

∥∥∥∥P (σ(m), S) +
n∑

k=m+1

P̃k −
n∑

k=0

Pk

∥∥∥∥
2

6
M2

n
1
2

, n > m+ 1,

где M2 > 0 — некоторая постоянная.

Последний результат настоящей работы будет посвящен асимптотическому поведению ана-
литической полугруппы операторов (см. [15]), генератором которой является оператор −S.
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Теорема 6. Дифференциальный оператор −S является секториальным и генерирует ана-
литическую полугруппу операторов T : R+ → EndH. Более того, эта полугруппа подобна
полугруппе вида T(m)(t) ⊕ T (m)(t), действующей в H = H(m) ⊕ H(m), где H(m) = ImP(m),
H(m) = Im (I − P(m)). Полугруппа T (m)(t) допускает представление вида:

T (m)(t)x =
∞∑

k=m+1

e−λ̃ktPkx, x ∈ H,

где собственные значения λ̃n, n > m+ 1, определяются формулой (3).
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