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Аннотация. Рассмотрено квазилинейное дифференциальное уравнение первого по-
рядка типа Хопфа с начальными условиями, заданными в декартовых координатах на
линии бесконечной длинны. Исследование разрешимости задачи Коши основано на мето-
де дополнительного аргумента, который позволяет определить решение в исходных коор-
динатах без привлечения теоремы об обратной функции. Ранее была доказана теорема о
локальной разрешимости с применением этого метода. В данной статье эта теорема при-
водится без доказательства вместе с леммами, на основе которых она доказывается. Дока-
зана теорема о нелокальной разрешимости задачи Коши в заданной окрестности линии,
несущей начальные данные. Доказательство теоремы опирается на глобальные оценки,
в ходе вывода которых определены условия, обеспечивающие возможность продолжения
решения задачи на всю заданную область.

Ключевые слова: квазилинейное дифференциальное уравнение первого порядка,
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Abstract. A first order quasi-linear differential equation of Hopf’s type with the initial
conditions posed in Cartesian coordinates on a line of infinite length is considered. The study
of solvability of the Cauchy problem is based on the method of an additional argument,
which allows determining the solution in the original coordinates without involving the inverse
function theorem. Previously we have proved the theorem on the local solvability with using
this method. In the present article this theorem is given without proof, together with the
lemmas on which it is proved. A theorem on the nonlocal solvability of the Cauchy problem
in a given neighborhood of the line carrying initial data is proved. The proof of the theorem
relies on the global estimates, deducing process of which defines the conditions that ensure the
possibility of continuing the solution of the problem on the whole given domain.
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Данная работа посвящена выяснению условий разрешимости задачи Коши уравнения вида

∂x2u+ u∂x1u = f(x1, x2, u) (1)

в заданной окрестности Ω1 = {(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, ϕ(x1) 6 x2 6 ϕ(x1)+ω
∗(1−10NγN

′
ϕ)}

линии L : x2 = ϕ(x1),−∞ < x1 < +∞.
Классические результаты по исследованию и решению уравнений вида (1) содержаться во

многих известных учебниках по дифференциальным уравнениям. Для исследования уравне-
ний вида (1) разработано много разных методов, которые имеют свои достоинства и недо-
статки.

Например, метод характеристик позволяет доказать локально разрешимость задачи Ко-
ши (1), но определение границ интервала разрешимости и нахождения решения в исходных
координатах (x1, x2) является задачей весьма трудной. Как правило, используется теорема
об обратной функции, которая часто не дает конкретно определить интервал, в котором раз-
решима рассматриваемая задача.

Метод дополнительного аргумента (далее МДА) дает возможность определить условия
разрешимости без использования теоремы об обратной функции, а также, найти решение
задачи в исходных координатах [6], [7], [8], [12].

В основном с помощью МДА ранее исследовалась локальная разрешимость. Но и неко-
торые задачи о нелокальной разрешимости были рассмотрены, например, [3], [11]. В работе
[3] рассмотрено тоже уравнение, но обозначение переменных иное, а именно ∂tu + u∂xu =
−U(t, x, u)u, и задача Коши поставлена иначе: u(0, x) = ϕ(x). Нелокальная разрешимость
возможна лишь при определенных ограничениях на функцию f(x1, x2, u).

Для упрощения выкладок рассмотрим уравнение вида

∂x2u+ u∂x1u = −U(x1, x2, u)u, (2)

где U(x1, x2, u) ∈ C̄2,1,2. Решение ищется в заданной окрестности Ω1 линии L, несущей на-
чальные данные для задачи Коши, которая задается уравнением

x2 = ϕ(x1),−∞ < x1 < +∞,

u(x1, x2)|L = γ(x1). (3)

Функции ϕ(x1), γ(x1) ∈ C̄2(−∞; +∞), где C̄2(−∞; +∞) — множество дважды непрерывно
дифференцируемых функций, ограниченных вместе со своими 1-ой и 2-ой производными на
(−∞; +∞).

Область определения неизвестной функции u(x1, x2) в (2) содержится во множестве Ωβ =
{(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, ϕ(x1) 6 x2 6 ϕ(x1) + β0}, β0 ∈ R.

Цель данной статьи состоит в определении условий, при которых решение исходной за-
дачи может быть продлено на Ωβ. Так как для вывода условий нелокальной разрешимости
нам понадобятся условия на производные от неизвестной функции, наряду с условиями суще-
ствования неизвестной функции будем рассматривать условия существования производных
от этой функции. Для этого продифференцируем уравнение (2) по x1:

∂2x1x2u+ u∂2x1x1u+ (∂x1u)
2 = −U(x1, x2, u)∂x1u− ∂x1U(x1, x2, u) · u− ∂uU(x1, x2, u) · u · ∂x1u.

Введем обозначения:

q = ∂x1u,U1 = ∂x1U,U2 = ∂uU,A (x1, x2, u) = U (x1, x2, u) + U2 (x1, x2, u) · u. (4)

Тогда предыдущее уравнение примет вид:

∂x2q + u∂x1q = −q2 −A(x1, x2, u)q − U1(x1, x2, u) · u. (5)
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С учетом (4) зададим начальное условие для функции q(x1, x2):

q(x1, x2)|L = γ′(x1). (6)

В рамках метода дополнительного аргумента запишем для задачи (2), (3), (5), (6) расши-
ренную характеристическую систему:

dη1
ds

= V (s, x1, x2) , (7)

dη2
ds

= 1, (8)

dV

ds
= −U (η1 (s, x1, x2) , η2 (s, x1, x2) , V (s, x1, x2)) · V (s, x1, x2) , (9)

dW

ds
= −W 2 (s, x1, x2)−A(η1 (s, x1, x2) , η2 (s, x1, x2) , V (s, x1, x2)) ·W (s, x1, x2)−

− U1(η1 (s, x1, x2) , η2 (s, x1, x2) , V (s, x1, x2)) · V (s, x1, x2) (10)

с начальными данными

η1|s=ω(x1,x2) = x1, η2|s=ω(x1,x2) = x2, V |L = γ(η1(0, x1, x2)),W |L = γ′(η1(0, x1, x2)). (11)

Здесь ω(x1, x2), η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2), V (s, x1, x2),W (s, x1, x2) — новые неизвестные
функции, непрерывно дифференцируемые по всем переменным, s — дополнительный аргу-
мент, 0 6 s 6 ω(x1, x2).

Для системы (7) – (11) составим систему интегральных уравнений:

η1(s, x1, x2) = x1 −
ω(x1,x2)∫

s

V (δ, x1, x2)dδ, (12)

η2(s, x1, x2) = x2 − ω(x1, x2) + s, (13)

V (s, x1, x2) = γ(θ(x1, x2))−
s∫

0

U(η1(δ, x1, x2), η2(δ, x1, x2), V (δ, x1, x2))V (δ, x1, x2)dδ, (14)

W (s, x1, x2) = γ′(θ(x1, x2))−
s∫

0

(
W 2 +A(η1, η2, V ) ·W + U1(η1, η2, V ) · V

)
dδ (15)

с начальными данными (11). Значение ω на кривой, заданной уравнением x2 = ϕ(x1) полагаем
равным нулю, т.е. ω(x1, ϕ(x1)) = 0.

Одним из основных условий разрешимости является условие ϕ′u − 1 6= 0. Вывод этого
условия есть в [4], [5], [9], [13]. В данной статье рассмотрим случай, когда sup |ϕ′| · sup |u| < 1.
Это условие выполняется, когда на исходные данные наложено условие sup |ϕ′| · sup |γ| < 1.

Сформулируем условия на L, при выполнении которых справедливы нижеприведенные
утверждения. Пусть линия L, несущая начальные данные, задается дважды непрерывно диф-
ференцируемой и ограниченной вместе со своей производной функцией x2 = ϕ(x1). Для каж-
дой точки A из области Ω1 существует ровно одна точка B на кривой L, что расстояние от A
до B наименьшее. Будем называть такую кривую в дальнейшем однонаправлено регулярной.
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Будем обозначать C(Ω∗) и Cα1,α2,...,αn(Ω∗) − пространства функций определенных и
непрерывных (соответственно вместе со своими производными до порядка αi по i-му аргу-
менту, i = 1, 2, . . . , n) на некотором подмножестве Ω∗ евклидова пространства Rn, n = 1, 2, . . ..

Далее, введем такие обозначения: µ1 = x1 − η1, µ2 = x2 − η2, fj(ξ1, ξ2, ξ3) = ∂f(ξ1,ξ2,ξ3)
∂ξj

,

j = 1, 2, 3; R(ΩβK) = Ωβ × [−K;K], где K — произвольно зафиксированное положительное
число,

M(K) =

= max

{
sup |U(ξ1, ξ2, ξ3)ξ3|, (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R(ΩβK),

sup |ξ24 +A(ξ1, ξ2, ξ3)ξ4 + U1(ξ1, ξ2, ξ3)ξ3|, (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) ∈ R(ΩβK)× [−K;K]

}
,

Mj(K) = max





sup |(U(ξ1, ξ2, ξ3)ξ3)j |,
sup |(ξ24 +A(ξ1, ξ2, ξ3)ξ4 + U1(ξ1, ξ2, ξ3)ξ3)j|,

(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) ∈ R(ΩβK)× [−K;K].



 , j = 1, 2, 3, 4.

Здесь |ξ3| ≡ |V | 6 10Nγ , а также |ξ4| ≡ |W | 6 10Nγ ,

N ′
ϕ = sup

x1∈(−∞;+∞)

∣∣ϕ′ (x1)
∣∣ ,

Nγ = max

{
sup

x1∈(−∞;+∞)
|γ (x1)| , sup

x1∈(−∞;+∞)

∣∣γ′ (x1)
∣∣ , sup
x1∈(−∞;+∞)

∣∣γ′′ (x1)
∣∣
}
,

Nϕ = max

{
sup

x1∈(−∞;+∞)
|ϕ (x1)| , sup

x1∈(−∞;+∞)

∣∣ϕ′ (x1)
∣∣
}
,

Q = {(x1, x2, u) : (x1, x2) ∈ Ωβ, |u| 6 10Nγ} ,
Pi(K) = sup{(UV n−1)i}, Pij(K) = sup{(UV n−1)ij}, i, j = 1, 2, 3,

Ω1 = {(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, ϕ(x1) 6 x2 6 ϕ(x1) + ω∗(1− 10NγN
′
ϕ)}.

Будем искать решение задачи (2) – (3) при условии, что |u| 6 10Nγ . Сформулируем те
утверждения в виде лемм, которые дают понятие о взаимосвязи задач (2) – (3) и (11) – (15).
Эти леммы составляют основу МДА и доказаны в работах [5], [9], [10], [13].

Лемма 1. Непрерывно дифференцируемое решение системы интегральных уравнений
(11) – (15) дает решение задачи Коши (2) – (3).

Лемма 2. Пусть γ ∈ C̄2(R1), U(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ C̄0,2,2(R(ΩβK)), причем |ω| и K подобраны
таким образом, что выполняется неравенство

Nγ + |ω|M(K) 6 K. (16)

Тогда при 0 6 |ω| 6 ω∗, где ω∗ = min
{
K−Nγ

M(K) L1;
K−Nγ

M(K)M4(K)
}

система уравнений (14) –

(15) имеет единственное решение V (s, x1, x2),W (s, x1, x2) ∈ C(Q).
Лемма 3. При выполнении условий леммы 2 V (s, x1, x2) ∈ C̄1,2,1(Q),W (s, x1, x2) ∈

C̄1,1,1(Q).
Из доказанных лемм 1 - 3 следует теорема о локальной разрешимости задачи (2) – (3).
Теорема 1. Пусть γ (x1) ∈ C̄2 (−∞,+∞) , U(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ C̄2,1,2 (R(ΩβK)), где R(ΩβK) =

Ωβ× [−K;K], K = 10Nγ — произвольно зафиксированное положительное число; L — однона-
правлено регулярная кривая x2 = ϕ(x1); выполнено основное условие разрешимости sup |ϕ′| ·
sup |γ| < 1. Тогда при 0 6 |ω| 6 ω∗, где ω∗ = min

{
K −Nγ

M(K)
L1;

K −Nγ

M(K)
M4(K);

K −Nγ

M(K)
L3

}
,

где

L1 = max

{
M1(K),M2(K),

1 +M3(K)(1−NϕK) +Nϕ +Nγ

(1−NϕK)

}
,

126 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 2



Нелокальная разрешимость дифференциального уравнения в частных производных. . .

L3 = max

{
P1(K), P2(K),

Nγ +Nϕ + 1 + P3(K)(1 −NϕK)

1−NϕK

}
,

задача Коши (2) – (3) имеет единственное решение u (x1, x2) ∈ C̄2,1 (Q), которое при s = ω
совпадает с функцией V (s, x1, x2), определяемой из системы (11) – (15).

Определим условия, при выполнении которых задача (11) – (15), а, следовательно, и (2) –
(3) будет иметь решение в области Ω1.

Перейдем к выводу глобальных оценок.
Запишем для задачи (7), (8), (9), (11) соответствующую систему интегральных уравнений

в следующем виде:

η1 = x1 −
ω(x1,x2)∫

s

V (δ, x1, x2)dδ, (17)

η2 = x2 − ω(x1, x2) + s, (18)

V (s, x1, x2) = γ(η1(0, x1, x2)) · exp


−

s∫

0

U(η1, η2, V )dδ


 . (19)

Запишем первое условие:
U(x1, x2, y) 6 0 (20)

для −∞ < x1 < +∞, ϕ(x1) 6 x2 6 ϕ(x1) + β0, |y| 6 Cγ , где Cγ = sup
x1∈(−∞;+∞)

|γ(x1)|.

Из (20) следует первая глобальная оценка:

|V | 6 Cγ . (21)

Из (19) следует, что sup |u| 6 Cγ = sup |γ|. Выведем глобальную оценку дляW и определим
условия, при каких она осуществима. Правая часть (10) — квадратный трехчлен относительно
W : −W 2 −A ·W −U1 ·V = 0. Домножим его на (−1): W 2 +A ·W +U1 ·V = 0. Найдем корни

этого уравнения: W1,2 =
−A±

√
A2−4U1V
2 .

За следующее условие разрешимости примем неравенство

A2 − 4U1V > 0 (22)

при всех 0 6 s 6 ω(x1, x2) 6 ω∗, −∞ < η1 < +∞, ϕ(θ(x1, x2)) 6 η2 6 ϕ(θ(x1,x2)) + ω∗,
|V | 6 Cγ .

Обозначим W1 =
−A+

√
A2−4U1V
2 ,W2 =

−A−
√
A2−4U1V
2 .

Уравнение (10) перепишем в виде:

dW

ds
= −(W −W1)(W −W2). (23)

Для уравнения (23) построим мажорантные и минорантные уравнения, решения которых
дадут искомую глобальную оценку.

Пусть W̃1 = min
s∈[0;ω∗]

W1,W1 = max
s∈[0;ω∗]

W1,W2 = min
s∈[0;ω∗]

W2, W̃2 = max
s∈[0;ω∗]

W2.

За следующее условие глобальной разрешимости примем, что при всех x1, x2:

W̃2 < W̃1. (24)

Для компактности записи обозначим x01 = η1(0, x1, x2).
Мажорантные и минорантные уравнения будем строить по-разному в зависимости от вза-

имного расположения γ′(x01) и W̃1,W1,W2, W̃2.
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Пусть W̃2 < γ′(x01) < W̃1.
В качестве миноратного возьмем следующее уравнение:

dW̃

ds
= −(W̃ − W̃1)(W̃ − W̃2). (25)

Для W̃ зададим то же начальное условие, что и для W : W̃ |L =W |L = γ′(x01).
Лемма 4. Если

W̃2 < γ′(x01) < W̃1, (26)

то на всем промежутке существования решения задачи (7) – (11) справедлива оценка

W̃2 6 W̃ 6W. (27)

Доказательство. В силу (26) для s, близких к 0, будем иметь следующее неравенство
W2 6 W̃2 < W < W̃1 6W1.

Проверим, что уравнение (25) будет минорантным уравнением для (23):

|W − W̃1| 6 |W −W1| ⇒ −(W − W̃1) 6 −(W −W1);

W − W̃2 6W −W2.

Умножим первое неравенство на второе и, преобразовав полученное неравенство, будем
иметь:

−(W − W̃1)(W − W̃2) + (W −W1)(W −W2) 6 0. (28)

Вычтем из равенства (25) равенство (23), а затем прибавим и вычтем (W − W̃1)(W − W̃2)
к получившемуся уравнению:

dW̃

ds
− dW
ds

= −(W̃−W̃1)(W̃−W̃2)+(W−W1)(W−W2)+(W−W̃1)(W−W̃2)−(W−W̃1)(W−W̃2).

В силу неравенства (28), будем иметь:

d(W̃ −W )

ds
6 −(W̃ − W̃1)(W̃ −W )− (W − W̃2)(W̃ −W ).

Преобразовав неравенство, получим:

d(W̃ −W )

ds
6 (W̃1 + W̃2 − W̃ −W )(W̃ −W ). (29)

Докажем, что W̃ 6 W . В точке s = 0 выполняется равенство W̃ = W (в силу начальных
данных). Пусть, начиная с некоторого номера s0, будет W̃ > W (в частности, для s0 = 0).
Тогда W̃ − W > 0 в некоторой правосторонней окрестности точки s0, а в самой точке s0
выполняется W̃ −W = 0. Тогда из (29) вытекает, что:

d(W̃ −W )

ds
6 |W̃1 + W̃2 − W̃ −W |(W̃ −W ).

В силу леммы Гронуолла получаем W̃ =W . Мы получили противоречие. Следовательно,
W̃ 6W .

Решим уравнение (25). Запишем это уравнение в виде:

dW̃

(W̃ − W̃1)(W̃ − W̃2)
= −ds.

128 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2016. № 2



Нелокальная разрешимость дифференциального уравнения в частных производных. . .

Множитель перед dW̃ в левой части данного уравнения преобразуем следующим образом:

1

(W̃ − W̃1)(W̃ − W̃2)
=

1

(W̃ − W̃1)(W̃1 − W̃2)
− 1

(W̃ − W̃2)(W̃1 − W̃2)
.

Используя полученное равенство, будем иметь:

d(W̃ − W̃1)

W̃ − W̃1

− d(W̃ − W̃2)

W̃ − W̃2

) = −(W̃1 − W̃2)ds.

Решая полученное уравнение при W̃2 < W̃ < W̃1 с начальным условием W̃ |L = γ′(x01),

имеем: W̃−W̃1

W̃−W̃2
= γ′(x01)−W̃1

γ′(x01)−W̃2
exp

(
−(W̃1 − W̃2)s

)
.

Введем обозначение: K = γ′(x01)−W̃1

γ′(x01)−W̃2
exp

(
−(W̃1 − W̃2)s

)
. Исходя из условия леммы, будем

иметь, что K < 0.
С введенным обозначением, получим:

W̃ =
W̃1 −KW̃2

1−K
. (30)

Обозначим z = −K. Из (30) имеем: W̃ = W̃1+zW̃2
1+z . Изучая полученное уравнение, получим,

что W̃ убывает. Это означает, что W̃2 6 W̃ .
Ранее было доказано, что W̃ 6W . Тем самым мы получили утверждение леммы, которое

нам требовалось доказать, то есть W̃2 6 W̃ 6W .
Пусть W̃2 < γ′(x01) 6W1. Построим для уравнения (23) мажорантное уравнение при этом

условии. Чтобы случай γ′(x01) = W1 был включен в рассмотрение, рассмотрим функцию
W 1,ε =W1 + ε, ε > 0 двух переменных x1 и x2.

В качестве мажорантного уравнения возьмем уравнение:

dW

ds
= −(W −W 1,ε)(W −W2). (31)

Для W зададим то же начальное условие, что и для W : W |L =W |L = γ′(x01).
Лемма 5. Если

W̃2 < γ′(x01) 6W1, (32)

то на всем промежутке существования решения задачи (7) – (11) справедлива оценка

W 6W 6W1. (33)

Рассмотрим случай, когда γ′(x01) 6 W̃1. Чтобы случай γ′(x01) = W̃1 был включен в рас-
смотрение, введем функцию W̃1,ε = W̃1 − ε, ε > 0 двух переменных x1 и x2.

В качестве минорантного уравнения возьмем уравнение:

d
⌣

W

ds
= −(

⌣

W − W̃1,ε)(
⌣

W −W2). (34)

Для
⌣

W зададим то же начальное условие, что и для W :
⌣

W |L =W |L = γ′(x01).
Лемма 6. Если

W̃1 6 γ′(x01), (35)

то на всем промежутке существования решения задачи (7) – (11) справедлива оценка

W̃1 6
⌣

W 6W. (36)
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Рассмотрим случай, когда γ′(x01) > W1, для вывода оценки сверху.
В качестве мажорантного уравнения возьмем уравнение:

dŴ

ds
= −(Ŵ −W1)(Ŵ − W̃2). (37)

Для Ŵ зададим то же начальное условие, что и для W : Ŵ |L =W |L = γ′(x01).
Лемма 7. Если

W1 < γ′(x01), (38)

то на всем промежутке существования решения задачи (7) – (11) справедлива оценка

W 6 Ŵ 6 γ′(x01). (39)

Для вывода оценки сверху при γ′(x01) = W̃2 рассмотрим мажорантное уравнение:

dẄ

ds
= −(Ẅ −W1)(Ẅ −Wκ), где Wκ < W2. (40)

Для Ẅ зададим то же начальное условие, что и для W : Ẅ |L =W |L = γ′(x01).
Лемма 8. Если

γ′(x01) = W̃2, (41)

то на всем промежутке существования решения задачи (7) – (11) справедлива оценка

W 6 Ẅ 6W1. (42)

Изменим начальное условие исходного уравнения на бесконечно малую положительную
величину ε. Для вывода оценки снизу при γ′(x01) = W̃2 рассмотрим минорантное уравнение:

dW

ds
= −(W − W̃1)(W − W̃2). (43)

Для W зададим то же начальное условие, что и для W : W |L =W |L = γ′(x01) + ε.
Лемма 9. Если

γ′(x01) = W̃2, (44)

то на всем промежутке существования решения задачи (7) – (11) справедлива оценка

γ′(x01) 6W 6W. (45)

Доказательство лемм 5–9 аналогично доказательству леммы 4.
На основе оценок, установленных в леммах, запишем искомую глобальную оценку для

W (s, x1, x2).
Введем множество: ΩV = {(x1, x2, V ) : −∞ < x1 < +∞, ϕ(x1) 6 x2 6 ϕ(x1) +β0, |V | 6 Cγ}.
Обозначим W 0

1 = sup
ΩV

|W1|,W 0
2 = sup

ΩV

|W̃2|,W 0
3 = sup

ΩV

|W̃1|,W 0
4 = sup

ΩV

|γ′(η1(0, x1, x2))|, NW =

max
i=1,4

{W 0
i }.

В силу (27), (33), (36), (39), (42) и (45) будем иметь:

|W | 6 NW . (46)

Основным условием, при котором (46) имеет место, кроме сформулированных выше, яв-
ляется выполнение неравенства:

W̃2 6 γ′(η1(0, x1, x2)) (47)
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при всех (x1, x2, V ) из ΩV .
Оценки (21), (46) справедливы при всех 0 6 s 6 ω, в том числе и при s = ω, то есть они

сохраняются для u(x1, x2) = V (ω, x1, x2), q(x1, x2) =W (ω, x1, x2):

|u(x1, x2)| 6 Cγ , (48)

|q(x1, x2)| 6 NW . (49)

Прежде, чем перейти к выводу глобальной оценки для ∂x1W , докажем важное для теории
МДА тождество:

V (s, x1, x2) = V (s, η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2)) = u(η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2)). (50)

Дифференцируя u(η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2)) по s, получим:

du(η1, η2)

ds
= −U(η1, η2, u(η1, η2)) · u(η1, η2)− (u(η1, η2)− V (s, x1, x2)) · q(η1, η2). (51)

Вычтем (9) из (51) и преобразуем полученное выражение:

d(u(η1, η2)− V (s, x1, x2))

ds
= −U(η1, η2, u(η1, η2)) · [u(η1, η2)− V (s, x1, x2)]+

+[U(η1, η2, V (s, x1, x2))− U(η1, η2, u(η1, η2))] · V (s, x1, x2)− [u(η1, η2)− V (s, x1, x2)] · q(η1, η2).
Интегрируя от 0 до s и учитывая, что u(η1(0, x1, x2), η2(0, x1, x2)) = γ(η1(0, x1, x2)) =

V (0, x1, x2), придем к интегральному уравнению относительно u(η1, η2)− V (s, x1, x2):

u(η1, η2)− V (s, x1, x2) = −
s∫

0

(U(η1, η2, u(η1, η2)) · [u(η1, η2)− V (δ, x1, x2)]+

+[U(η1, η2, V (δ, x1, x2))− U(η1, η2, u(η1, η2))] · V (δ, x1, x2)−
−[u(η1, η2)− V (δ, x1, x2)] · q(η1, η2)) dδ.

Оценим правую часть полученного уравнения:

|u(η1, η2)− V (s, x1, x2)| = Nu−V

s∫

0

|u(η1, η2)− V (δ, x1, x2)| dδ, где Nu−V = CU + C
(2)
U Cγ +NW .

В силу леммы Гронуолла u(η1, η2) = V (s, x1, x2).
С учетом того, что V (s, x1, x2) = V (s, η1, η2) = u(η1, η2), уравнение (7) можно записать в

виде:
dη1(s, x1, x2)

ds
= u(η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2)). (52)

Дифференцируя (52) по x1, получим:
d∂x1η1(s,x1,x2)

ds = ∂u(η1,η2)
∂x1

· ∂x1η1(s, x1, x2), откуда, по-

лучим
d∂x1η1(s,x1,x2)

ds = q(η1, η2) · ∂x1η1(s, x1, x2).
Проинтегрируем полученное выражение в пределах от s до ω, с учетом

∂x1η1(s, x1, x2)|s=ω = 1, будем иметь: ∂x1η1(s, x1, x2) = exp

(
ω∫
s
q(η1, η2)dδ

)
. Откуда по-

лучаем:
|∂x1η1(s, x1, x2)| 6 Nη1 , (53)

где Nη1 = exp (NWω
∗).
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Теперь мы можем оценить ∂x1V (s, x1, x2) = ∂x1(u(η1, η2)) = ∂x1u(η1, η2)∂x1η1 =
q(η1, η2)∂x1η1, следовательно:

|∂x1η1(s, x1, x2)| 6 NWNη1 . (54)

Проинтегрируем (8) по x1, получим
d∂x1η2(s,x1,x2)

ds = 0, следовательно ∂x1η2(s, x1, x2) = Cη2 .
Тогда:

|∂x1η2(s, x1, x2)| 6 C+
η2 . (55)

Перейдем к выводу глобальной оценки для ∂x1W (s, x1, x2). Продифференцируем уравне-
ние (10) и начальное условие (11) по x1. Для краткости записи производные от функций
V, η1, η2,W будем обозначать нижними индексами.

Также через A1(x, y, z) обозначим производную функции A(x, y, z) по x, через A2(x, y, z)
— производную функции A(x, y, z) по z, через A3(x, y, z) − производную функции A(x, y, z)
по y. Для вторых производных введем следующие обозначения:

U12(x, y, z) = ∂x∂zU(x, y, z), U22(x, y, z) = ∂2zU(x, y, z), U23(x, y, z) = ∂y∂zU(x, y, z).

Таким образом, мы получим:

A1(x, y, z) = U1(x, y, z) + U12(x, y, z) · z,A3(x, y, z) = U3(x, y, z) + U23(x, y, z) · z,

A2(x, y, z) = U2(x, y, z) + U22(x, y, z) · z + U2(x, y, z) = 2U2(x, y, z) + U22(x, y, z) · z.

Обозначим:

C
(ij)
U = sup

ΩV

|Uij(x1, x2, u)|, i = 1, 2, j = 1, 2, 3;C
(k)
U = sup

ΩV

|Uk(x1, x2, u)|, k = 1, 3.

С введенными обозначениями будем иметь:

|A1(η1, η2, V )| 6 |U1(η1, η2, V )|+ |U12(η1, η2, V )| · |V | 6 C
(1)
U + C

(12)
U Cγ ,

|A2(η1, η2, V )| 6 2|U2(η1, η2, V )|+ |U22(η1, η2, V )| · |V | 6 2C
(2)
U + C

(22)
U Cγ , (56)

|A3(η1, η2, V )| 6 |U3(η1, η2, V )|+ |U23(η1, η2, V )| · |V | 6 C
(3)
U + C

(23)
U Cγ .

В результате дифференцирования задачи (10), (11) получим дифференциальное уравне-
ние:

dWx1

ds
= −2WWx1 −A(η1, η2, V )Wx1 − U1(η1, η2, V )Vx1−

−A1(η1, η2, V )Wη1x1 −A2(η1, η2, V )WVx1 −A3(η1, η2, V )Wη2x1− (57)

−U11(η1, η2, V )V η1x1 − U12(η1, η2, V )V Vx1 − U23(η1, η2, V )V η2x1

с начальным условием

Wx1 |L = γ′′(η1(0, x1, x2)) · η1x1(0, x1, x2). (58)

Обозначим

F = U1(η1, η2, V )Vx1 +A1(η1, η2, V )Wη1x1 +A2(η1, η2, V )WVx1 +A3(η1, η2, V )Wη2x1+

+U11(η1, η2, V )V η1x1 + U12(η1, η2, V )V Vx1 + U23(η1, η2, V )V η2x1 , P = 2W +A(η1, η2, V ).
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Для всех входящих в F и P функций получены глобальные оценки, следовательно |F | 6
NF , |P | 6 NP , где

NF = C
(1)
U NWNη1 + (C

(1)
U + C

(12)
U Cγ) ·NWNη1 + (2C

(2)
U + C

(22)
U Cγ) ·N2

W ·Nη1+

+(C
(3)
U + C

(23)
U Cγ) ·NWC

+
η2 + C

(11)
U CγNη1 + C

(12)
U CγNWNη1 + C

(23)
U CγC

+
η2 ,

NP = 2NW + CU + C
(2)
U Cγ .

Из задачи Коши (57) – (58) для Wx1 следует явное выражение:

Wx1 = γ′′(η1(0, x1, x2)) · η1x1(0, x1, x2) · exp


−

s∫

0

Pdδ


−

−




s∫

0

F · exp




σ∫

0

Pdδ


 dσ


 · exp


−

s∫

0

Pdδ


 ,

которое дает возможность записать глобальную оценку для Wx1(s, x1, x2) = ∂x1W (s, x1, x2):

|∂x1W (s, x1, x2)| 6 N1
W , (59)

где N1
W = C

(2)
U Nη1 exp (NPω

∗) + ω∗NF exp (NPω
∗).

Оценка (59) справедлива для всех s ∈ [0;ω] ⊂ [0;ω∗], поэтому она остается справедливой
и для ∂x1q(x1, x2) = ∂x1W (ω, x1, x2):

|∂x1q(x1, x2)| 6 N1
W .

Так как q(x1, x2) = ∂x1u(x1, x2), то также получена оценка для ∂2x1u(x1, x2):

|∂2x1u(x1, x2)| 6 N1
W .

Полученные глобальные оценки для u, ∂x1u = q, ∂x1x1u = ∂x1q дают возможность продол-
жить решение на всю заданную область Ωβ.

Беря в качестве начального значения u(x1, x2)|L1 = γ1(x1), продлим решение на область
Ω2 = {(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, ϕ1(x1) 6 x2 6 ϕ1(x1) + ω∗(1 − 10N ′

ϕNγ)}, где ϕ1(x1) =
ϕ(x1) + ω∗(1 − 10N ′

ϕNγ). Затем беря в качестве начального значения u(x1, x2)|L2 = γ2(x1),
продлим решение на область Ω3 = {(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, ϕ2(x1) 6 x2 6 ϕ2(x1) + ω∗(1 −
10N ′

ϕNγ)}, где ϕ2(x1) = ϕ1(x1) + ω∗(1 − 10N ′
ϕNγ). Данный процесс будем продолжать до

тех пор, пока не продолжим решение на всю область Ωβ за конечное число шагов. Длина
промежутка разрешимости не будет уменьшаться, так как она определяется глобальными
оценками, справедливыми в любой области разрешимости.

В частности начальные значения γk(x1) ∈ C̄2(−∞,+∞), |γk(x1)| 6 Cγ , |γ′k(x1)| 6 NW ,

|γ′′k (x1)| 6 N
(1)
W для всех k = 0, n, −∞ < x1 < +∞, где γ0(x1) = γ(x1).

Таким образом доказана следующая теорема.
Теорема 2. Пусть γ (x1) ∈ C̄2 (−∞,+∞) , U(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ C̄2,1,2 (R(ΩβK)), где R(ΩβK) =

Ωβ × [−K;K],K = 10Nγ — произвольно зафиксированное положительное число; L — од-
нонаправлено регулярная кривая x2 = ϕ(x1); выполнено основное условие разрешимости
sup |ϕ′| · sup |γ| < 1. При выполнении условий U(x1, x2, y) 6 0, A2 − 4U1V > 0, W̃2 < W̃1,
W̃2 6 γ′(η1(0, x1, x2)) задача Коши (2)–(3) имеет единственное решение u ∈ C̄2,1(Ωβ).
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