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Аннотация. В весовых анизотропных пространствах Бессова-Никольского изучают-
ся однопараметрические операторные семейства, ранее рассмотренные В. А. Костиным в
пространствах функций с равномерными метриками. Показано, что эти семейства обра-
зуют сильно непрерывные группы линейных преобразований в рассматриваемых классах
пространств. Указываются условия, при которых эти семейства являются сильно непре-
рывными сжимающими полугруппами и строятся производящие операторы таких групп
и полугрупп. Далее, с использованием этих результатов, конструируются сильно непре-
рывные косинус-функции и новые полугруппы. Это позволяет выделить новые широкие
классы дифференциальных уравнений параболического и гиперболического типа с пере-
менными коэффициентами имеющими особенность, для которых равномерно корректна
задача Коши, и получить представления для этих решений.

Ключевые слова: анизотропное пространство, косинус-функции, равномерно кор-
ректная задача Коши, сильно непрерывные группы и полугруппы преобразований.

ABOUT ONE-PARAMETRICAL SEMI-GROUPS OF
TRANSFORMATIONS IN WEIGHT ANISOTROPIC SPACES

OF FUNCTIONS WITH INTEGRATED METRICS
S. A. Chekhov, D. A. Fakhad

Abstract. In weight anisotropic spaces of Bessov-Nikolsky the one-parametrical opera-
tor families are studied which are earlier considered by V. A. Kostin in the spaces of
functions with uniform metrics. It is shown that these families form strongly continuous
groups of linear transformations in the considered classes of spaces. Conditions under which
these families are strongly continuous squeezing semi-groups are specified and the making
operators of such groups and semi-groups are under construction. Further, using these results,
strongly continuous cosine function and new semi-groups are designed. It allows to allocate
new wide classes of the differential equations of parabolic and hyperbolic type with the
variable coefficients having feature for which Cauchy problem is evenly correct and to receive
representations for these decisions.

Keywords: anisotropic space, cosine function, evenly correct Cauchy problem, strongly
continuous groups and semi-groups of transformations.

Пусть функция ϕ(x) = ϕ(x1, . . . , xn) определена на параллелепипеде Πn ={
xm : xm ∈ (αm, βm) ⊆ R1 = (−∞,∞)

}
и функции hm(xm) такие, что

hm(αm) = −∞, hm(βm) = ∞, hm(xm) > 0; (1)
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В [4] введены однопараметрические семейства линейных преобразований Uh,r (t) , t ∈ R1,
заданных соотношением

Uh,r(t) = ϕ{h−1
1 [h1(x1) + t], . . . h−1

r [hr(xr + t)], h−1
r+1[hr+1(x)− t], . . . , h−1

n [hn(xn)− t]}. (2)

Показано, что операторное семейство (2) является сильно непрерывной группой преобра-
зований, а при t > 0— сильно непрерывной сжимающей полугруппой класса C0 в весовых
анизотропных функциональных пространствах с равномерной мeтрикой. Такие полугруппы
мы называем полугруппами сдвигов с деформациями.

В настоящей заметке операторные семейства (1) исследуются в весовых пространствах
Lp̄,ρ̄,r(Π

n) измеримых на Πn функций ϕ (x) с нормой

‖ϕ‖p̄,ρ̄,r = [

βn∫

αn

ρ−n (xn)[. . .

βr+1∫

αr+1

ρ−r+1(xr+1)[

βr∫

αr

ρ+r (xr)[

βr−1∫

αr−1

ρ+r−1(xr−1) . . .

. . . [

β2∫

α2

ρ+2 (x2)[

β1∫

α1

ρ+1 (x1)|ϕ(x1, . . . , xn)|p1dx1]
p2
p1 . . . ]

pn
pn−1 dxn]

1
pn , (3)

здесь
ρ+i (xi) = eωihi(xi)gi (xi) h

′

i (xi) , i = 1 . . . r,

gi (xi) > 0, g
′

i (xi) > 0, ωi > 0;

ρ−i (xi) =
1

ρ+i (xi)
, p̄ = (p1,. . . . , pn) , 1 6 pi <∞,

ρ̄ =
(
ρ+, ρ−

)
=
(
ρ+1 , . . . , ρ

+
r , ρ

−
r+1, . . . , ρ

−
n

)

В случае p̄ = (1, . . . , 1) функциональные пространства с такими нормами изучались в ра-
ботах Бенедека и Панцоне (Benedek A. and Panzone R.) [2], а также Бесова О.В., Ильина В.П.,
Никольского С.М. (см.[1]), и обозначались Lp̄ (G), где G ⊂ Rn — измеримое, не обязательно
ограниченное множество.

Такие пространства будем называть Lp̄ (G) — анизотропными, а Lp̄,ρ̄,r (Π
n) — весовыми

анизотропными пространствами.
Здесь доказывается следующая
Теорема 0.1. Операторное семейство (2) является сильно непрерывной сжимающей по-

лугруппой в пространствах Lp̄,ρ̄,r (Πn) с оценкой

‖Uh,r (t) ‖p̄,ρ̄,r 6 exp

(
−

n∑

i=1

ωi
pi

)
t. (4)

и производящим оператором

Dh,rϕ =
r∑

i=1

∂ϕ

∂hi
−

n∑

i=r+1

∂ϕ

∂hi
, Dh,rϕ ∈ Lp̄,ρ̄,r (Πn) , ϕ ∈ Lp̄,ρ̄,r (Π

n) (5)

1. СЛУЧАЙ R1

Докажем теорему 0.1 сначала для n = 1. В этом случае функции h(x) и g(x) определены
на интервале x ∈ (α, β) ⊆ R1 и удовлетворяют условиям

h (α) = −∞, h (β) = ∞, h
′
(x) > 0; (1.1)
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g (x) > 0, g
′
(x) > 0.

Весовая функция имеет вид

ρ+ (x) = eωh(x)g (x) h
′
(x) (1.2).

Операторное семейство Uh(t) запишем в виде

U+
h (t)ϕ (x) = ϕ

[
h−1 (h(x) + t)

]
. (1.3)

и рассматривается в пространствах Lp,ρ+ с нормой

‖ϕ‖p,ρ+ =




β∫

α

ρ+(x) | ϕ(x) |p dx




1
p

, p ∈ [0,∞) . (1.4)

Покажем, что справедливо следующее
Утверждение 1.1. Операторное семейство (1.3) является группой линейных преобразо-

ваний по t ∈ R1 в пространствах Lp,ρ+ с оценкой

‖U+
h (t) ‖p,ρ+ = exp

(
−ωt
p

)
(1.5)

Действительно, замена h−1 [h (x) + t] = τ в соотношении

β∫

α

ρ+ (x) | U+
h (t)ϕ (x) |p dx =

β∫

α

eωh(x)g (x) h
′
(x) | ϕ

[
h−1 (h (x) + t)

]
|p dx

приводит к равенству

β∫

α

ρ+ (x) | U+
h (t)ϕ (x) |p dx = e−ωt

β∫

α

eωh(τ)g (τ − t) | ϕ (τ) |p h′
(t) dτ.

Отсюда, в силу монотонного возрастания g(x), следует оценка

β∫

α

ρ+(x) | Uh (t)ϕ(x) |p dx 6 e−ωt
β∫

α

ρ+ (τ) | ϕ (τ) |p dτ

из которой следует (1.5).
Замечание 1.1. Из хода доказательства оценки (1.5) видно, что если g(x) = const, то

неравенство переходит в равенство.
Групповое свойство U+

h (t+ s) = U+
h (t)U+

h (s) при t, s ∈ R нетрудно проверить простыми
вычислениями.

Из приведенного утверждения следует
Теорема 1.1. При ω > 0 и t > 0 семейство U+

h (t) является сильно непрерывной сжимаю-
щей полугруппой в пространствах Lp,ρ+ с оценкой (1.5) и производящим оператором D

+
n = d

dh

с областью определения D
(
D

+
h

)
=
{
ϕ : ϕ ∈ Lp,ρ+,

dϕ
dh ∈ Lp,ρ+

}
.
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Доказательство. Так как условие U+
h (0)ϕ (x) = ϕ очевидно, то для сильной непрерывности

U+
h (t) в нуле ϕ ∈ Lp,ρ+ оценим:

‖U+
h ϕ(x) − ϕ(x)‖p

p,ρ+
=

β∫

α

eωh(x)h′(x)g(x) | ϕ [h(x) + t]− ϕ[h−1(h(x))] |p dx =

=

∞∫

−∞

eωτg
[
h−1(τ)

]
ϕ[h−1(τ + t)]− ϕ[h−1(τ) |p dτ =

=

∞∫

−∞

eωτg(τ) | U(t+ τ)− U(τ) |p dt = I(t), (1.6)

здесь τ = h−1 (x), g̃ (τ) = g
[
h−1 (τ)

]
.

Отсюда, в силу непрерывности в целом норм Lp с весом, заключаем, что I (t) → 0 при
t→ 0+, что и доказывает сильную непрерывность полугруппы U+

n (t) .
Аналогично для операторных семейств

U−
h (t)ϕ(x) = ϕ

[
h−1 [h (x]− t)

]
, t ∈ R1; (1.7)

рассмотренных в пространствах L−
p,ρ−

с нормой

‖ϕ‖p,ρ− =




β∫

α

p−1 (x) | ϕ (x) |p dx




1
p

, p > 1, (1.8)

где

p− (x) =
1

g (x)
e−ωh(x)h′ (x) . (1.9)

Справедливо
Утверждение 1.2. Операторное семейство (1.7) является группой преобразований с оцен-

кой

‖ U−
h (t) ‖p,ρ−6 exp

(
−ωt
p

)
. (1.10)

Если g (x) = const , то (1.10) переходит в равенство.
Аналогично теореме 1.1 доказывается
Теорема 1.2. При ω > 0, t > 0 семейство U−

h (t) является сильно непрерывной сжимающей
полугруппой в пространствах Lp,ρ− с оценкой (1.10) и производящим оператором D

−
h = d

dx с

областью определения D
(
D

−
h

)
=
{
ϕ ∈ Lp,ρ− ,

dϕ
dh ∈ Lp,ρ−

}
.

Из полученных утверждением и [3] стр. 258 следует, что полугруппа U+
h (t)

(
U−
h (t)

)
имеют

производящиее операторы:

D
+
h ϕ (x) =

d

dt
U+
h (t)ϕ (x) |t→0+ =

dϕ (x)

dh (x)
=

1

h′ (x)
dϕ

dx

D
−
hϕ (x) =

d

dt
U−
h (t)ϕ (x) |t=0+= −dϕ (x)

dh (x)
= − 1

h′(x)
dϕ

dx

с областями определения

D
±
hϕ (x) =

{
ϕ (x) : ϕ ∈ Lp,ρ± ± 1

h′ (x)
dϕ

dx
∈ Lp,ρ±

}
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и для оператора ∓D±
h определены отрицательные дробные степени

(Dh)
−α ϕ (x) =

1

Γ (α)

∞∫

0

tα−1U±
h (t)ϕ (x) dx =

=
1

Γ (x)

∞∫

0

tα−1ϕ
[
h−1 [h(x) + t]

]
dt =

∞∫

τ

[h (x)− h (x)]α−1 h
′
(x)ϕ(x)dτ.

2. СЛУЧАЙ Rn

Для доказательства теоремы 0.1 запишем нормы (3) в виде

‖ϕ‖p̄,ρ̄,r = ‖ . . . ‖‖ϕ‖p1,ρ+1 ‖ . . . ‖‖ϕ‖p2,ρ+2 ‖ . . . ‖‖ϕ‖pn,ρ−n = ‖Φ (x)ϕ (x) ‖Lp̄ (Π
n) , (2.1)

где

Φ (x) =

r∏

i=1

(
ρ+i (xi)

)p1
pi

n∏

i=r+1

(
ρ−i (xi)

) p1
Pi . (2.2)

Далее отметим следующие свойства пространств Lp̄,ρ̄,r.

Пространства Lp̄,ρ̄,r являются банаховыми. То есть справедливы следующие свойства

1) ‖ϕ‖p̄,ρ̄,r = 0 эквивалентно ϕ (x) = 0 почти для всех x ∈ Πn.

2) ‖cϕ‖p̄,ρ̄,r = |c|‖ϕ‖p̄,ρ̄,r.
3) ‖ϕ1 + ϕ2‖p̄,ρ̄,r 6 ‖ϕ1‖p̄,ρ̄,r + ‖ϕ2‖p̄,ρ̄,r.
Свойства 1) и 2) очевидны, а свойство 3) следует из аналогичного неравенства для норм

Lp̄(G) ( [1] стр. 10), примененного к функциям f1(x) = Φ(x)ϕ1(x) и f2(x) = Φ(x)ϕ2(x).

4) Пространства Lp̄,ρ̄,r (Π
n) являются полными, то есть из того, что ϕk ∈ Lp̄,ρ̄,r (Π

n) , k =
1,2, . . . , ‖ϕk−ϕl‖p̄,ρ̄,r → 0 (k, l → ∞) , следует существование ϕ ∈ Lp̄,ρ̄,r (Π

n) и ‖ϕk−ϕ‖p̄,ρ̄,r → 0.

Доказательство следует из аналогичных свойств норм Lp̄ (G) = Lp̄ (Π
n), примененных к

функциям fk (x) = Φ (x)ϕk.

5) Функция f ∈ Lp̄,ρ̄,r (G) является непрерывной в целом, то есть для любого ε > 0 найдется
δ > 0 такое, что ‖f (x+ y)− f (x) ‖p̄,ρ̄,r < ε.

Доказательство следует из аналогичного свойства для функции f (x) = Φ (x)ϕ (x) из про-
странства Lp̄ (G) ( [1] cтр. 14) .

Утверждение 2.1. Операторное семейство (2) удовлетворяет оценке (4).

Доказательство следует из соотношения (3), примененного к Uh,r (t) вида (2) и замен

h−1
i [hi (xi) + t] = τi, i = 1, . . . , r;

h−1
i [hi (xi)− t] = τi, i = r + 1, . . . , n,

произведенных во внутренних интегралах равенства (2.1)

Групповое свойство Uh,r (t+ s) = Uh,r (t)Uh,r (s) устанавливается очевидными вычислени-
ями.
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Для доказательства сильной непрерывности Uh,r (t) при t = 0 имеем

‖Uh,r (t)ϕ (x)− ϕ (x) ‖p̄,ρ̄,r = [

βn∫

αn

ρ−n (xn) [. . .

βr+1∫

αr+1

ρ−r+1 (xr+1) [

βr∫

αr

ρ+r (xr−1) . . .

. . . [

β1∫

α1

ρ+1 (x1) | ϕ[h−1
1 [h1 (x1) + t] , . . . , h−1

r [hr (xr) + t] , h−1
r+1[hr+1 (xr+1)− t], . . .

. . . , h−1
n [hn (xn)− t]]− ϕ (x1, . . . , xn)) |p1 dx1]

p2
p1 . . . ]

pn
pn−1 dxn]

1
pn ]. (2.3)

Делая замены si = hi (xi) в каждом из интегралов соотношения (2.3) и применяя очевид-
ные неравенства, получаем оценку

‖Uh,r (t)ϕ (x)− ϕ (x) ‖p̄,ρ̄,z 6

6 [

∞∫

−∞

ρ−n (sn) [. . .

∞∫

−∞

ρ−r+1 (sr+1) [

∞∫

−∞

ρ+r (sr−1) . . . [

∞∫

−∞

ρ+2 (s2) [

∞∫

−∞

[ρ+1 (s1) | U [(s1 + t),(s2 + t), . . .

. . . , (sn + t)]− U (s1,s2, . . . , sn) |p1 ds1]
p2
p1 . . . ]

pn
pn−1 dsn]

1
pn =

= ‖Φ (s) | U (t+ s)− U (s) | ‖Lp̄(Rn)
. (2.4)

Последнее выражение в равенстве (2.4) стремится к нулю, в силу непрерывности в целом
норм Lp̄ (G) .

Отсюда следует доказательство теоремы 0.1.
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