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Аннотация. В статье рассматривается система нелинейных дифференциальных
уравнений, содержащая два малых параметра. Система при нулевых значениях малых
параметров распадается на две автономные системы ОДУ, каждая из которых имеет
цикл. Предполагается, что единица является простым собственным значением каждого
из двух операторов сдвига по траекториям линеаризованных на порождающих решениях
систем ОДУ. Приводится формулировка и краткое доказательство достаточных условий
асимптотической устойчивости периодических решений такой системы, существование
которых было установлено в предыдущих работах автора. Доказательство основано на
применении метода малого параметра и исследовании поведения "функции Малкина".

Ключевые слова: периодические решения, устойчивость, нелинейная система диф-
ференциальных уравнений с двумя параметрами, теорема Малкина.

ON SUFFICIENT CONDITIONS FOR THE STABILITY OF
PERIODIC SOLUTIONS OF THE SYSTEM WITH TWO
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Abstract. In this paper we consider a system of nonlinear differential equations with two
small parameters. For zero values of the parameters the system breaks in the two autonomous
ODE system each admitting simple cycle. We give the statement and a scetch of the proof
for sufficient conditions of the asymptotic stability for periodic solutions which existence was
presented in the previous article of the author. The proof is based on the method of small
parameter and study the behavior of "function Malkin".
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ВВЕДЕНИЕ

Задача об устойчивости движения в общем виде была сформулирована А. М. Ляпуновым
в классическом произведении "Общая задача об устойчивости движения" [1]. Им же были
развиты основные методы решения задачи устойчивости. Данная теория нашла широкое при-
менение в различных областях физики, механики и техники. Идеи Ляпунова для уравнений
с малым параметром были развиты Н. Н. Боголюбовым, Н. М. Крыловым [2], А. А. Андро-
новым, А. А. Виттом, С. Э. Хайкиным [3], Н. Г. Четаевым [4], а также И. Г. Малкиным [5],
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[6]. В трудах Малкина большое внимание уделялось задачам о периодических решениях и об
устойчивости таких решений квазилинейных, нелинейных систем ОДУ, содержащих малый
параметр. В книге "Некоторые задачи теории нелинейных колебаний" представлен критерий
устойчивости периодических решений для линейных, квазилинейных систем и неавтономных
нелинейных систем для случая аналитических уравнений, содержащих одномерный малый
параметр.

Методы Малкина продолжают широко применяться для исследования задачи о вынужден-
ных колебаниях. Отметим здесь лишь наиболее близкие работы В. Н. Тхая , И. Н. Барабанова
[8], [9], М. И. Каменского, О. Макаренкова, П. Нистри, Б. Михайленко [10], [11], [12], [13], [14]
И. В. Антюшиной [15]. Стоит отметить, что результат Малкина нельзя перенести на систему
с двумя малыми параметрами. Этот случай рассматривается в текущей статье. Критерий
существования и единственности периодических решений у нелинейной системы, содержа-
щей два малых параметра, приводится в статье автора [7]. Критерий устойчивости для этих
решений представлен ниже. Устойчивость периодических решений определяется соотноше-
нием между малыми параметрами (лучи устойчивости), которые изменяются в зависимости
от первоначальных данных.

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

В основе текущей работы лежат материалы изложенные в статье автора [7], где для си-
стемы вида (1):





dx1
dt

= f1(x1) + µ1γ1(t,x2),

dx2
dt

= f2(x2) + µ2γ2(t,x1),

(1)

находятся условия существования и единственности периодических решений. Определение
критерия устойчивости для найденных в [7] периодических решений является целью данной
статьи.

Предполагается, что f1, f2 : Rn → Rn, γ1,γ2 : R1 × Rn → Rn, функции γ1,γ2 являются
T−периодическими функциями по первой переменной, то есть

γ1(t+ T,x1) ≡ γ1(t,x1), γ2(t+ T,x1) ≡ γ2(t,x1),

µ1, µ2- малые положительные параметры. Функции f1,f2,γ1,γ2 имеют непрерывные производ-
ные по соответствующим пространственным переменным x1, x2.

При нулевых значениях параметров µ1 и µ2 система (1) распадается на два автономных
уравнения:

dx1
dt

= f1(x1), (2)

dx2
dt

= f2(x2), (3)

назовем эти уравнения порождающими. Предполагается, что порождающие уравнения име-
ют T−периодические порождающие решения ϕ1(t),ϕ2(t) уравнений (2), (3). В силу автоном-
ности уравнений (2) и (3) они допускают семейство параметрических решений ϕ1(t,h1) =
ϕ1(t+h1), ϕ2(t,h2) = ϕ2(t+h2), где h1, h2 одномерные параметры. Также предполагается, что
1-является простым собственным значением у операторов сдвига по траектории линеаризо-
ванных на ϕ1,ϕ2 уравнений (2) и (3). Введем обозначение ϕ11 =

ϕ1

dh1
|h1=0, ϕ22 = ϕ2

dh2
|h2=0.
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Ключевую роль в исследованиях И. Г. Малкина играет, так называемая, "функция Мал-
кина". Для системы (1) она определяется следующим соотношением:





P1(h1,h2) =

T∫

0

〈γ1(τ,ϕ2(τ, h2)),ψ1(τ)〉dτ ,

P2(h1,h2) =

T∫

0

〈γ2(τ,ϕ1(τ, h1)),ψ2(τ)〉dτ ,

здесь ψ1,ψ2 периодическое решение систем:

dψ1

dt
+A∗

1(t)ψ1 = 0,

dψ2

dt
+A∗

2(t)ψ2 = 0,

где A1(t) =
df1
dx1

|ϕ1(t,0), A2(t) =
df2
dx2

|ϕ2(t,0). Как показано в [7], если система (4):

{
P1(h1,h2) = 0,

P2(h1,h2) = 0,
(4)

имеет тривиальное решение, то система (1) допускает ветвь периодических решений, обра-
щающихся при µ1 = µ2 = 0 в семейство порождающих решений ϕ1(t,0) и ϕ2(t,0). Если при
этом выполняется условие: ∣∣∣∣∣

∂P1
∂h1

∂P1
∂h2

∂P2
∂h1

∂P2
∂h2

∣∣∣∣∣
(0,0)

6= 0, (5)

то решение действительно существует и является единственным периодическим в окрестно-
сти ϕ1(t,0), ϕ2(t,0).

Обозначим и определим коэффициенты a2, b1, c1, c2, c5, c6:

a2 =

T∫

0

〈d
2f1
dx21

ϕ2(t, 0)ϕ11,ψ1〉dt, b1 =
T∫

0

〈d
2f2
dx22

ϕ1(t, 0)ϕ22,ψ2〉dt, c1 =

T∫

0

〈d
2f1
dx21

ϕ1(t, 0)ϕ11,ψ1〉dt,

c2 =

T∫

0

〈dγ1
dx2

ϕ2(t, 0)ϕ22,ψ1〉dt, c5 =

T∫

0

〈dγ2
dx1

ϕ1(t, 0)ϕ11,ψ2〉dt, c6 =

T∫

0

〈d
2f2
dx22

ϕ2(t, 0)ϕ22,ψ2〉dt.

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема. Пусть справедливо (5), тогда для асимптотической устойчивости периодических
решений системы (1), достаточно выполнение условия:

{
Re(µ1χ1 − µ2a2) < 0,

Re(−µ1b1 + µ2χ2) < 0,

где коэффициенты χ1, χ2 связаны соотношением (c1 − χ1)(c6 − χ2)− c2c5 = 0.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Будем искать условия, при которых периодические решения системы (1) x1(t), x2(t) будут
асимптотически устойчивыми. Разложим x1(t), x2(t) по степеням малых параметров:

x1(t) = ϕ1(t) + µ1x
(1)
1 + µ2x

(2)
1 + µ21x

(3)
1 + µ22x

(4)
1 + µ1µ2x

(5)
1 + ...

x2(t) = ϕ2(t) + µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 + µ21x

(3)
2 + µ22x

(4)
2 + µ1µ2x

(5)
2 + ...

Нас будут интересовать первые приближения, то есть x(1)1 , x
(2)
1 , x

(1)
2 , x

(2)
2 . Подставляя в систе-

му (1) выписанные выше разложения до первого порядка , мы получим:




ϕ̇1 + µ1ẋ
(1)
1 + µ2ẋ

(2)
1 = f1(ϕ1 + µ1x

(1)
1 µ2x

(2)
1 )+

+ µ1γ1(t,ϕ2 + µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 ),

ϕ̇2 + µ1ẋ
(1)
2 + µ2ẋ

(2)
2 = f2(ϕ2 + µ1x

(1)
2 + µ2x

(2)
2 )+

+ µ1γ2(t,ϕ1 + µ1x
(1)
1 + µ2x

(2)
1 ).

(i)

Далее, произведем в системе (i) замену переменных: xi = xi(t) + yi, i = 1,2:




ẏ1 + ϕ̇1 + µ1ẋ
(1)
1 + µ2ẋ

(2)
1 = f1(y1 + ϕ1 + µ1x

(1)
1 + µ2x

(2)
1 )+

+ +µ1γ1(t,y2 + ϕ2 + µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 ),

ẏ2 + ϕ̇2 + µ1ẋ
(1)
2 + µ2ẋ

(2)
2 = f2(y2 + ϕ2 + µ1x

(1)
2 + µ2x

(2)
2 )+

+ µ1γ2(t,y1 + ϕ1 + µ1x
(1)
1 + µ2x

(2)
1 ).

(ii)

Разность систем (ii) и (i) имеет вид:




ẏ1 = f1(y1 + ϕ1 + µ1x
(1)
1 + µ2x

(2)
1 )− f1(ϕ1 + µ1x

(1)
1 + µ2x

(2)
1 )+

+ µ1(γ1(t,y2 + ϕ2 + µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 )− γ1(t,ϕ2 + µ1x

(1)
2 + µ2x

(2)
2 ))

ẏ2 = f2(y2 + ϕ2 + µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 )− f2(ϕ2 + µ1x

(1)
2 + µ2x

(2)
2 )+

+ µ1(γ2(t,y1 + ϕ1 + µ1x
(1)
1 + µ2x

(2)
1 )− γ2(t,ϕ1 + µ1x

(1)
1 + µ2x

(2)
1 )).

Далее, линеаризуем разности получим:




ẏ1 = f ′1(ϕ1 + µ1x
(1)
1 + µ2x

(2)
1 )y1 − f ′1(ϕ1)y1 + f ′1(ϕ1)y1+

+ µ1γ
′
1(t,ϕ2 + µ1x

(1)
2 )y2 − µ1γ

′
1(t, ϕ2)y2 + µ1γ

′
1(t,ϕ2)y2

ẏ2 = f ′2(ϕ2 + µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 )y2 − f ′2(ϕ2)y2 + f ′2(ϕ2)y2+

+ µ2γ
′
2(t,ϕ2 + µ1x

(1)
1 )y1 − µ2γ

′
2(t, ϕ1)y1 + µ2γ

′
2(t,ϕ1)y1.

Повторяя процесс линеаризации, получаем:
{
ẏ1 = f ′1(ϕ1)y1 + f ′′1 (ϕ1)y1(µ1x

(1)
1 + µ2x

(2)
1 )y1 + µ1γ

′
1(t,ϕ2)y2 + o(µ21,µ

2
2, µ1µ2),

ẏ2 = f ′2(ϕ2)y2 + f ′′2 (ϕ2)y2(µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 )y2 + µ1γ

′
2(t,ϕ1)y1 + o(µ21,µ

2
2, µ1µ2),

Отбросив члены выше первого порядка относительно µ1, µ2, приходим к системе:
{
ẏ1 = f ′1(ϕ1)y1 + f ′′1 (ϕ1)y1(µ1x

(1)
1 + µ2x

(2)
1 )y1 + µ1γ

′
1(t,ϕ2)y2

ẏ2 = f ′2(ϕ2)y2 + f ′′2 (ϕ2)y2(µ1x
(1)
2 + µ2x

(2)
2 )y2 + µ1γ

′
2(t,ϕ1)y1
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введя новые обозначения, получим эквивалентную к последней систему:




dy1
dt

= A1(t)y1 + µ1(P1(t)y1 +Q1(t)y2) + µ2R1(t)y1 + o(µ1,µ2),

dy2
dt

= A2(t)y2 + µ2(P2(t)y2 +Q2(t)y1) + µ1R2(t)y2 + o(µ1,µ2)

(6)

здесь P1(t) = d2f1
dx21

x
(1)
1 |ϕ1(t,0), P2(t) = d2f2

dx22
x
(2)
2 |ϕ1(t,0) Q1(t) = dγ1

dx2
|ϕ2(t,0), Q2(t) =

dγ2
dx1

|ϕ1(t,0), R1(t) =
d2f1
dx21

x
(2)
1 |ϕ1(t,0), R2

d2f2
dx22

x
(1)
2 |ϕ2(t,0).

Система (6) при µ1 = µ2 = 0 разбивается на два независимых уравнения (7):

dy1
dt

= A1(t)y1,
dy2
dt

= A2(t)y2, (7)

следовательно, характеристические показатели уравнений системы (6) при µ1 = µ2 = 0 обра-
щаются в характеристические показатели системы (7). Поэтому, если µ1,µ2 достаточно малы,
то для задачи устойчивости можно рассматривать вместо характеристических показателей
системы (6) характеристические показатели системы (7), за исключением того случая, ко-
гда характеристические показатели равны 0. В этом случае характеристические показатели
системы (6) должны быть вычислены более точно. Обозначим за

α1 = λ1 + ā1(µ1,µ2), α2 = λ2 + ā2(µ1,µ2)

искомые характеристические показатели, здесь λ1 = λ2 = 0. Разложим ā1(µ1,µ2), ā2(µ1,µ2)
по степеням аргументов:

ā1(µ1,µ2) = µ1a1 + µ2a2 + ..., ā2(µ1,µ2) = µ1b1 + µ2b2 + ...,

нас будут интересовать только члены первого порядка.
Произведем в системе (6) замену переменных: y1 = e(µ1a1+µ2a2)tz1, y2 = e(µ1b1+µ2b2)tz2. После
преобразований, отбросив члены выше первого порядка относительно µ1, µ2, получим систе-
му: 




dz1
dt

= A1(t)z1 − (µ1a1 + µ2a2)z1 + µ1P1(t)z1 + µ1Q1(t)z2 + µ2R1(t)z1,

dz2
dt

= A2(t)z2 − (µ1b1 + µ2b2)z2 + µ2P2(t)z1 + µ2Q2(t)z1 + µ1R2(t)z2.

(8)

Будем искать искомое периодическое решение методом разложения по степеням параметра:

z1 =M1ϕ11 + µ1z
(1)
1 + µ2z

(2)
1 + ...

z2 =M2ϕ22 + µ1z
(1)
2 + µ2z

(2)
2 + ...,

здесь ϕ11 = ϕ1

dh1
|h1=0, ϕ22 = ϕ2

dh2
|h2=0, M1,M2 произвольные постоянные, одновременно не об-

ращающиеся в нуль. Подставляя эти выражения в систему (6) и приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях µ1, µ2, получим:

dz
(1)
1

dt
= A1(t)z

(1)
1 + (P1(t)ϕ11 − a1ϕ11)M1 +Q1(t)ϕ22M2,

dz
(2)
1

dt
= A1(t)z

(2)
1 + (−a2ϕ11 +R1(t)ϕ11)M1,

dz
(1)
2

dt
= A2(t)z

(1)
2 + (−b1ϕ22 +R2(t)ϕ22)M2,

dz
(2)
2

dt
= A2(t)z

(2)
2 +Q2(t)ϕ11M1 + (P2(t)ϕ22 − b2ϕ22)M2,

(9)
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как видно, что у каждого неоднородного уравнения системы одинаковая однородная часть,
тогда условия периодичности z

(1)
1 , z

(2)
1 , z

(1)
2 , z

(2)
2 примут вид:





T∫

0

〈(P1(t)ϕ11 − a1ϕ11)M1 +Q1(t)ϕ22M2,ψ1〉dt = 0,

T∫

0

〈(−a2ϕ11 +R1(t)ϕ11)M1, ψ1〉dt = 0,

T∫

0

〈(−b1ϕ22 +R2(t)ϕ22)M2, ψ2〉dt = 0,

T∫

0

〈Q2(t)ϕ11M1 + (P2(t)ϕ22 − b2ϕ22)M2, ψ2〉dt = 0

Разбив интегралы в последней системе, получаем:

ΛM = 0 (10)

здесь M =

(
M1

M2

)
,

Λ =




T∫
0

〈(P1(t)ϕ11 − a1ϕ11), ψ1〉dt
T∫
0

〈Q1(t)ϕ22,ψ1〉dt
T∫
0

〈(−a2ϕ11 +R1(t)ϕ11), ψ1〉dt 0

0
T∫
0

〈(−b1ϕ22 +R2(t)ϕ22), ψ2〉dt
T∫
0

〈Q2(t)ϕ11,ψ2〉dt
T∫
0

〈(P2(t)ϕ22 − b2ϕ22), ψ2〉dt




Так как последняя система должна иметь нетривиальное решение (M1,M2), для чего необхо-
димо, чтобы все миноры второго порядка матрицы Λ были равны нулю. Введем обозначения:

c1 =

T∫

0

〈P1(t)ϕ11,ψ1〉dt, c2 =
T∫

0

〈Q1(t)ϕ22,ψ1〉dt, c3 =
T∫

0

〈(R1(t)ϕ11,ψ1〉dt, c4 =
T∫

0

〈R2(t)ϕ22,ψ2〉dt,

c5 =

T∫

0

〈Q2(t)ϕ11,ψ2〉dt, c6 =
T∫

0

〈P2(t)ϕ22,ψ2〉dt.

Условие равенства нулю всех миноров второго порядка переписывается в систему:





(c3 − a2)(c4 − b1) = 0,

c2(c3 − a2) = 0,

(c1 − a1)(c4 − b1) = 0,

(c3 − a2)(c6 − b2) = 0,

c5(c4 − b1) = 0,

(c1 − a1)(c6 − b2)− c2c5 = 0
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Учитывая, что c2 6= 0, c5 6= 0 находим:





a2 = c3,

b1 = c4,

(c1 − a1)(c6 − b2)− c2c5 = 0

Как видно a2, b1 вычисляются явно, a1, b2 определяются последним уравнением системы.
Вспоминая, что ā1(µ1,µ2) = µ1a1 + µ2a2 + ..., ā2(µ1,µ2) = µ1b1 + µ2b2 + ..., получаем усло-
вия устойчивости периодических решений x1(t), x2(t):

{
Re(µ1a1 − µ2a2) < 0,

Re(−µ1b1 + µ2b2) < 0.
(11)

Замечание 1. Для получения точного результата необходимо вычислить коэффициенты
ci, которые, в свою очередь, находятся из первого приближения периодического решения
x
(1)
1 , x

(2)
1 , x

(1)
2 ,x

(2)
2 .
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