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Аннотация. В негладких динамических системах исследовано существование особой
точки. Установлено, что решение является устойчивым в целом. Использованы методы
качественного анализа и компьютерного моделирования. С учетом характеристических
уравнений, получены ряд основных случаи. Разработана программа на основе которой,
проведено секторное разделение пространства параметров. Данное разделение позволяет
прогнозировать поведения решений в той или иной участки плоскости.
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Abstract. This article presents existence of special point of non-smooth dynamical system.
The global stability is identified for solutions. Here is used qualitative analyses and computer
modeling. Plane is divided into sectors.
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ВВЕДЕНИЕ

Предельный цикл [2]-[3] — это замкнутая траектория в фазовом пространстве автоном-
ной системы обыкновенных дифференциальных уравнений, которая является α или ω–
предельным множеством, соответственно все остальные траектории из этой окрестности на-
матываются на предельный цикл в положительном или отрицательном времени. Впервые
понятие предельного цикла было введено великим французским математиком Анри Пуанка-
ре [1]. Понятие предельного цикла играет важнейшую роль как в самой теории обыкновенных
дифференциальных уравнений, так и в ее приложениях к технике. Предельные циклы нашли
широкое применение во многих областях естествознания: радиофизике, теории колебаний,
математической биологии, химии (периодические процессы в реакциях), авиации (мертвая
петля самолета), автоматическом регулировании, математической экономике, астрономии и
др.
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Анализ рождения предельных циклов одного класса нелинейной уравнений второго порядка

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Работа посвящена исследованию и классификации особой точки кусочно-линейного урав-
нения второго порядка

y′′ + ay′ + by + c|y′ + dy| = 0 (1)

в зависимости от значений коэффициентов a, b, c, d. Проведен полный анализ поведения тра-
ектории уравнения (1) в фазовой плоскости. Получены условия устойчивости состояния рав-
новесия в зависимости от значений коэффициентов. Cоставлена программа, которая разде-
ляет на секторы — подмножества пространство коэффициентов в зависимости от характера
особой точки уравнения (1) и, при выборе коэффициентов из данного подмножества, поз-
воляет провести компьютерную визуализацию расположения траекторий уравнения (1) на
фазовой плоскости.

Случай d = 0 был рассмотрен ранее в работе [6]. Ниже будем предполагать, что d 6= 0. При
d 6= 0, c 6= 0 замена y(t) = αu(dt), α = c/|c| в уравнении (1) приведет относительно функции
u(τ) к уравнению вида (1) с коэффициентами a/d, b/d2, |c|/|d|, 1. Поэтому, без ограничения
общности, будем рассматривать уравнение вида

y′′ + ay′ + by + c|y′ + y| = 0, (2)

где коэффициенты a, b — произвольные числа, а коэффициент c > 0.
Уравнение (2) распадается на два линейных уравнений [4], [5]

y′′ + (a+ c)y′ + (b+ c)y = 0, если y′ + y > 0, (3)

y′′ + (a− c)y′ + (b− c)y = 0, если y′ + y < 0, (4)

которые непрерывно сшиваются вдоль линии y′ + y = 0. Обозначим через µ+1,2 и µ−1,2 корни
характеристического уравнения

µ2 + (a± c)µ+ (b± c) = 0, (5)

соответствующие линейным уравнениям (3) и (4):

µ+1,2 = −1

2

{
(a+ c)∓

√
(a+ c)2 − 4(b+ c)

}
, (6)

µ−1,2 = −1

2

{
(a− c)∓

√
(a− c)2 − 4(b− c)

}
, (7)

Будем предполагать, что особая точка системы, соответствующая уравнению (2)

{
x′1 = x2,

x′2 = −ax2 − bx1 − c|x2 + x1|, (8)

изолирована, то есть b 6= ±c. При фиксированном c > 0 прямые b = c, b = −c и параболы
b = c + (a − c)2/4, b = −c + (a + c)2/4 разбивают плоскость коэффициентов a, b на секторы,
описание которых приведем.

ОСНОВНЫЕ СЛУЧАИ

Случай 1. Пусть выполняется условие b + c < 0. Это условие в терминах корней харак-
теристических уравнений (5) означает, что числа µ±1,2 вещественны, и µ+1 µ

+
2 < 0, µ−1 µ

−
2 < 0.

Система (8) имеет четыре инвариантных луча x2 = µ+1 x1, x1 > 0, x2 = µ+2 x1, (1 + µ+2 )x1 > 0,
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x2 = µ−1 x1, x1 < 0, x2 = µ−2 x1, (1 + µ−2 )x1 6 0. Особая точка системы (8) имеет четыре се-
паратрисы, состоящие из этих инвариантных лучей, которые чередованием приближаются к
особой точке или удаляются от особой точки при t→ ∞. В этом случае особая точка является
седлом. Индекс (Пуанкаре) особой точки равен −1.

Случай 2. Пусть выполняются условия b − c < 0 < 4(b + c) 6 (a + c)2. Эти условия в
терминах корней характеристических уравнений (5) означают, что числа µ−1,2 вещественны
и разного знака, т.е. µ−1 µ

−
2 < 0, а µ+1,2 вещественны и одного знака: µ+1 µ

+
2 > 0. Система

(8) имеет четыре инвариантных луча: x2 = µ+1 x1, x1 > 0, x2 = µ+2 x1, x1 > 0, x2 = µ−1 x1,
x2 = µ−2 x1, x1 6 0, если µ+1 > 0 и x2 = µ+1 x1, x1 > 0, x2 = µ+2 x1, x1 < 0, x2 = µ−1 x1, x1 < 0,
x2 = µ−2 x1, x1 > 0, если µ+1 < 0. Особая точка системы (8) имеет три сепаратрисы из числа
этих инвариантных лучей. Луч x2 = µ+2 x1, x1 > 0, если µ+1 > 0 и x2 = µ+1 x1, x1 > 0, если
µ+1 < 0 не является сепаратрисой. Особая точка является седло-узлом. Индекс особой точки
равен нулю.

Случай 3. Пусть выполняются условия b−c < (a+c)2 < 4(b+c). Эти условия в терминах
корней характеристических уравнений (5) означают, что числа µ−1,2 вещественны и разного
знака: µ−1 µ

−
2 < 0, а µ+1,2 комплексные числа. Система (8) имеет два инвариантных луча:

x2 = µ−1 x1, x1 < 0, x2 = µ−2 x1, x1 6 0. Они являются сепартрисами особой точки системы (8).
Все траектории системы (8), отличные от особой точки и собственных лучей, неограниченно
удаляются при t→ ±∞. Индекс особой точки равен нулю.

Случай 4. Пусть выполняются условия 0 < 4(b−c) 6 (a−c)2 и 0 < 4(b+c) 6 (a+c)2. Эти
условия эквивалентны тому, что все числа µ+1,2, µ

−
1,2 вещественны и 1) они положительны, если

a < −c < −2
√
2c, 2) они отрицательны, если a > c и, наконец, 3) µ+1,2 — отрицательны, а µ−1,2

— положительны, если c > 2 и −c + 2
√
2c < a < c. Система (8) имеет четыре инвариантных

луча: x2 = µ+1 , x1 > 0, x2 = µ+2 x1, x1 > 0, x2 = µ−1 x1, x1 < 0, x2 = µ−2 x1, x1 6 0, если
µ+1 > 0 и x2 = µ+1 x1, (1 + µ+1 )x1 > 0, x2 = µ+2 x1, (1 + µ+2 )x1 > 0, x2 = µ−1 x1, (1 + µ−1 )x1 < 0,
x2 = µ−2 x1, (1 + µ−2 )x1 > 0, если µ+1 < 0. Особая точка в случаях 1) и 2) является узлом,
причем неустойчивый узел в случае 1) и устойчивый узел в случае 2). В случае 3) система
(8) имеет нестационарные ограниченные решения, которые приближаются к особой точке
при t → ±∞. Такие траектории в линейных системах не появляются. Индекс особой точки
равен 1.

Случай 5. Пусть выполняются условия 0 < 4(b − c) 6 (a − c)2, 4(b + c) > (a + c)2 или
0 < 4(b+c) 6 (a+c)2, 4(b−c) > (a−c)2. Первые два условия эквивалентны тому, что числа µ−1,2
вещественны и положительны, а µ+1,2 комплексные. Аналогично вторые два условия означают,
что числа µ+1,2 вещественны и отрицательны, а µ−1,2 комплексные.

В первом случае система (8) имеет два инвариантных луча x2 = µ−1 x1, x1 < 0, x2 = µ−2 x1,
x1 < 0, и все траектории системы, отличные от стационарного, приближаются к особой точке
при t→ ∞ и удаляются в бесконечность при t→ ∞.

Во втором случае система (8) имеет два инвариантных луча x2 = µ+1 x1, (1+µ
+
1 )x1 > 0, x2 =

µ+2 x1, (1+µ
+
2 )x1 > 0, и все траетории системы, отличные от стационарного, приближаются к

особой точке при t→ +∞ и удаляются в бесконечность при t→ −∞. Особая точка является
устойчивой. Индекс особой точки равен 1.

Случай 6. Пусть выполняются условия 4(b − c) > (a − c)2, 4(b + c) > (a + c)2. Эти
условия в терминах корней характеристических уравнений (5) означают, что все числа µ±1,2
комплексные.

Рассмотрим функцию

γ(a, b, c) =
a+ c√

4(b+ c)− (a+ c)2
+

a− c√
4(b− c)− (a− c)2

,

которая играет важную роль в построении фазового портрета системы (8). Функция γ(a, b, c)
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обращается в нуль в точках b = (c2+a2)/2a2, 0 < a < 2, положительна при b > (c2+a2)/2a2 и
отрицательна при b < (c2 + a2)/2a2. Соответственно траектории, отличные от стационарного
решения, замкнутые, если γ(a, b, c) = 0, совершают бесконечно много оборотов вокруг особой
точки и приближаются к ней при t → +∞, если γ(a, b, c) < 0 и удаляются от нее при t →
+∞, если γ(a, b, c) > 0. Таким образом, особая точка системы (8) является центром, если
γ(a, b, c) = 0, является устойчивым фокусом, если γ(a, b, c) < 0 и неустойчивым фокусом,
если γ(a, b, c) > 0. Индекс особой точки равен 1.

СЕКТОРНОЕ РАЗДЕЛЕНИЕ

На основе вышеприведенных случаев 1-6 составлено пакет программ, который разделяет
плоскость по секторам.

Рис. 1. Фазовые портреты для случаев 1–6.

На рисунке 1 дополнительная линия 7 является множеством точек, для которых значение
функции γ равно нулю.

Некоторые результаты, сформулируем в виде следующих теорем.
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть коэффициенты системы (8) удовлетворяют условиям 0 < a < 2, c > a
и b = (c2 + a2)/2a. Тогда все решения системы (8) являются периодическими с периодом

T0 =
2πc

c2 − a2

√
a

2− a
.

Эта теорема для общего исходного уравнения примет вид

Теорема 1а. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям 0 < a/d < a,
|c| > |a| и b = d(c2 + a2)/2a. Тогда все решения уравнения (8) являются периодическими с
периодом

T =
2πc

c2 − a2

√
a

2d− a
.

Теорема 2. Пусть коэффициенты системы (8) удовлетворяют одному из условий a 6∈ (0, 2),
или a ∈ (0, 2) и b 6= (c2+a2)/2a. Тогда система (8) не имеет нестационарных периодических
решений.

Для заданного c > 2 определим множество

Ec =

{
(a, b) : 2

√
c− c < a < c,c < b 6 min

{
(a+ c)2 − 4c, (a − c)2 + 4c

}
/4

}
.

Так как при c > 2 справедливо неравенство 2
√
c− c < c, то множество Ec не пустое.

Теорема 3. Пусть c > 2 и коэффициенты a и b системы (8) удовлетворяют условиям
(a, b) ∈ Ec и b 6= (c2 + a2)/2a, если a ∈ (0, 2). Тогда система (8) не имеет ограниченных на
всей оси решений, отличных от стационарного решения.

Теперь сформулируем теорему об асимптотической устойчивости системы (8).

Теорема 4. Пусть коэффициенты a и b системы (8) удовлетворяют одному из условий:
1) b > (c2 + 4)/4 и a > b−

√
b2 − c2;

2) c < b 6 (c2 + 4)/4 и a > c+ 2
√
b− c, если c ∈ (0, 2) и a > c− 2

√
b− c, если c ∈ [2,∞).

Тогда особая точка системы (8) асимптотически устойчива.

В силу положительной однородности системы (8) из асимптотической устойчивости систе-
мы (8) следует ее устойчивость в целом.

Отметим, что аналоги теорем 2–4 можно сформулировать для общего случая уравнения
(1), когда d 6= 1 и c 6= 0.

Рассмотрим теперь кусочно линейное дифференциальное уравнение

y′′ + ay′ + by + c|y′ + y − λ| = 0, (9)

зависящее от вещественного параметра λ. Уравнение (9) эквивалентно системе уравнений
{

x′1 = x2,
x′2 = −ax2 − bx1 − c|x2 + x1 − λ|. (10)

Особые точки системы (10) лежать на оси x1 и являются решением уравнения

bx1 + c|x1 − λ| = 0.

Ограничимся рассмотрением случая, когда b > c. В этом случае уравнение (11) имеет един-
ственное решение x1∗ = cλ/(c − b), если λ > 0 и x1∗ = cλ/(c+ b), если λ < 0.
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Теорема 5. Пусть c > 0 и коэффициенты a и b системы (10) удовлетворяют условиям:

b > c, b−
√
b2 − c2 < a < c, если λ > 0,

b > c,−c < a < b−
√
b2 − c2, если λ < 0,

Тогда система (10) имеет предельный цикл, которому приближается все нестационарные
траектории при t→ +∞, если λ > 0 и при t→ −∞, если λ < 0.

На рис. 2. приведена фазовый портрет предельного цикла при a = 1.24, b = 3.23, c = 1.6,
d = 1, λ = 1.7.

Рис. 2. Предельный цикл
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