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Аннотация. В работе исследуется вопрос о нахождении решений системы дифферен
циальных уравнений в частных производных трехмерной теории поля 

rot AF = FF (x, y, z), A = g(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3div F . 

Здесь вектор-функция FF (x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)) и скалярная функция 
g(x, y, z) считаются известными. Предложен один способ нахождения решений системы. 
Доказано, что многообразие решений представимо формулой, содержащей одну произ
вольную гармоническую функцию трех переменных и две гармонические функции двух 
переменных, если выполнены два условия полной интегрируемости. 
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Abstract. In this paper is investigated the problem of finding solutions of differential 
equations in partial derivatives of a three-dimensional field theory 

rot AF = FF (x, y, z), A = g(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3div F . 

Here the vector function FF = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)) and the scalar function 
g(x, y, z) assumed to be known. It is suggested one method finding solutions of this system. It 
is proved that the manifold of solutions of system can be represented by the formula containing 
one arbitrary harmonic function of three variables and two harmonic function of two variables, 
if are satisfied two conditions of complete integrability. 

Keywords: system equations of a three-dimensional field theory, conditions of complete 
integrability, manifold of solutions, harmonic function. 

ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений в частных производных: 

rot AF = FF (x, y, z), div AF = g(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3 . (1) 

Здесь вектор-функция FF = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)) и скалярная функция g(x, y, z) 
считаются известными и дважды непрерывно дифференцируемыми во всем пространстве 
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R3. Решением системы (1) называем вектор-функцию AF = (U(x, y, z), V (x, y, z),W (x, y, z)), 
(x, y, z) ∈ R3, которая дважды непрерывно дифференцируема и удовлетворяет уравнениям 
системы (1). 

Система уравнений (1) является общей математической моделью трехмерной теории поля 
[1], [2]. В скалярной записи система (1) имеет вид 

Wy − Vz = f1, Uz −Wx = f2 Vx − Uy = f3 Ux + Vy + Wz = g, (x, y, z) ∈ R3 . (2) 

Система вида (2) в отдельных случаях изучена в работах [3]–[5]. 
Цель настоящей работы состоит в нахождении многообразия решений системы (2) в яв

ном виде. Представление многообразия решений важно при исследовании краевых задач для 
системы уравнений (2). Полученный результат легко переносится на случай, когда система 
уравнений задана в односвязной области. 

Для нахождения многообразия решений системы (2) применяется следующий способ. В си
стеме уравнений (2) осуществляется переход к цилиндрическим координатам (ρ, ϕ, z). Част
ные производные Uz, Uρ, Vz, Vρ четырьмя равенствами выражаются через остальные. С помо
щью этих четырех равенств перекрестным дифференцированием, т.е. приравниванием (Uz)ρ 
и (Uρ) , (Vz)ρ и (Vρ) , выводим еще два равенства. Из последних двух равенств находим Uϕ и z z
Vϕ, выразив их через W , производных W и f1, f2, f3, g. Этим самым получаем переопределен
ную систему из шести уравнений первого порядка с двумя неизвестными функциями U и V . 
Для этой системы выписываем условия полной интегрируемости ([6]), полагая W известной 
гармонической функцией. В условиях полной интегрируемости участвуют две гармонические 
функции двух переменных, порождаемые функцией W . Считая выполненными условия пол
ной интегрируемости, простым интегрированием выводим формулу для нахождения U и V . 
Полученная формула представляет многообразие решений системы (2). 

НАХОЖДЕНИЕ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

Пусть множество решений системы уравнений (2) не пусто. В системе уравнений (2) пе
рейдём к цилиндрической системе координат (ρ, ϕ, z), сохраняя обозначение функций [7]: 

 
1 

Uz sinϕ − Vz cosϕ + Wϕ = f1(ρ, ϕ, z),
ρ
 

Uz cosϕ + Vz sinϕ −Wρ = f2(ρ, ϕ, z),
 

 
1 1 (3)−Uρ sinϕ + Vρ cosϕ − Uϕ cosϕ − Vϕ sinϕ = f3(ρ, ϕ, z),
ρ ρ 

1 1 
Uρ cosϕ + Vρ sinϕ − Uρ sinϕ + Vϕ cosϕ + Wz = g(ρ, ϕ, z). 

 
ρ ρ 

Найдём из системы (3) частные производные Uz, Uρ, Vz, Vρ. Имеем: 

1 
Uz = Wρ cosϕ − Wϕ sinϕ + f1 · sinϕ + f2 · cosϕ,

ρ 
1 

Uρ = −Wz cosϕ − Vϕ + g · cosϕ − f3 · sinϕ, 

 
ρ (4)1 

Vz = Wρ sinϕ + Wϕ cosϕ + f2 sinϕ − f1 cosϕ,
ρ 
1 


Vρ = −Wz sinϕ + Uϕ + f3 · cosϕ + g · sinϕ. 

ρ 

За счет перекрестного дифференцирования, т.е. приравнивания (Uz)ρ и (Uρ) , (Vz)ρ и (Vρ) ,z z
выводим еще два равенства: 

1 1 
(Wρρ+Wzz) sinϕ+ (−Uϕz +Wϕρ cosϕ)− Wϕ cosϕ+f2ρ sinϕ−f1ρ cosϕ−f3z cosϕ−gz sinϕ = 0,

ρ ρ2
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1 1 
(Wρρ +Wzz) cosϕ+ (Vϕz −Wϕρ sinϕ)+ Wϕ sinϕ+f1ρ · sinϕ+f2ρ · cosϕ−gz cosϕ+f3z · sinϕ = 0,

ρ ρ 

отсюда, производя эквивалентные преобразования, имеем: 

1 
(Wρρ + Wzz) + (Vϕz cosϕ − Uϕz sinϕ) + f2ρ − gz = 0,

ρ

1 1 1 
Wϕρ − Wϕ − (Vϕz sinϕ + Uϕz cosϕ)− f1ρ − f3z = 0,
ρ ρ2 ρ

1 ∂ 1 1 · (Vϕ cosϕ − Uϕ sinϕ) = Wϕϕ + Wρ + gz − f2ρ,
ρ ∂z ρ2 ρ 

1 ∂ 1 1 · (Vϕ sinϕ + Uϕ cosϕ) = − Wϕ + Wϕρ − f1ρ − f3z,
ρ ∂z ρ2 ρ 

∂ 1 
(Vϕ cosϕ − Uϕ sinϕ) = Wϕϕ + Wρ + ρ(gz − f2ρ),

∂z ρ
 

∂ 1
 
(Vϕ sinϕ + Uϕ cosϕ) = − Wϕ + Wϕρ − ρ(f1ρ + f3z),

∂z ρ2
! [ 

1 
] 

−Uϕ sinϕ + Vϕ cosϕ = Wρ + Wϕϕ + ρ(gz − f2ρ) dz + ψф(ρ, ϕ),
ρ 

Uϕ cosϕ + Vϕ sinϕ = 

! [ 

Wϕρ − 1 Wϕ − ρ(f1ρ + f3z) 

] 

dz + ψф2(ρ, ϕ). 
ρ 

Из последних двух равенств находим Uϕ и Vϕ: 

Uϕ = cosϕ 

{! [ 

Wϕρ − 1 Wϕ − ρ(f1ρ + f3z)

] 

dz + ψф2
} 

− 
ρ{! [ 
1 

] } 

− sinϕ Wρ + Wϕϕ + ρ(gz − f2ρ dz + ψф1 (≡ L5),
ρ (5){! [ 
1 

] } 

Vϕ = cosϕ Wρ + Wϕϕ + ρ(gz − f2ρ) dz + ψф1 + 
ρ 

+sinϕ 

{! [
Wϕρ − 1 Wϕ − ρ(f1ρ + f3z)

] 

dz + ψф2
} 

(≡ L6). 
ρ 

Объединяя (4) и (5) и полагая W известной гармонической функцией, получаем следующую 
переопределенную систему уравнений относительно неизвестных U и V : 

1 
Uz = Wp cosϕ − Wϕ sinϕ + f1 sinϕ + f2 cosϕ,

ρ 
1 

Up = −Wz cosϕ − L6 + g cosϕ − f3 sinϕ,
ρ! {[ 
1 

] 

Uϕ = Wϕϕ − Wϕ − ρ (f1ρ − f3z) cosϕ− 
ρ[ 

1 
] } 

− Wρ + Wϕϕ + ρ (gz − fzρ) sinϕ dz + ψф2 cosϕ − ψф1 sinϕ, 

 
ρ (6)1 

Vz = Wρ sinϕ + Wϕ cosϕ + f2 sinϕ − f1 cosϕ,
ρ 
1 

Vρ = Wz sinϕ + L5 + f3 cosϕ + g sinϕ,
ρ! {[
1 

]
Vϕ = Wρ + Wϕϕ + ρ (gz − f2ρ) cosϕ+ 

ρ 

 + 

[
Wϕρ − 1 Wϕ − ρ (f1ρ − f3z)

] 

sinϕ

} 

dz + ψф1 cosϕ + ψф2 sinϕ, 
ρ 
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Для полной интегрируемости системы уравнений (6), согласно общей теории [6], необхо
димо и достаточно выполнения условий ∂ρ(61) = ∂z(62), ∂ϕ(61) = ∂z(63), ∂ρ(64) = ∂z(65), 
∂ϕ(64) = ∂z(66) и ∂ϕ(62) = ∂ρ(63), ∂ϕ(65) = ∂ρ(66). Первые четыре условия выполняются 
автоматически. А последние два условия эквивалентны следующим: 

� 
1 1 

� �
1 1 

� 

ψ1 − ψ2ϕ − g − f3ϕ sinϕ + ψ2 + ψ1ϕ + f3 + gϕ cosϕ+ 
ρ 
ф

ρ 
ф

ρ 
ф

ρ 
ф

∂ 
{! }

+	 [ρ(f1ρ + f3z) cosϕ + (gz − f2ρ) sinϕ] dz = 0,
∂ρ (7) � 

1 1 
� � 

1 1 
� 

ψ1 − ψ2ρ − g − f3ϕ cosϕ + ψ2 + ψ1ϕ − f3 + gz sinϕ+ 
ρ 
ф

ρ 
ф

ρ 
ф

ρ 
ф

∂ 
{! }

+ [ρ(gz − f2ρ) cosϕ − (f1ρ + f3z) sinϕ] dz = 0. 
∂ρ 

Здесь ψф1 (ρ, ϕ), ψф2 (ρ, ϕ) — две гармонические функции, порождаемые функцией W . 
Таким образом, справедлива следующая теорема. 
Теорема. Пусть выполнены условия (7), где W — произвольная гармоническая функция 

трех переменных, ψф1 (ρ, ϕ), ψф2 (ρ, ϕ) - две гармонические функции, порождаемые функцией 
W . Тогда многообразие решений системы уравнений (2) представимо формулой 

!	 � 
1 

� ! 
U (ρ, ϕ, z) = Wρ · cosϕ − Wϕ · sinϕ + f1 · sinϕ + f2 · cosϕ dz + (−Wz · cosϕ− 

ρ 
1	 

� ! �! {[
1 

]
− L6 + g · cosϕ + f3 · sinϕ dp + Wϕρ − Wϕ − p (f1p + f3z) · cosϕ− 
ρ	 p[

1 
] }	 � 

− Wρ − Wϕϕ − p (gz − f2p) sinϕ dz + ψф2 cosϕ − ψф1 sinϕ dϕ + c1, 
(8) ! p� 

1	 
� ! 

V (ρ, ϕ, z) = Wρ · sinϕ + Wϕ · cosϕ + f2 · sinϕ − f1 · cosϕ dz + (−Wz · sinϕ+ 
ρ 

1	 
� ! �! {[

1 
]

+ L5 + g · sinϕ + f3 · cosϕ dp + Wρ + Wϕϕ + p (gz − f2p) · cosϕ+ 
ρ	 p[

1 
] }	 � 

+ Wϕp − Wϕ − p (f1p + f3z) sinϕ dz + ψф1 cosϕ + ψф2 sinϕ dϕ + c2. 
p 
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