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Аннотация. В гильбертовом пространстве абстрактное линейное параболическое 
уравнение с симметричным оператором и весовым интегральным условием на решение 
в условиях слабой и обобщённой разрешимости решается приближённо методом Галёр­
кина. Предположения на проекционные подпространства ориентированы на метод ко­
нечных элементов. Рассматривается случай проекционных подпространств, построенных 
по равномерному разбиению области изменения пространственных переменных, а также 
случай произвольных проекционных подпространств типа конечных элементов. Установ­
лены оценки погрешностей приближённых решений, сходимость приближённых решений 
к точному решению в различных нормах и порядки скорости сходимости. 

Ключевые слова: гильбертово пространство, параболическое уравнение, весовое ин­
тегральное условие, метод Галеркина, симметричный оператор. 
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INTEGRAL CONDITION
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Abstract. In the Hilbert space the abstract linear parabolic equation with symmetrical 
operator and weight integral condition on solution is considered in the conditions of weak and 
generalized solubility. This eqation is solved approximately by Galerkin’s method. Estimates 
on projection subspaces are oriented on the finite element method. The case of projection 
subspaces built by the uniform partition of region of variation of space variables and also 
case of arbitrary projection subspaces of the type of finite elements are considered. The error 
estimations of approximate solutions, convergence of approximate solutions to exact solution 
in different norms and the orders of rate of convergence are established. 

Keywords: Hilbert space, parabolic equation, weight integral condition, the Galerkin’s 
method, symmetrical operator. 

ОПИСАНИЕ ТОЧНОЙ И ПРИБЛИЖЁННОЙ ЗАДАЧ 

Предполагается, что задана тройка сепарабельных гильбертовых пространств V ⊂ H ⊂ 
V ′, где пространство V ′ — двойственное к V , а пространство H отождествляется со своим 
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двойственным H ′. Оба вложения плотные и непрерывные. На u, v ∈ V определена полутора­
линейная форма a(u, v). Пусть для всех u, v ∈ V выполнены оценки 

|a(u, v)|  M u V  v V , Re a(u, u) ; α u 2 V , (1) 

где α > 0. Очевидно, что форма a(u, v) порождает линейный ограниченный оператор A : 
V → V ′, такой что для u, v ∈ V выполняется a(u, v) = (Au, v). Отсюда следует оценка
 A V →V ′  M . Здесь под выражением типа (z, v) понимается значение функционала z ∈ V ′ 

на элементе v ∈ V . Для z ∈ H выражение (z, v), в силу отждествления H ≡ H ′, совпадает со 
скалярным произведением в H [1]. 

В пространстве V ′ на [0, T ] рассматривается параболическая задача 

Tj
′ (t) +Au(t) = f (t), p(t)u(t) dt = u. (2)
 u
 

jT(j 

0 

В (2) заданы функция t → f (t) ∈ V ′, элемент u и функция t → p(t) ∈ R1 . Производные 
функций здесь и далее понимаются в обобщённом смысле. 

В [2] доказана теорема о существовании слабого решения задачи (2). 
Теорема 1. Пусть в задаче (2) выполнены условия (1), функция f ∈ 

L1(0, T ;H)
П 
L2(0, T ;V ′ ). Пусть функция p(t) абсолютно непрерывная, невозрастающая 

и принимает положительные значения на [0, T ]. Пусть также u ∈ D(A) = 
{v ∈ V |Av ∈ H}. Тогда задача (2) имеет единственное решение u(t), такое что 

′ u ∈ L2(0, T ;V )
П 
C([0, T ],H), u ∈ L2(0, T ;V ′ ). Кроме того, справедлива оценка 

T Tj 

0 

)2(
 u(t) 2 +  u ′ (t) 2 

) 
dt  C

{
 Au 2 V V ′ H +

}

 u(t) 2 H +  f (t) 2 V ′ f (t) H dt dt
max 

0 t T
+
 .
 

0 0

j 

Далее задача (2) решается приближённо методом Галёркина. 
Пусть Vh — конечномерное подпространство пространства v. Здесь параметр h > 0. Отме­

тим, что на Vh можно рассматривать нормы пространств V , H, V ′. Определим пространство 
V ′ , задав на uh ∈ Vh двойственную норму  uh V ′ = sup |(uh, vh)|, где точная верхняя граница h h 

берётся по всем vh ∈ Vh, таким что  vh V = 1. Очевидно, что  uh V ′   uh V ′ . Обозначим 
h

через Ph ортогональный проектор в пространстве H на Vh ⊂ H. В [3] замечено, что опера­
тор Ph допускает продолжение по непрерывности до оператора P h : V ′ → V ′ и справедлива h 
оценка

 P hu V ′   u V ′ (u ∈ V ′ ). (3) 
h

Отметим также для u ∈ V ′ и v ∈ H соотношение (P hu, v) = (u, Ph, v), которое получается 
соответствующим предельным переходом [4]. 

Задаче (2) поставим в соответствие приближённую в Vh задачу. Определённую на [0, T ] 
функцию t → uh(t) ∈ Vh назовём приближённым решением задачи (2), найденным полудис­
кретным методом Галёркина, если 

T

′ 
h(t) +Ahuh(t) = Phf (t), p(t)uh(t) dt = uh. (4) u
 

0 

В (4) оператор Ah = P hA : Vh → Vh, а элемент uh ∈ Vh определим позже. Заметим, 
что задача (4) сводится к конечной системе обыкновенных дифференциальных уравнений с 
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интегральным условием на решение. Разрешимость задачи (4) устанавливается, как и для 
задачи (2). 

В данной работе всюду далее предполагается, что форма a(u, v) является симметричной, 
то есть a(u, v) = a(v, u), где черта над комплексным числом означает переход к сопряжённому 
числу. 

Отметим, что задача (2) с симметричным оператором при p(t) ≡ 1 была изучена в [5]. 

СРЕДНЕКВАДРАТИЧНАЯ СХОДИМОСТЬ МЕТОДА ГАЛЁРКИНА 

Приведём необходимую в дальнейшем оценку решения уравнения в (4) из [4]. 

T T

max uh(t) 
2 +

j ( 
uh(t) H 

2 + A−1 uh
′ (t) 2 

) 
dt M uh(0) 

2 +

j
A−1P hf (t) H 

2 dt . (5) V ′ h H V ′ h0 t T h h
 

0 0
 

A−1В (6) оператор определяется следующим образом. Из симметричности формы a(u, v),h 
2оценки a(u, v) ; α u и соотношения (Ahuh, vh) = a(uh, vh), где uh, vh ∈ Vh следует само­V 

сопряжённость и положительная определённость оператора Ah : Vh → Vh. В таком случае 
A−1существует опрератор h : Vh → Vh. Заметим также, что существует самосопряжённый по­

1
2 
hложительно определённый оператор A
 : Vh → Vh. Приведём необходимое далее утверждение 

из [4]. 
Лемма 1. Для любых uh ∈ Vh выполняются оценки: 

A
 
1 
2 
h uh 

2 2 2α
 M
 (6)
 uh uh V ,V H 

1
2 

1
2

− −2 2 2α A
 M A
 (7)
 uh uhH V ′ 
h 

uh H .h h 

Определим теперь гильбертово пространство 

V (A) = {u, v ∈ V | (u, v)V (A) = a(u, v)}. 

Из (1) для всех u ∈ V следует оценка 

1
2

1
2α
 u uV V (A) M
 (8)
 u
 V , 

которая означает эквивалентность норм в пространсвах V и V (A). Через Rh обозначим орто­
гональный проектор в пространстве V (A) на Vh. В таком случае, для любого u ∈ V и любого 
vh ∈ Vh выполняется равенство 

a(u, vh) = a(Rhu, vh). (9) 

Из (9) для любого u ∈ V следует равенство AhRhu = P hAu. 
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и форма a(u, v) симметричная. Пусть 

u(t) — слабое решение задачи (2), а uh(t) — решение задачи (4), такое что uh = Rhu. Тогда 
справедлива оценка 

Tj ( )
2 2 ′ 2 max Phu(t)− uh(t) V ′ + u(t)− uh(t) H + A−1[P hu ′ (t)− uh(t)] dt 

0 t T h h H 

0 

Tj
2K (I −Rh)u(t) H dt. (10) 

0 
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Доказательство. К уравнению (2) применим оператор P h, и из полученного равенства 
вычтем уравнение (4). Получим 

[Phu(t)− uh(t)] 
′ + Ah[Phu(t)− uh(t)] = P hA(Ph − I)u(t). (11) 

В (11) правая часть принадлежит пространству L2(0, T ;V ′ ). Можно воспользоваться оценкой h

(5). Получим оценку 

T Tj j )
2 2 A−1 ′ 2 max Phu(t)− uh(t) + Phu(t)− uh(t) [P hu ′ (t)− uh(t)] dt V ′ H + h H 
h0 t T 

0 0 

T� j �
2 A−1 2K Phu(0) − uh(0) V ′ + P hA(Ph − I)u(t) H dt . (12) hh 

0 

Свойство (9) позволяет провести оценку 

T Tj j
A−1 2 A−1 2P hA(Ph − I)u(t) H dt = P hA(Ph −Rh)u(t) H dt = h h 

0 0 

T Tj j
2 2(Ph −Rh)u(t) H dt (I −Rh)u(t) H dt. 

0 0 

2Оценим теперь Phu(0)−uh(0) V ′ . Обозначим zh(t) = Phu(t)−uh(t). Тогда уравнение (11) 
примет вид 

h 

′ zh(t) +Ahzh(t) = P hA(Ph − I)u(t). (13) 

Выпишем решение уравнения (13), взятое в точке T 

Tj
zh(T ) = e −AhT zh(0) + e −Ah(T −s)P hA(Ph − I)u(s) ds. (14) 

0 

Выразим теперь zh(0) через zh(T ). Применим к уравнению (2) оператор P h. Учитывая от­
меченное выше соотношение P hAu(t) = AhRhu(t), получим равенство P hu ′ (t) + AhRhu(t) = 
P hf (t). Вычитая из него уравнение (4), будем иметь 

′ zh(t) +Ah(Rhu(t)− uh(t)) = 0. (15) 

Равенство (15) умножим на p(t) и проинтегрируем от 0 до T : 

T T Tj j j
′ p(t)zh(t) dt = AhRh p(t)u(t) dt −Ah p(t)uh(t) dt. (16) 

0 0 0 

T
′Из (2), (4), (16) и условия uh = Rhu следует, что 

т 
p(t)z (t) dt = 0. Так как функции p(t) иh

0 

zh(t) абсолютно непрерывны, то получим равенство 

T Tj j
′ 0 = p(t)zh(t) dt = p(T )zh(T )− p(0)zh(0)− p ′ (t)zh(t) dt, 

0 0 
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из которого следует, что
 

T
p(T ) 1 

j
zh(0) = zh(T )− p ′ (t)zh(t) dt. (17) 

p(0) p(0) 
0 

Теперь из (14) и (17) получаем 

T T 
p(T ) 1 

j  
p(T )

j
zh(0) = e −AhT + p ′ (t)e −Aht dt zh(0) + e −Ah(T −s)P hA(Ph − I)u(s) ds− 

p(0) p(0) p(0) 
0 0 

T t 
1 
j (

p ′ (t)
j
e −Ah(t−s)P hA(Ph − I)u(s) ds

) 
dt. (18) 

p(0) 
0 0 

Рассмотрим в пространстве Vh оператор 

T
p(T ) 1 

j
Bh = I − e −AhT + p ′ (t)e −Aht dt. 

p(0) p(0) 
0 

Для оператора Bh существует обратный [2] 

T  −1 

B−1 = 
(
I − p(T ) 

e −AhT 
)−1

 
I +

1 (
I − p(T ) 

e −AhT 
)−1 

j
p ′ (t)e −Aht dt ,h p(0) p(0) p(0) 

0 

для которого справедлива оценка 

T

B−1 1 (
β 
j

βt dt
)−1 

p(t)e = M1, (19) h Vh→Vh p(0)
0 

где пространство Vh берётся с нормой пространства H. В (19) β = α/δ2, где константа α > 0 
из (1), а константа δ > 0 такая, что для всех v ∈ V , в силу непрерывности вложения V ⊂ H, 
выполняется оценка v H δ v V . 

Теперь из (18) получаем 

T

B−1 

 
p(T )

j
Phu(0)− uh(0) = zh(0) = e −Ah(T −s)P hA(Ph − I)u(s) ds−h p(0) 

0 

T t  
1 
j j
p ′ (t) e −Ah(t−s)P hA(Ph − I)u(s) ds dt . (20) 

p(0) 
0 0 

Из (20) и (19) и (7) следует оценка 

T

− 1 

�
p(T )

j
2Phu(0)− uh(0) V ′ M1M e −Ah(T −s)Ah(Ph −Rh)u(s) ds− 

h 

   Ah p(0) 
0 

T t 
1 
j
p ′ (t)

j
e −Ah(t−s)Ah(Ph −Rh)u(s) ds dt

    
Hp(0) 

0 0 
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T
p(T ) 

j
−Ah(T −s)Ae 

1
2 (Ph −Rh)u(s) ds +
M1M hp(0)
 H 

0 

T t 
1 

j j
−Ah(t−s)Ap ′ (t) e 

p(0) 
0 0 

1
2 (Ph −Rh)u(s) ds dt . (21) h 

H 

t

В (21) выражение 
т 
e−Ah(t−s)A 

1
2 (Ph −Rh)u(s) ds является решением уравнения h 

0 

′ 
1 
2 
h (Ph −Rh)u(t)vh(t) +Ahvh(t) = A 

с нулевым начальным условием. 
Отметим, что для уравнения в (4) в [6] была получена оценка 

T T

2 

j
2 

{ 
2 

j
2 

}
max uh(t) H + uh(t) V dt K uh(0) H + Phf (t) V ′ dt . (22) 
0 t T h 

0 0 

Для (21), с учётом (7) и (9), оценка (22) примет вид 

t T Tj

0 

j
K A 

j
2 2 

H dt. 
21

2 
1
2e
 −Ah(t−s)A (Ph −Rh)u(s) ds (Ph −Rh)u(t) (I −Rh)u(t)dt KM
 V ′ 

hh hH 
0 0 

Тогда имеем 
2Phu(0)− uh(0) V ′ 
h 

T T T

2 2KM 
p(T )

j
(I −Rh)u(t) H dt +

1 
j

|p ′ (t)| dt 
j

(I −Rh)u(t) , dt 
p(0) p(0) H 

0 0 0 

Tj
2K (I −Rh)u(t) H dt. 

0 

В результате оценка (12) принимает вид 

Tj
2 2 max Phu(t)− uh(t) V ′ + Phu(t)− uh(t) H dt+ 
h0 t T 

0 

T Tj j
A−1 ′ 2 2[P hu ′ (t)− uh(t)] H dt K (I −Rh)u(t) H dt. (23) h 

0 0 

Осталось заметить, что 

T T Tj j j
2 2 2 2 u(t) − uh(t) 2 ( u(t) − Phu(t) H + Phu(t)− uh(t) H ) dt 3 (I −Rh)u(t) dt H .H 

0 0 0 

Таким образом, получаем из (23) оценку (10).D 
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Приведём условия, позволяющие из оценки (10) делать выводы о сходимости соответству­
ющих норм погрешностей к нулю. Пусть задана последовательность {Vh} конечномерных 
подпространств, предельно плотная в пространстве V , то есть (I − Qh)v V → 0 при h → 0 
для любого v ∈ V , где Qh — ортопроектор в пространстве V на Vh. Заметим, что такая 
последовательность предельно плотна и в пространстве H [7]. 

Следствие 1. Пусть {Vh} — последовательность конечномерных подпространств, пре­
дельно плотная в пространстве V . Тогда, в условиях теоремы 2, при h → 0 

Tj
2 u(t)− uh(t) H dt → 0. 

0 

Доказательство. Утверждение следует из (10), непрерывного вложения V ⊂ H и уста­
новленной в [8] для любого v ∈ V оценки 

(I −Rh)v V Mα−1 (I −Qh)v V . (24) 

Далее покажем, что оценка (10) позволяет установить и скорость сходимости. 
Пусть существует гильбертово пространство E, такое что D(A) ⊂ E ⊂ V и выполняется 

типичная для эллиптических операторов оценка 

v E d Av H (v ∈ E), (25) 

где d > 0. Например, если параболическое уравнение в области Ω определено равномерно эл­
липтическим дифференциальным оператором второго порядка и краевым условием Дирихле, 

◦ ◦ 

W −1то рассматриваем пространства: H = L2(Ω), V =W2
1 (Ω), V ′ = (Ω), E = W2

2(Ω)∩ W 1 2 2 

(Ω) . Если же же на границе области Ω задаётся условие Неймана, то пространства следую­
щие: H = L2(Ω), V = W2

1(Ω), E = W2
2(Ω) [9]. 

Пусть подпространства Vh обладают следующим аппроксимационным свойством 

(I −Qh)v V r1h v E (v ∈ E), (26) 

типичным для подпространств типа конечных элементов (см., например, [10]). B [11] показа­
но, что из (26) следует оценка 

(I −Rh)v H r1h (I −Qh)v V (v ∈ V ). (27) 

Следствие 2. Пусть выполнены предположения теоремы 2, условия (25) и (26). Тогда 

T Tj j
2 2 u(t)− uh(t) H dt Kh2 u(t) dt. (28) V 

0 0 

Если же решение u(t) задачи (2) более гладкое, а именно u ∈ L2(0, T ;E), то оценка следую­
щая 

T Tj j
2 2 u(t) − uh(t) H dt Kh4 u(t) E dt. (29) 

0 0 

Доказательство. Оценка (28) следует из (10), (24) и (27). А оценка (29) получается из 
(10), (18), (24) и (26). D 
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ОБОБЩЁННАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 

Вновь рассмотрим задачу (2). Установим для этой задачи, так называемую, обобщённую 
разрешимость. Будем оператор A, порождённый формой a(u, v), рассматривать как оператор 
в пространстве H. Тогда оператор A : D(A) ⊂ H → H является самосопряжённым и положи­
тельно определённым. Кроме того, для самосопряжённого и положительно опеределённого 

1
2

1
2

1
2оператора A
 область определения D(A
 )
 =
 V и v
 V (A) =
 A
 v
 H (см., например, [12], [13]). 

ВH оператор A определяет аналитическую полугруппу e−At [14]. Кроме того, если элемент 
1
2 ) = V
 и функция f ∈ L2(0, T ;H), то функция u0 ∈ D(A 

t
 

−At
 
j

u(t) = e u0 + e −A(t−s)f (s) ds (30) 

0 

является в пространстве H решением задачи Коши 

u ′ (t) +Au(t) = f (t), u(0) = u0. (31) 

Заметим (см., например, [15], [16]), что для такого решения u(t), которое называется обоб­
щённым, выполняется следующая гладкость: u ∈ C([0, T ], V ) и u ′ , Au ∈ L2(0, T ;H). Кроме 
того, справедлива оценка 

T T

max u(t) 2 +

j ( 
u ′ (t) 2 + Au(t) 2 

) 
dt K

{ 
u0

2 + 

j
f (t) H 

2 dt
}
. (32) V V H V

0 t T 
0 0 

Вернёмся к задаче (2). Укажем достаточные условия на элемент u и функцию f (t) для 
того чтобы эта задача имела обобщённое решение. 

Теорема 3. Пусть форма a(u, v) симметрична и удовлетворяет условиям (1). Пусть в 
(2) элемент u ∈ V , такой что Au ∈ V . Пусть также функция f ∈ L1(0, T ;V )

П 
L2(0, T ;H). 

Тоггда задача (2) имеет единственное решение u(t), такое что u ∈ C([0, T ], V ), а функции 
u ′ , Au ∈ L2(0, T ;H). Кроме того, справедлива оценка 

T

max u(t) 2 + 

j ( 
u ′ (t) H 

2 + Au(t) 2 
) 
dt V H

0 t T 
0 

T

K
{ 
Au 2 + 

(jT
f (t) V dt

)2 

+ 

j
f (t) H 

2 dt
}
. (33) V 

0 0 

Доказательство. Прежде всего заметим, что в сделанных предположениях задача (2) 
имеет единственное слабое решение. Следовательно, более гладкое обобщённое решение, если 
оно существует, будет также единственным. 

Теперь рассмотрим оператор B : V → V , определённый равенством 

T

−At dt B = p(0) 
(
I − p(T ) 

e −AT 
) 
+

1 
j
p ′ (t)e . (34) 

p(0) p(0) 
0 

Покажем обратимость этого оператора.
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Для v ∈ V получаем 

p(T )
 −AT e v =
 A
 
p(T ) p(T )−AT p(T )
1

2
1
2

−βT −βT A
e v
 e
 v =H e v
 V (A), p(0) V (A) p(0) H p(0) p(0)
 

где β — константа, определённая в (19). Так как функция p(t) невозрастающая, то существует
 

оператор 

(
I − p(T ) 

p(0) e
−AT 

)−1 

: V → V и 

(
I − p(T ) 

p(0) 
e −AT 

)−1 

V (A)→V (A) 

p(0) 

p(0)− p(T )e−βT . (35) 

Теперь оператор B можем представить в виде 

B = p(0)

(
I − p(T ) 

p(0) 
e −AT 

)(
I + 

1 

p(0)

(
I − p(T ) 

p(0) 
e −AT 

)−1 
Tj

0 

p ′ (t)e −At dt

)
. (36) 

Произведём следующую оценку. Для произвольного v ∈ V имеем 

T T Tj j

V (A) H H 
0 0 0 

T T

j
−AtA ′ (t)e −Atv dt p ′ (t)e 

1
2 

1
2

′ (t)e −Atv dt A
 dt
 p
 =
 p
 v
 

(
−βT − β 

j
−βt dt

) 
Ap(0)− p(T )e p(t)e 

0 

1
2

1
2|p
 −βt ′ (t)|e A
 v
 H dt = v =H

j

0 

T(
−βT − β 

j
−βt dt

)
p(0)− p(T )e p(t)e v V (A) (37) 

0 

Из (35), (36) следует оценка 

T T

−At dt 
1 (

I−p(T ) 
e −AT 

)−1 
j
p ′ (t)e 1− β 

j
p(t)e −βt dt < 1. (38) 

p(0) p(0) p(0) − p(T )e−βt V (A)→V (A)
0 0 

Таким образом, из (36) и (38) следует обратимость оператора B в пространстве V , 

T

B−1 1 1 (
I − p(T ) −AT 

)−1 
j

−At dt 

−1(
p(T ) −AT 

)−1 

= I + e p ′ (t)e I − e . (39) 
p(0) p(0) p(0) p(0) 

0 

А из (35) и (38) получаем оценку 

1 p(0) 1 
B−1 · · = V (A)→V (A) −βt Tp(0) p(0)− p(T )e (

1− β −βt dt
)

1− −βt 

т 
p(t)e

p(0)−p(T )e
0 

T −1j
β p(t)e −βt dt = M2. (40) 

0 
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Рассмотрим теперь элемент 

T T

u0 = B−1 Au + 

j (
p(T )e −A(T −s) − p(s)I −

j
p ′ (t)e −A(t−s) dt

)
f (s) ds . (41) 

0 s 

Заметим, что в силу условий теоремы, элемент u0 ∈ V . Тогда функция u(t), построенная 
по формуле (30), будет обобщённым решением задачи (31). Покажем, что для этой функции 
выполняется интегральное условие в (2). 

Домножим правую часть (30) на p(t) и проинтегрируем полученное выражение от 0 до T . 
Рассмотрим сначала первое слагаемое. С учётом (34) получим 

T Tj
−At 

(
−AT 

j )
p(t)e u0 dt = p(0)A−1 − p(T )A−1 e + p ′ (t)A−1 e −At dt u0 = 

0 0 

T

p(0)A−1
(
I − p(T ) 

e −AT +
1 
j
p ′ (t)e −At dt

)
u0 = A−1Bu0. 

p(0) p(0) 
0 

Подставим теперь вместо u0 его представление (41) 

T T Tj
p(t)e −At u0 dt = u + A−1 

j (
p(T )e −A(T −s) − p(s)I −

j
p ′ (t)e −A(t−s) dt

)
f (s) ds. (42) 

0 0 s 

Теперь преобразуем второе слагаемое 

T t T Tj
p(t)

j
e −A(t−s)f (s) ds dt = 

j (j
p(t)e −A(t−s) dt

)
f (s) ds = 

0 0 0 s 

T T

A−1 

j (
p(s)I − p(T )e −A(T −s) + 

j
p ′ (t)e −A(t−s) dt

)
f (s) ds. (43) 

0 s 

Сложив равенства (42) и (43), получим, что для построенного по формулам (30) и (41) обоб­
Tj

щённого решения выполняется интегральное условие p(t)u(t) dt = u. 

0 

Заметим, что для полученного обобщённого решения выполняется оценка (32). Таким об­
разом, для получения оценки (33) следует оценить u0 из (41). Из (40) следует, что 

T T
2 

u0
2 2M2 Au 2 + 

j (
p(T )e −A(T −s) − p(s)I −

j
p ′ (t)e −A(t−s) dt

)
f (s) ds . (44) V V 

V 
0 s 

Используя (8), получим следующую оценку для любых t ∈ [0, T ] и для произвольного v ∈ V 

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2e
 −At α−v V 

−At α−v = e
 −At α−v =H e
 −AtAA
e
 v
 HV (A) 

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2α− −βt v =H α− e
 −βt α−v V (A)A
 M
 v
 V . (45)
 e
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Теперь из (44) и (45) следует оценка
 

T 
2 2 

(j )2
 

u0 K Au + f (t) V dt ,V V 

0 

подставляя которую в (32), получим (33). D 

СИЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ МЕТОДА ГАЛЁРКИНА 

Пусть для задачи (2) выпоняются условия теоремы 3, которые гарантируют существова­
ние обобщённого решения этой задачи. Вновь рассмотрим задачу (4). Отметим, что для неё 
оценка (33) примет вид 

Tj ( )
2 ′ 2 2 max uh(t) + uh(t) H + Ahuh(t) dt V H

0 t T 
0 

T 2 T  j j
K Ahuh 

2 + Phf (t) V dt + Phf (t) H 
2 dt . (46) V 

0 0 

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Пусть u(t) — обобщённое решение 
′ задачи (2) с дополнительной гладкостью u ∈ L2(0, T ;V ). Пусть uh(t) — решение задачи 

(4), такое что uh = Rhu. Тогда справедлива оценка 

T

max Rhu(t)− uh(t) 
2 + 

j ( 
u ′ (t)− u ′ H 

2 + P hA[u(t)− uh(t)] 
2 
) 
dt V h(t) H

0 t T 
0 

T 2 T  j j
2K (Rh − Ph)u ′ (t) V dt + (Rh − I)u ′ (t) H dt . (47) 

0 0 

Доказательство. Применим к обеим частям уравнения в (2) оператор P h. С учётом (9) 
и условий теоремы, будем иметь 

Phu ′ (t) +AhRhu(t) = Phf (t). 

Вычтем из полученного равенства равенство в (4), получим соотношение 

(Rhu(t)− uh(t)) 
′ + Ah(Rhu(t)− uh(t)) = (Rh − Ph)u ′ (t). (48) 

T

Заметим, что 
т 
p(t)(Rhu(t)− uh(t)) dt = 0. Тогда из (46) и (48) следует оценка 

0 

Tj ( )
2 ′ 2 2 max Rhu(t)− uh(t) V + Rhu ′ (t)− uh(t) H + Ah(Rhu(t)− uh(t)) H dt 

0 t T 
0 

T 2 T  j j
2K (Ph −Rh)u ′ (t) V dt + (Ph −Rh)u ′ (t) H dt . (49) 

0 0 
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Из (49), с учётом (9), легко получается (47). D 
Следствие 3. Пусть {Vh} — предельно плотная в пространстве V последовательность 

конечномерных подпространств, такая что Ph V →V равномерно по h ограничены. Тогда в 
условиях теоремы 4, при h → 0 

Tj
2 ′ 2 max u(t)− uh(t) V + u ′ (t)− uh(t) H dt → 0. 

0 t T 
0 

Доказательство. Следует из (24), (47) и непрерывного вложения V ⊂ H. D 
Укажем класс подпространств {Vh} типа конечных элементов, для которых Ph V →V рав­

номерно по h ограничены. Предположим, что подпространства {Vh} удовлетворяют условию 
(26). Предположим также, что 

vh V r2h
−1 vh H (vh ∈ Vh). (50) 

В методе конечных элементов условие (50) означает [17] равномерное разбиение области про­
странственных переменных. 

Из (26) и (50) следует оценка Ph V →V r1r2 + 1 [18]. 
Следствие 4. Пусть Vh — конечномерное подпространство пространства V , удовлетво­

ряющее условиям (26) и (50). Пусть выполнены условия теоремы 4. Пусть u(t) — решение 
′ задачи (2) с дополнительной гладкостью u ∈ L1(0, T ;E), а uh(t) — решение задачи (4). 

Тогда выполняются следующие оценки погрешностей 

T 2 T

2 2 2

j j
max u(t)− uh(t) Kh2 max u(t) E + u ′ (t) E dt + u ′ (t) V dt . (51) V
0 t T 0 t T 

0 0 

T T 2 Tj j j
′ 2 2 u ′ (t)− uh(t) H dt Kh2 u ′ (t) E dt + u ′ (t) V dt . (52) 

0 0 0 

Доказательство. Из (47) следует оценка 

2 2 max u(t)− uh(t) 2 max (Rh − I)u(t) V +V 
0 t T 0 t T 

T T2j j
2K (Rh − Ph)u ′ (t) V dt + (Rh − I)u ′ (t) H dt . (53) 

0 0 

Используя (24) и (26), получим 

2 M2α−2 2 2 max (Rh − I)u(t) r1h
2 u(t) (54) V E

0 t T 

Рассмотрим теперь второе слагаемое в (53). Воспользуемся оценками (50), (27) и (26). Будем 
иметь 

T 2 T 2j j
(Rh − Ph)u ′ (t) V dt r2h

−1 (Rh − Ph)u ′ (t) H dt 

0 0 

T 2 T 2j j
4 2 r2h

−1 (Rh − I)u ′ (t) H dt r1r2h
2 u ′ (t) E dt . (55) 

0 0 
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Осталось получить оценку для третьего слагаемого в (53). Из (24) и (26) получаем, что 

T Tj j
2 2 2(Rh − I)u ′ (t) H dt 4r1h

2 u(t) V dt. (56) 

0 0 

Теперь оценка (51) cледует из (53), (54), (55) и (46). 
Оценка (52) получается аналогично оценке (51). D 
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