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Аннотация. В настоящей статье выполнено обобщение вывода уравнения крутиль­
ных колебаний круглого однородного стержня (см., например, учебник Арамоновича И. Г. 
и Левина В. И.). В настоящей статье показано, что формально известное уравнение для 
линейно деформируемого однородного материала стержня применимо к стержню про­
извольной длины. При этом длина стержня появляется в решении только при задании 
конкретных начального и краевых условий. Получены уравнения крутильных колебаний 
для композиционных стержней, установлена зависимость частоты собственных колебаний 
стержня от концентрации компонент в смеси. Установлено, что вычисление эффективных 
характеристик стержня в соответствии с гипотезой Фойгта соответствует решению задачи 
усреднения для волокнистого (либо коаксиально слоистого) вдоль оси стержня матери­
ала. Применение гипотезы Рейсса соответствует кручению поперечно слоистого цилин­
дрического стержня, а применение методики Кравчука-Тарасюка для сужения “вилки” 
Рейсса-Фойгта соответствует получению наилучшего приближения эффективных свойств 
структурно неоднородного композиционного материала стержня. 

Ключевые слова: уравнения крутильных колебаний круглого стержня, собственные 
частоты, гипотеза Фойгта, гипотеза Рейсса, эффективные свойства структурно неодно­
родных композиционных материалов. 
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Abstract. In this article the generalization of output equation of torsional vibrations round 
homogeneous rod. (See, for example, the textbook Aramonovicha I. G. and Levin V. I.). In 
this paper it was shown that known equation for homogeneous linearly deformable material of 
rod can be formally applied to the rod of arbitrary length. The length of the rod appears in the 
solution only when the investigator sets specific initial and boundary conditions. The equations 
for torsional oscillations of composite rods was derived, the dependence of the Eigen frequency 
of oscillations of a rod depends on the concentration of the components in composite materials. 
It was found that the calculation of effective characteristics of the rod in accordance with the 
Voigt averaging hypothesis corresponds to solving the problem of fiber material collinear axis 
of the rod, either coaxially laminate rod. Application of Reiss hypothesis corresponds torsion 
of cross layered cylindrical rod, and the application of the Kravchuk-Tarasyuk methods of 
constriction of the «range» Reuss-Voigt corresponds to obtain the best approximation of the 
effective properties of structurally inhomogeneous composite rod. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Вывод уравнения колебания круглого однородного упругого стержня — один из класси­
ческих примеров получения нестационарных уравнений математической физики [1]. Одна­
ко накопленный материал по уравнениям состояния твердого тела, в том числе при сдвиге 
[2], [3], а также необходимость обобщения вывода данного уравнения на случай структурно 
неоднородных композиционных стержней заставляют вернуться к классическому уравнению 
с целью его обобщения и разработки методики решения указанного класса задач. 

В статье рассматриваются все наиболее часто встречающиеся в литературе варианты урав­
нения состояния при кручении. Полученные решения позволят инженерам как применять 
непосредственно на практике уже полученные в этой статье результаты, так и решать с по­
мощью предложенной методики более общие задачи. 

ОБОБЩЕНИЕ СТАТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ КРУЧЕНИЯ 
ОДНОРОДНОГО КРУГЛОГО СТЕРЖНЯ 

При выводе уравнения крутильных колебаний вала (круглого цилиндрического стерж­
ня) будем использовать основные положения, лежащие в основе теории кручения круглых 
стержней из теории сопротивления материалов [1]. 

Будем предполагать, что поперечные круговые сечения стержня при кручении остают­
ся плоскими и сохраняют между собой первоначальное расстояние, радиусы, проведенные в 
этих сечениях, не искривляются. Таким образом, кручение круглого вала можно представить 
как результат сдвигов, вызванных поворотом поперечных сечений друг относительно друга, 
причем все повороты совершаются вокруг оси вала. Вследствие этого в поперечных сечениях 
возникают только касательные напряжения, действующие в плоскости сечения, а нормаль­
ные напряжения равны нулю. Так как касательные напряжения симметричны относительно 
центра поперечного сечения, то они приводятся к паре сил, момент которой называется кру­
тящим моментом [1]. 

Поскольку рассматриваются только относительные повороты сечений, любое из них можно 
принять за неподвижное. Будем считать, что неподвижен левый конец круглого стержня. 
Будем считать для определенности, что длина стержня равна ℓ, а радиус сечения R. Поместим 
начало координат в центр неподвижного левого сечения и направим ось 0x по оси стержня. 
В результате закручивания стержня поперечное сечение S1, взятое на расстоянии x1 (x1 < ℓ) 
от заделки повернется на угол θ, а сечение S2, взятое на расстоянии x2 (x2 < ℓ) повернется на 
угол θ + dθ. Таким образом, поворот сечения S2 относительно S1 составляет dθ (Рисунок 1). 

Рассмотрим произвольный элемент dS сечения S1 расположенный на расстоянии r от цен­
тра сечения O1. Определим величину напряжения τ , вызванного сдвигом элементарного во­
локна K1K2 в положение K1L2 (Рисунок 1). В силу того, что угловой мерой угла сдвига 
волокна εxθ будет являться приращение dθ угла θ, можно записать, предполагая, что в силу 
малости сдвига tg (εxθ) ≈ εxθ и малости расстояния (x2 − x1) ≈ dx: 

r · dθ 
εxθ = . (1) 

dx 

Вначале будем рассматривать обобщенное уравнение состояния при чистом сдвиге в ви­
де [3]: 

σxθ = ℑ (εxθ) , (2) 
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где ℑ () — произвольная нелинейная монотонно возрастающая функция. Усилие, приходяще­
еся на площадку dS, выразится произведением: 

(
r · dθ )

σxθ · dS = ℑ · dS. 
dx 

Рис. 1. Перемещение волокна площадью поперечного сечения dS на угол dθ при кручении 
сечения S2 относительно сечения S1. 

Тогда момент, развиваемый этим усилием, будет направлен перпендикулярно радиусу r и 
равен: (

r · dθ )
dM = r · σxθ · dS = r · ℑ dS. (3) 

dx 

Очевидно, что величину главного момента M , приложенного к валу, можно найти инте­
грированием (3) по площади поперечного сечения S2: 

M =
  

r · ℑ 
(
r · dθ 
dx 

) 

dS. (4) 

S2 

Из уравнения (4) очевидно, что при решении задач с учетом нелинейного характера дефор­
мирования стержня в общем случае нелинейности невозможно выделить полярный момент 
инерции сечения стержня [1]. 

КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ОДНОРОДНОГО СТЕРЖНЯ 

Перейдем к выводу дифференциального уравнения крутильных колебаний однородного 
вала (стержня постоянного круглого сечения), продолжая рассматривать его часть, заклю­
ченную между сечениями S1 и S2. В данном случае θ = θ(x, t) является уголом поворота 
сечения. 

Будем использовать второй закон Ньютона, примененный к вращательному движению, по 
которому произведение момента инерции тела относительно оси на угловое ускорение равно 
моменту внешних сил относительно оси вращения [1]. 

Пусть момент M (x2), действует в сечении S2, а момент M (x1) в сечении S1. Исходя из 
уравнения (4) можно записать, что приращение момента ΔM при переходе от точки x1 к x2 
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определяется формулой: 

(
r · ∂θ (x2, t)

) (
r · ∂θ (x1, t)

)
ΔM = r · ℑ dS − r · ℑ dS = 

∂x ∂x 
S2 S1 ( (

r · ∂θ (x2, t)
) (

r · ∂θ (x1, t)
))

= r · ℑ − ℑ dS = 
∂x ∂x 

S2 

x2 x2(
r · ∂θ (x, t)) (

r · ∂θ (x, t)) 
r · ∂2θ (x, t) 

= r · dℑ dS = r · ℑ ′ dxdS. (5) 
∂x ∂x ∂x2 

S2 x1 S2 x1 

Меняя порядок интегрирования в (5), окончательно получаем: 

x2 
 (

r · ∂θ (x, t)) ∂2θ (x, t)2ΔM = r · ℑ ′ dS dx. (6)  
∂x 

 
∂x2 

x1 S2 

dℑ(ε)где ℑ ′ (ε) = .dε 

Пусть суммарное перемещение правого конца волокна K2 относительно крайнего левого 
закрепленного конца стержня равно длине дуги r · θ. Тогда касательное ускорение площадки 

∂2θdS при движении по окружности радиуса будет r равно r · . Соответственно инерционная 
∂t2 

составляющая момента фрагмента волокна длиной dx, находящегося на расстоянии r от оси 
и имеющего площадь поперечного сечения dS определяется формулой: 

x2 (
∂2θ (x, t)

)
ρ · r · dx · rdS, (7) 

∂t2 
x1 

где ρ – плотность волокна с поперечным сечением dS однородного стержня. Отметим, что 
(7) исправляет стандартный вывод уравнения крутильных колебаний [1]. 

Интегрируя (7) по S2, переставляя порядки интегрирования и приравнивая с (6) получаем 
уравнение баланса моментов в виде: 

x2 x2
    

∂2θ (x, t) 
(
r · ∂θ (x, t)) ∂2θ (x, t)2ρ · r 2dS dx = r · dS dx. (8)  

∂t2 
 ℑ ′ 

∂x 
 

∂x2 
x1 S2 x1 S2 

Уравнение (8) можно переписать в виде: 

x2 
    

∂2θ (x, t) 
(
r · ∂θ (x, t)) ∂2θ (x, t)2ρ · r 2dS · − r · ℑ ′ dS dx = 0. (9) 

∂t2 
 

∂x 
 

∂x2 
x1 S2 S2 

2π R 

Если ввести обозначение [1], [4] J0 = r 2dS = r 3drdϕ = πR4
�
2 и считать, что в 

S2 0 0 

(9) участок стержня (x1, x2) настолько мал по сравнению с длинной волны, что выполнена 
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формула Лагранжа [4]: 

x2 
    

∂2θ (x, t) 
(
r · ∂θ (x, t)) ∂2θ (x, t)2ρ · J0 · − r · ℑ ′ dS dx ≈ 

∂t2 
 

∂x 
 

∂x2 
x1 S2     

∂2θ (x, t) 
(
r · ∂θ (x, t)) ∂2θ (x, t)2≈ ρ · J0 · − r · ℑ ′ dS · (x2 − x1) , (10) 

∂t2 
 

∂x 
 

∂x2 

      
x=x0 

S2 

где x0 ∈ (x1, x2) – некоторая точка, то из (10) с очевидностью будет следовать локальное 
уравнение крутильных колебаний стержня: 

  
∂2θ (x, t) 

(
r · ∂θ (x, t)) ∂2θ (x, t)2ρ · J0 · = r · ℑ ′ dS . (11) 

∂t2 
 

∂x 
 

∂x2 
S2 

Отметим, что в случае, когда ℑ ′ (ε) представляет собой константу, т.е. ℑ ′ (ε) = G. Напри­
мер, в случае линейного однородного материала, сложный коэффициент приобретает обще­
известный вид [1]: 

∂2θ (x, t) ∂2θ (x, t)2 = a · . (12) 
∂t2 ∂x2 

j
Gгде a = . При этом в соответствии с выводом этого уравнения (5)–(10) гипотеза о еди­ρ 

ничной длине стержня нигде не использовалась. 

ЗАМЕЧАНИЕ О НАЧАЛЬНОМ И КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ ПРИ 
СВОБОДНЫХ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ УПРУГОГО 

КРУГЛОГО СТЕРЖНЯ 

В качестве примера влияния начальных и краевых условий на решение уравнений (11) 
или (12) рассмотрим краевые условия свободных крутильных колебаний при их начальном 
запуске с помощью момента сил, приложенного к правому концу стержня. 

Начальное условие запуска колебаний линейно-упругого стержня в соответствии с (6) име­
ет вид: 

M 
θ (x, t)| = x. (13) t=0 J0 

Краевыми условиями являются: полное закрепление на левом конце вала и отсутствие 
крутящего момента при свободных колебаниях на правом конце вала, тогда из (6) получаем: 

θ (x, t)| = 0,x=0 

(14) ∂θ (x, t) 
= 0. 

∂x

    
x=ℓ 

Опуская всем известные рассуждения о построении решения, например, уравнения (12) с 
помощью метода Фурье при условиях (13) и (14) [1], перейдем к уравнениям, определяющим 
собственные частоты ωi стержня при крутильных колебаниях: 

Г
G 

ωi = (i = 1, ∞). (15) 
i · π 
ℓ ρ 
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КРУЧЕНИЕ КОМПОЗИЦИОННЫХ ПРОДОЛЬНО ВОЛОКНИСТЫХ, 
ПОПЕРЕЧНО СЛОИСТЫХ И СТРУКТУРНО НЕОДНОРОДНЫХ 

КОМПОЗИЦИОННЫХ ТЕЛ БЕЗ УЧЕТА РЕОЛОГИИ 

Рассмотрим композиционный материал, состоящий из n компонент, деформация которых 
описывается различными в общем случае нелинейными функциями ℑk (k = 1, n). Компонен­
ты композиционного материала имеют объемные доли γk (k = 1, n). 

Далее будем рассматривать некоторый элемент круглого стержня между точками x1 и x2 
(x1 < x2) (Рисунок 1). Длина x2 − x1 фрагмента композиционного вала такова, что объем­
ные доли γ ′ (k = 1, n) компонент композиционного материала для выделенного фрагмента k 
совпадают с концентрациями для всего стержня целиком γk (k = 1, n). Фрагмент цилин­
дра с минимальной длиной ℓ ′, удовлетворяющей изложенным выше гипотезам по объемным 
долям, называется макроточкой композиционного материала. Очевидно, что точки x1 и x2 
выбираются из условия ℓ ′ � x2 − x1. 

В соответствии с общей методикой, примененной для решения задачи определения эффек­
тивных параметров стержня, рассматривается элемент композиционного материала (макро­
точка), на границе которого задаются воздействия, имитирующие воздействия, возникающие 
в стержне, т.е. в данном случае рассматривается кручение круглого стержня на участке меж­
ду точками x1 и x2 [5]. 

Принцип реализации метода гомогенизации для цилиндрического стержня круглого сече­
ния заключается в следующем: если армированный материал состоит из N компонент (фаз) и 
в среднем изотропен (например, имеет место хаотическое армирование и т.п.), можно исполь­
зовать гипотезу Фойгта для круглого стержня о том, что в простейших опытах на кручение 
предполагается, что деформации по всему объему композиционного материала цилиндриче­
ского стержня однородны. Второй предельный случай (гипотеза Рейсса) заключается в том, 
что в тех же простейших экспериментах на кручение предполагается, что напряжения по 
всему объему композиционного материала призматического стержня в среднем однородны. 

Полученные на основании этих гипотез формулы, имеют практическую ценность, так как 
являются соответственно верхней и нижней оценкой истинных модулей композиционного ма­
териала [5]. 

Будем использовать гипотезу Фойгта, которая гласит, что распределение деформаций в 
рассматриваемом фрагменте стержня однородно, т.е. средние деформации сдвига (εxθ) = Ф 

r·dθ εxθ = dx для всех компонентов композиционного стержня одинаковы, тогда из уравнения 
состояния (2) следует: 

σxθ,k = ℑk (εxθ) , (16) 

где ℑk () (k = 1, n) – произвольная нелинейная монотонно возрастающая функция характе­
ризующая связь напряжений и деформаций для k-ой компоненты материала. 

Пусть структура композиционного материала является продольно волокнистой с одина­
ковой площадью поперечного сечения волокна dS, в этом случае гипотеза Фойгта удовлетво­
ряется автоматически. 

Усилие, приходящееся на площадку dS, соответствующую площади поперечного сечения 
волокна, находящегося на расстоянии радиуса r, из материала с номером k, выразится про­
изведением: (

r · dθ )
σxθ,kdS = ℑk dS. 

dx 

Тогда момент, развиваемый этим усилием равен: 
(
r · dθ )

dMk = r · σxθ,k · dS = r · ℑk dS. (17) 
dx 
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Умножая обе части (17) на γk и суммируя полученное уравнение по k (k = 1, n), получаем 
момент d (M) материалов в волокне с координатой r:Ф (

r · dθ )
d (M) = r · (ℑ) dS. (18) Ф Ф dx 

n

где (ℑ) = 
п 

γk · ℑk.Ф 
k=1 

Найдем величину главного момента (M) , приложенного к валу, интегрированием (18) по Ф

площади поперечного сечения S2: 
(
r · dθ )(M) = r · (ℑ) dS. (19) Ф Ф dx 

S2 

В частности при использовании композиции линейно упругих материалов получаем из 
(19): 

d (θ (x))Ф(M) = (G) · J0 · , (20) Ф Ф dx 
n

где (G) = 
п 

γk · Gk, Gk – модуль сдвига k-ой компоненты композиционного материала Ф 
k=1 

(k = 1, n). 
Отметим, что усреднение по Фойгту соответствует физической модели кручения акси­

ально слоистого цилиндрического стержня с постоянной толщиной слоев либо материала с 
волокнистой соосно направленной структурой. С методикой усреднения нелинейностей в виде 
диаграмм Прандтля и степенных функций можно ознакомиться в [6]. 

Перейдем ко второй предельной гипотезе – гипотезе Рейсса [5]. В соответствии с ней бу­
дем предполагать, что в рассматриваемом композиционном теле однородное распределение 
касательных напряжений, т.е. для каждой компоненты k уравнение состояния будет иметь 
вид: 

σxθ,k = (σxθ) = ℑk (εxθ,k) , (21) Р 

где εxθ,k – деформации сдвига в соответствующей компоненте материала. 
Обращая (21), умножаем на γk и суммируем полученное уравнение по k (k = 1, n). В 

результате перечисленных преобразований получаем усредненное уравнение состояния для 
гипотезы Рейсса: 

n� 
γk · ℑ−1 ((σxθ) ) = (εxθ)Р , (22) k Р

k=1 

n

где (εxθ) = 
п 

γk · εxθ,k. Отметим, что физическая аналогия уравнения (22) и выполнения Р 
k=1 

гипотезы об однородности напряжений (σxθ) для всех компонент композиционного матери­Р 
ала “по определению” состоит в кручении поперечно слоистого цилиндрического пакета. 

Усилие, приходящееся на площадку dS, находящуюся на расстоянии радиуса r в поперечно 
слоистом пакете, выразится произведением: 

d (M) = r · (σxθ) · dS = r · (ℑ) ((εxθ) ) dS, (23) Р Р Р Р

n
)−1 

ℑ−1где (ℑ) = 

(п 
γk · () .Р k
 

k=1
 

Найдем величину главного момента (M) , приложенного к валу, интегрированием (23) по Ф

площади поперечного сечения S2: 
(
r · dθ )(M) = r · (ℑ) dS. (24) Р Р dx 

S2 
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Уравнение (24) – уравнение кручения композиционного материала в соответствии с ги­
потезой Рейсса, которая тождественно удовлетворяется при кручении поперечно слоистого 
цилиндрического стержня. Методика усреднения нелинейностей в виде диаграмм Прандтля 
и степенных функций изложена в [6]. 

При использовании поперечно слоистой композиции линейно упругих материалов из (24) 
получаем: 

d (θ (x))Р(M) = (G) · J0 · ,Р Р dx 
n

γkгде (G)Р = 
п 

, Gk – модуль сдвига k-ой компоненты композиционного материала (k = Gk 
k=1 

1, n). 
Построим эффективную диаграмму деформирования композиционного структурно неод­

нородного материала в смысле приближения Кравчука-Тарасюка [7] как наиболее теоретиче­
ски обоснованном варианте определения усредненных деформационных свойств материала 
стержня. Для этого на первом шаге будем предполагать, что момент, действующий на правое 
сечение стержня S2 можно определить как (M) = (α (M) + (1 − α) (M) ) (где α ∈ [0, 1] – Ф Р

dθ вещественное число) и при этом будем предполагать, что выражение r · однородно для dx 
dθ d(θ)всех компонент стержня, т.е. r · = r · . Тогда из (19) и (24) получаем dx dx 

(
d (θ))(M) = r · Λ1,α r · dS, (25) 
dx 

S2 

d(θ) d(θ) d(θ)где Λ1,α 

(
r · 

) 
= α · (ℑ)

(
r · 

) 
+ (1 − α) · (ℑ)

(
r · 

)
.dx Ф dx Р dx 

Далее на втором шаге будем предполагать, что деформацию сдвига волокна компо­
Ф Рзиционного материала, можно определить как r · d(θ) = r · 

(
α
d(θ)

+ (1 − α)
d(θ)

)
, при dx dx dx 

этом будем предполагать, что выражение (M) однородно для всех компонент стержня, т.е. 
(M) = (M) = (M) . Тогда из (19) и (24) получаем: Ф Р

(ℑ)−1 

(
1 d (M)) 

= 
r · d (θ)

, (ℑ)−1 

(
1 d (M)) 

r · d (θ)Ф Р = . (26) Ф Рr dS dx r dS dx 

Суммируя (26) с весовым коэффициентом α, получаем: 
(
1 d (M)) 

r · d (θ)
Λ−1 
2,α = , (27) 

r dS dx 

d(M) d(M) d(M)где Λ−1 
(
1 

) 
= α · (ℑ)−1 

(
1 

) 
+ (1 − α) · (ℑ)−1 

(
1 

)
.2,α r dS Ф r dS Р r dS
 

Обращая (27) и интегрируя по площади S2, получаем:
 
(

d (θ))(M) = r · Λ2,α r · dS. (28) 
dx 

S2 

Далее, интегрируя по α на отрезке [0, 1] выражения для Λ1,α (εxθ) и Λ2,α (εxθ), можно в 
нелинейном случае получить “вилку” Кравчука-Тарасюка для оценки разброса эффективных 
деформационных свойств композиционного неоднородного стержня [7]. 

Суммируя с весом 1/2 результаты интегрирования (25) и (28) по α, получаем приближение 
Кравчука-Тарасюка эффективных свойств композита в уравнении кручения неоднородного 
стержня: (

d (θ))(M) = r · Λ r · dS, (29) 
dx 

S2 
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где Λ
(
r · d(θ)

) 
= 1 

(
Λ1,α 

(
r · d(θ)

) 
+Λ2,α 

(
r · d(θ)

))
.dx 2 dx dx 

Методика получения усредненных коэффициентов функции Λ () из (29) в случае исполь­
зования многолинейной диаграммы Прандтля или степенной функции изложены в [6], а в 
случае использования линейной модели для деформации всех компонент композиционного 
материла можно получить следующие очевидные равенства: 

(
d (θ)) 

d (θ)
Λ1,α r · = (α · (G) + (1 − α) · (G) ) · r · Ф Рdx dx 

(
d (θ)) ( 

α (1− α)
)−1 d (θ)

Λ2,α r · = + · r · ,
dx (G) (G) dx Ф Р (
d (θ)) 

1 d (θ)
Λ1 r · = ((G) + (G) ) · r · , (30) Ф Рdx 2 dx 
(

d (θ)) (G) · (G) ((G) ) 
d (θ)Ф Р ФΛ2 r · = ln · r · ,

dx (G) − (G) (G) dx Ф Р Р (
d (θ)) 

1 
( (G) · (G) ((G) )) 

d (θ)Ф Р ФΛ r · = ((G) + (G) ) + 2 ln · r · .Ф Рdx 4 (G) − (G) (G) dx Ф Р Р 

То есть при использовании неструктурированной композиции из n линейно упругих 

материалов выражения (G)
Ф
·(G)

Р ln
(
(G)

Ф 

) 
и 1 ((G) + (G) ) из (30) определяют “вилку” (G) −(G) (G) 2 Ф Р

Ф Р Р 

Кравчука-Тарасюка разброса эффективных свойств в среднем изотропного упругого компо­
зита [7]. 

Отметим, что “вилка” Кравчука-Тарасюка гораздо уже “вилки” Рейсса-Фойгта (Рисунок 
2) и позволяет с достаточной точностью брать в качестве оценочного значения эффективных 
свойств композита среднее арифметическое между меньшим и большим числами из “вилки”. 

Из (29) и (30) получаем уравнение кручения стержня в приближении Кравчука-Тарасюка 
эффективных упругих свойств материала: 

d (θ (x))(M) = (G) · J0 · , (31) К - Т dx 

где (G) = 1 
(
((G) + (G) ) + 2

(G)
Ф
·(G)

Р ln
(
(G)

Ф 

))
.К - Т 4 Ф Р (G) −(G) (G)

Ф Р Р 

КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ КОМПОЗИЦИОННЫХ СТЕРЖНЕЙ 

n

Пусть (ρ) = 
п 

γk · ρk – средняя плотность материала стержня на интервале (x1, x2), где 
k=1 

ρk – плотность k-ой компоненты композиционного материала, а γk – ее объемная доля. Тогда 
инерционная составляющая момента рассматриваемого интервала (x1, x2) волокна стержня, 
находящегося на расстоянии r от оси и имеющего площадь поперечного сечения dS, опреде­
ляется формулой: 

x2 (
∂2θ (x, t)

)
(ρ) · r · dx · rdS. (32) 

∂t2 
x1 

Не повторяя преобразований (5)-(10) вывода уравнения крутильных колебаний однород­
ного стержня (11), в композиционном нелинейном случае получаем следующее уравнение: 

  

(ρ) · J0 · 
∂2θ (x, t)

=  r · (ℑ) ′ 
(
r · ∂θ (x, t))

dS  ∂
2θ (x, t) 

, (33) 2 

∂t2 ∂x ∂x2 
S2 
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Рис. 2. Зависимость средних значений модуля сдвига от концентрации γ первого материала
 
в двухкомпонентной смеси 
(G1 = 7 · 1010Па, G2 = 2 · 1011Па): 

(G)
Р
(точечная линия); (G)

Ф (штрихпунктирная линия); 

линия); 1 2 ((G)Ф + (G)
Р
) (пунктирная линия) 

(G)
Ф
·(G)

Р 
(G)

Ф
−(G)

Р 
ln
(
(G)

Ф 
(G)

Р 

) 
(непрерывная 

Рис. 3. Зависимость низшей собственной частоты ω1 (36) крутильных колебаний стержня 
длины ℓ = 1.5м от концентрации γ первого материала в двухкомпонентной смеси (G1 = 
7 · 1010Па, G2 = 2 · 1011Па, ρ1 = 4000кг

�
м3 , ρ2 = 6000кг

�
м3): 

π πω1 = 
�

(G) /(ρ) (штрихпунктирная линия); ω1 = 
�

(G) /(ρ) (пунктирная линия); ω1 = ℓ Р ℓ Ф

π 
�
(G) /(ρ) (непрерывная линия) ℓ К - Т
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d(ℑ)(εxθ)где (ℑ) ′ (εxθ) = dεxθ 
, (ℑ) () = (ℑ)Ф () – для волокнистого вдоль оси композиционного 

стержня (18), (ℑ) () = (ℑ) () – для поперечно слоистого стержня (23) и (ℑ) () = Λ () – для Р 
неоднородного композиционного (29) стержня соответственно. 

Уравнение (33) в случае линейно упругой деформации всех компонент композиционного 
материала примут более простой вид, аналогичный (12): 

∂2θ (x, t) ∂2θ (x, t) 
= (a)2 · . (34) 

∂t2 ∂x2 

j
(G)

j
(G)где (a) = Ф – для волокнистого вдоль оси композиционного материала, (a) = Р – (ρ) (ρ)j

(G)для поперечно слоистого стержня и (a) = К - Т – для неоднородного упругого компози­(ρ) 

ционного стержня (31). 
При этом в соответствии с (15) собственные частоты ωi при крутильных колебаниях ком­

позиционного стержня в зависимости от его структуры (т.е. от конкретного значения (a)) 
будут иметь вид (Рисунок 3): 

i · π 
ωi = (a) (i = 1, N ). (35) 

ℓ 

Количество N достоверно вычисленных собственных частот ωi определяется геометри­
ческими размерами макроточки ℓ ′ композиционного материала стержня и длиной волны, 
соответствующей указанной частоте, т.е. должно соблюдаться условие: 

ℓ/N >> ℓ ′ . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей статье выполнено обобщение вывода уравнения крутильных колебаний круг­
лого однородного стержня (см., например, [1]). В настоящей статье показано, что формально 
известное уравнение для линейно деформируемого однородного материала стержня приме­
нимо к стержню произвольной длины. При этом длина стержня появляется в решении только 
при задании конкретных начального и краевых условий. 

Получены уравнения крутильных колебаний для композиционных стержней, установлена 
зависимость частоты собственных колебаний стержня от концентрации компонент в смеси. 

Установлено, что вычисление эффективных характеристик стержня в соответствии с ги­
потезой Фойгта соответствует решению задачи усреднения для волокнистого (либо коакси­
ально слоистого) вдоль оси стержня материала. Применение гипотезы Рейсса соответствует 
кручению поперечно слоистого цилиндрического стержня, а применение методики Кравчука­
Тарасюка для сужения “вилки” Фойгта-Рейсса соответствует получению наилучшего прибли­
жения эффективных свойств структурно неоднородного композиционного материала стерж­
ня. 
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