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Аннотация. В данной статье рассматривается линейное неоднородное дифференци­
альное уравнение первого порядка со случайными коэффициентами. Данные коэффи­
циенты являются случайными независимыми процессами. Целью изучения такого вида 
уравнения является получение некоторых сведения о моментных функциях его решения. 
С помощью метода, предложенного Задорожним В. Г., происходит переход к соответству­
ющему детерминированному дифференциальному уравнению, решение которого уже из­
вестно. Находится формулы для почти-периодических и ограниченных математических 
ожиданий решений линейного неоднородного дифференциального уравнения. Получен­
ные формулы могут использоваться, если известны характеристические функционалы 
случайных процессов. 

Ключевые слова: почти-периодические процессы, ограниченные процессы, случай­
ный процесс, моментные функции, вариационная производная. 
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Abstract. This article discusses the linear inhomogeneous first order differential equation 
with random coefficients. These factors are random independent processes. The purpose of the 
study of this type of equation is to get some information about the moment functions of its 
decision. Using the method proposed Zadorozhniy V. G, the transition to the corresponding 
deterministic differential equation whose solution is already known. Periodic and limited 
mathematical expectation for solution of inhomogeneous linear differential equation is found. 
Received formulas can be used if characteristic functionals of random processes are known. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим задачу Коши 
ẋ = ε(t)x + f (t), (1) 

x(t0) = x0, (2) 

где ε(t, w), f (t, w) — случайные процессы, зависимость от случайного события w в дальней­
шем в обозначении не указывается, x0 — заданная случайная величина. 
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Характеристическим функционалом процесса ε(t) называется выражение [1, стр. 192] 

j
 
M
 ε(s)u(s) ds
 ,
exp i 

R 

где M — математическое ожидание по функции распределения процесса ε(s), R — множество 
вещественных чисел, u ∈ L1(R), L1(R) — пространство суммируемых на R функций. 

Будем считать, что случайные процессы ε и f заданы характеристическими функциона­
лами. 

Определение. Пусть C — комплексная плоскость, X — банахово пространство и L ⊂ X — 
подпространство. Если для функционала y : X → C приращение y(x(·)+h(·))−y(x(·)) можно 
записать в виде 

y(x(·) + h(·)) − y(x(·)) = A(x(·))h(·) + w(x(·), h(·), ∀h ∈ L, 

|w(x(·),h(·))|где A(x(·)) — линейный по h, ограниченный на L функционал и [h[ → 0 при lh(·)l → 0, 
то A(x(·))h(·) называется дифференциалом функционала y в точке x в направлении подпро­
странства L и обозначается dy(x(·), h) или y ′ (x)h. Линейный функционал A(x(·)) называется 




производной в направлении подпространства L и обозначается y ′ (x). 
Определение. [1, стр. 13] Пусть X — банахово пространство функций x : G → R и L — 




подпространство вX плотное в пространстве L2(G). Если дифференциал y ′ (x)h функционала 
y : X → C в направлении подпространства L записывается в виде 







 

y
 ′ (x(·))h(·) =


j

ϕ(x(·), s)h(s) ds∀h ∈ L,
 

G 

где ϕ : X × G → G и интеграл понимается в смысле Лебега, то ϕ(x(·), s) называется вариа­
ционной производной функционала y в точке x(·) в направлении L и обозначается δy(x) .δx(s)

Хорошо известны условия существования ограниченных или почти-периодических реше­
ний детерминированных уравнений (1) (см., например [2], [3]. Если ε(t) и f (t) являются 
случайными процессами, то задача становится сложнее. Случай периодических в среднем 
решений уравнения рассмотрен в [4], [5]. 

Определение. [ср. 6, стр. 70] Решение уравнения (1) называется ограниченным (почти­
периодическим) в среднем, если математическое ожидание решения является ограниченной 
(почти-периодической) на R функцией. 

Определение. Решение уравнения (1) называется ограниченным (почти-периодическим) 
в широком смысле, если математическое ожидание и дисперсионная функция этого решения 
являются ограниченными (почти-периодическими) на R функциями. 

В данной статье находятся условия существования ограниченных и почти-периодических 
в среднем решений уравнения (1). 

2. ПЕРЕХОД К ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ ЗАДАЧЕ 

Перейдем от задачи Коши (1), (2) к детерминированной задаче по аналогии с тем, как это 
сделано в работе [7]. Для этого введем отображение 





j







 


i 

R 
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где математическое ожидание вычисляется по функциям распределения процессов ε, f и 
случайной величины x0, u ∈ L1(R), v ∈ L1(R). 

Заметим, что y(t, 0, 0)
 =
 M(x(t)). 

Умножим (1) и (2) на exp 

R

j




и возьмем математическое ожи­i
 (ε(s)u(s) + f (s)v(s)) ds
 

дание полученных выражений. Получим 

i

R

j



 

 


 

ẋ exp
  = 

R

j

M
 (ε(s)u(s) + f (s)v(s)) ds
 


 

i



 

j

(ε(s)u(s) + f (s)v(s)) ds  + 

R 


 

ε(t)x(t) exp
 =
 M
 


 




(ε(s)u(s) + f (s)v(s)) ds  , 


 

f (t) exp
 + M
 i





j

 

i  = 

R 

 . 

R 

j


Эти уравнения можно записать с помощью в виде ( ( ) ( )) t, u · ·y , v

∂y( ( ) ( )) δy( ( ) ( )) ψ( ( ) ( )) t, u t, u· · · · · ·, v , v u , v
(3) − −i i= ,

∂t δu( ) δv( )t t

(4) ( ( ) ( )) Mx ψ( ( ) ( ))t · · · ·y , u , v = u , v0 0 , 


 

x(t0) exp M
 (ε(s)u(s) + f (s)v(s)) ds
 


 




 

x0 exp M
 i
 (ε(s)u(s) + f (s)v(s)) ds
 =
 

















j

R 
нал процессов ε(s), f (s), u, v ∈ L1(R). 

Мы перешли от задачи (1), (2) со случайными коэффициентами к детерминированной 
задаче (3), (4) с обычной и вариационной производными. 

3. ЭВОЛЮЦИОННЫЙ ОПЕРАТОР 

Введем в рассмотрение функцию 

где ψ(u(·), v(·))
 характеристический функцио­M
 i
 (ε(s)u(s) + f (s)v(s)) ds
 —
=
 exp
 

χ(t, s, τ)
 =
 


 


 

1, если t � τ � s, 
−1, если s � τ � t,
 
0, в противном случае.
 

Рассмотрим множество непрерывных ограниченных на L1(R) отображений ϕ : L1(R) → C с 
нормой lϕl = sup |ϕ(u)|. Пусть I — оператор тождественного преобразования. Введем в 

u∈L1(R)

рассмотрение оператор U(t, s) по правилу 

U(t, s)ϕ(u(·)) = ϕ(u(·) + iχ(t, s, ·)). 
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В дальнейшем для простоты записи вместо χ(t, s, ·) будем писать χ(t, s). Оператор U(t, s) 
называется эволюционным. 

Лемма. Оператор обладает следующими свойствами: 

U(t, t) = I; 

U(t, τ)U(τ, s) = U(t, s); 

U−1(t, s) = U(s, t); 

U(t, s)U(τ, σ) = U(τ, σ)U(t, s). 

Доказательство. 1) U(t, t)ϕ(u(·)) = ϕ(u(·) + χ(t, t)) = ϕ(u(·)). 
2) U(t, τ)U(τ, s)ϕ(u(·)) = U(t, τ)ϕ(u(·) + iχ(τ, s)) = ϕ(u(·) + iχ(τ, s) + iχ(t, τ)) = 

ϕ(u(·) + iχ(t, s)) = U(t, s)ϕ(u(·)). 
3) U(s, t)U(t, s) = U(s, s) = I; U(t, s)U(s, t) = I. 
4) U(t, s)U(τ, σ)ϕ(u(·)) = ϕ(u(·) + iχ(t, s) + iχ(τ, σ)) = ϕ(u(·) + iχ(τ, σ) + iχ(t, s)) = 

U(τ, σ)U(t, s)ϕ(u(·)). 
Случайный процесс ε(t), заданный характеристическим функционалом вида 

 j
1 

j j
ϕε(u(·)) = exp i Mε(s)u(s) ds − b(s1, s2)u(s1)u(s2) ds1ds2 , (5) 

2 
R R R 

где b(s1, s2) = M (ε(s1)ε(s2)) −M (ε(s1))M (ε(s2)) называется гауссовым (нормальным) слу­
чайным процессом. 

4. ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ВСПОМОГАТЕЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ 

Теорема 1. [1, стр. 220]. Если u(·) ∈ L1(R), v(·) ∈ L1(R), ε(t), f (t) — независимые случай­
ные процессы, и характеристические функционалы ϕε(u(·)), ϕf (v(·)) имеют вариационные 
производные, тогда 

tj
δϕf (v(·)) 

y(t, u(·), v(·)) = Mx0U(t, t0)ϕε(u(·))ϕf (v(·)) − i U(t, s)ϕε(u(·)) ds (6) 
δv(s) 

t0 

является решением задачи (3), (4). 
Теорема 2. Если ε(t) случайный процесс, заданный характеристическим функционалом 

δϕf (v(·)) (5), где , Mε(t) = a0 + a1(t) — почти-периодические функции t, а b(s1, s2) почти­δv(s) 
t t tj j j

периодическая функция по каждой переменной, a0 � 0, и a1(τ) dτ , b1(τ1, τ2) dτ1dτ2= 

0 0 0 

— ограниченные функции по t, тогда уравнение (3) имеет почти-периодическое решение по 
переменной t, которое записывается в виде 

+∞ 

y(t, u(·), v(·)) = i 
j

t 

U(t, s)ϕε(u(·)) 
δϕf (v(·)) 
δv(s) 

ds, (7) 

если a0 > 0, и 

y(t, u(·), v(·)) = −i 
tj

−∞ 

U(t, s)ϕε(u(·)) 
δϕf (v(·)) 
δv(s) 

ds, (8) 
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если a0 < 0. 
Доказательство. Решение (6) при t0 = 0 имеет вид 

t
 j

δϕf (v(·)) 
y(t, u, v) = U(t, 0) Mx0ϕε(u(·))ϕf (v(·)) − i U(0, s)ϕε(u(·)) ds  . (9) 

δv(s) 
0 

1) Пусть a0 > 0. Устремим t → +∞ и предположим, что U(0, t)y(t, u, v) → 0 при t → ∞. 
Получим 

+∞j
δϕf (v(·)) 

Mx0ϕε(u(·))ϕf (v(·)) = i U(0, s)ϕε(u(·)) ds. 
δv(s) 

0 

Подставим найденное выражение в (9) 

+∞ tj
δϕf (v(·)) 

j
δϕf (v(·)) 

y(t, u, v) = i U(t, s)ϕε(u(·)) ds − i U(t, s)ϕε(u(·)) ds = 
δv(s) δv(s) 

0 0 

+∞j
δϕf (v(·)) 

= i U(t, s)ϕε(u(·)) ds. 
δv(s) 

t 

Покажем, что найденное решение является почти-периодическим. Пусть δ — любое число 
и ω — общий δ почти-период функций a1(τ) и b(τ1, τ2), тогда 

|y(t, ω, u, v) − y(t, u, v)| = 

+∞ +∞
      

j 
δϕf (v(·)) 

j
δϕf (v(·)) 

      
= i U(t, ω, s)ϕε(u(·)) ds − i U(t, s)ϕε(u(·)) ds = 

δv(s) δv(s) 
t+ω t
 

+∞

      

j [
δϕf (v(·)) δϕf (v(·)) 

] 
      

= U(t + ω, s + ω)ϕε(u(·)) − U(t, s)ϕε(u(·)) ds = 
δv(s) δv(s) 

t 
+∞

      

j [ 
δϕf (v(·)) δϕf (v(·)) 

]
= U(t + ω, s + ω)ϕε(u(·)) − ds+ 

δv(s + ω) δv(s) 
t 
+∞j

δϕf (v(·)) 
      

+ [U(t + ω, s + ω)− U(t, s)]ϕε(u(·)) ds �
δv(s) 

t 
+∞

      

j [ 
δϕf (v(·)) δϕf (v(·)) 

] 
      

� U(t + ω, s + ω)ϕε(u(·)) − ds + 
δv(s + ω) δv(s) 

t 
+∞

      

j
δϕf (v(·)) 

      
+ [U(t + ω, s + ω)− U(t, s)]ϕε(u(·)) ds = J1 + J2. 

δv(s) 
t 

+∞j
J1 < δ |U(t + ω, s + ω)ϕε(u(·))| ds = 

t 
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+∞ t t t
 j j

1 
j j

= δ exp a0(t − s) + a1(τ + ω) dτ + b(τ1 + ω, τ2 + ω) dτ1dτ2 + 
2 

t s s s 

j
1 

j j
+ i a1(τ)u(τ) dτ − b(τ1 + ω, τ2 + ω)u(τ1)u(τ2) dτ1dτ2 ds < 

2 
R R R 

+∞j
δL 

< δL exp(a0(t − s)) ds = . 
a0 

t 

+∞j
J2 K [U(t + ω, s + ω)− U(t, s)]ϕε(u(·)) ds = 

t
 
t t t


  j
1 

j j
= K exp a0(t − s) + a1(τ + ω) dτ + b(τ1 + ω, τ2 + ω) dτ1dτ2+ 

2 
s s s j
1 

j j
+ i a1(τ)u(τ) dτ − b(τ1 + ω, τ2 + ω)u(τ1)u(τ2) dτ1dτ2 − 

2 
R R R 

t t t
 j

1 
j j

− exp a0(t − s) + a1(τ) dτ + b(τ1, τ2) dτ1dτ2+ 
2 

s s s j
1 

j j
+i a1(τ)u(τ) dτ − b(τ1 + ω, τ2 + ω)u(τ1)u(τ2) dτ1dτ2

2 
 

R R R 
+∞ t

j
1 

j
KL exp (a0(t − s)) exp (a1(τ + ω) + a1(τ)) dτ+

2 
t s
 

t t t

  

1 
j j

1 
j

+ (b(τ1 + ω, τ2 + ω) + b(τ1, τ2)) dτ1dτ2 sh (a1(τ + ω)− a1(τ)) dτ+ 
4 


2 

s s s
 
t t
 

1 
j j

+ (b(τ1 + ω, τ2 + ω)− b(τ1, τ2)) dτ1dτ2ds 
4 
s s 
+∞ t

j
1 

j
KLN exp(a0(s − t)) · sh (a1(τ + ω)− a1(τ)) dτ+

2 
t s 

t t 
 

1 
j j

+ (b(τ1 + ω, τ2 + ω)− b(τ1, τ2)) dτ1dτ2 ds < 
4 
s s 

� +∞�
1 1 

j
KLN sh(δ)

< KLN sh δ2 exp(a0(t − s))ds = .δ1 + 
2 2 a0 

t 

δL KLN sh(δ)Таким образом получили, что (y(y + ω, u, v)− y(t, u, v)| < + .|a0| a0 

Поскольку δ — любое число, то отсюда следует, что y(t, u, v) — почти-периодическая функ­
ция по t. Аналогично рассматривается случай a0 > 0. 
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5. ОГРАНИЧЕННОЕ РЕШЕНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

Теорема 3. Если ε(t) случайный процесс, заданный характеристическим функционалом 
δϕf (v(·)) (5), где , Mε(t) = a0 + a1(t) — непрерывные, ограниченные функции на веществен­δv(t) 

ной оси, b(s1, s2) непрерывная, ограниченная функция по каждой переменной, a0 � 0, и = 
t t tj j j
a1(τ) dτ , b1(τ1, τ2) dτ1dτ2 — ограниченные функции по t ∈ R, тогда уравнение (3) име­

0 0 0 

ет ограниченное решение по переменной t ∈ R, которое записывается в виде (7), (8). 

Доказательство. 1) Пусть a0 > 0. Устремим t → +∞ и положим, что U(0, t)y(t, u, v) → 0 
при t → +∞. Получим 

+∞j
δϕf (v(·)) 

Mx0ϕε(u(·))ϕf (v(·)) = i U(0, s)ϕε(u(·)) ds. 
δv(s) 

0 

Подставим найденное выражение в (9) и найдем 

+∞j
δϕf (v(·)) 

y(t, u(·), v(·)) = i U(t, s)ϕε(u(·)) ds. 
δv(s) 

t 

Докажем, что это решение является ограниченным по переменной t 

+∞ +∞j
δϕf (v(·)) 

j
|y(t, u(·), v(·))| = U(t, s)ϕε(u(·)) ds K U(t, s)ϕε(u(·)) ds = 

δv(s) 
t t 

+∞ t t t
j j

1 
j j

= K exp a0(t − s) + a1(τ) dτ + b(τ1, τ2) dτ1dτ2+ 
2 

t s s s 

+∞
j

1 
j j j

KL 
+ i a1(τ)u(τ) dτ − b(τ1, τ2)u(τ1)u(τ2) dτ1dτ2ds KL exp(a0(t − s)) ds = . 

2 
 

a0 
R R R t 

Значит, y(t, u(·), v(·)) — ограниченная на вещественной оси функция по t. Аналогично рас­
сматривается случай a0 > 0. 

Теорема 4. Если ε(t) случайный процесс, заданный характеристическим функционалом 
(5), где Mε(t) — ограниченные функции, b(s1, s2) ограниченная функция по каждой пере­

t tj j
δϕf (v(·)) менной, Mε(t) ; a0 > 0 (или Mε(t) a0 < 0), a0 �= 0, и b1(τ1, τ2) dτ1dτ2, — δv(t) 

0 0 

ограниченные функции по t ∈ R, тогда уравнение (3) имеет ограниченное решение по пере­
менной t ∈ R, которое записывается в виде (7), (8). 

Доказательство. Формулы (7), (8) получаем также, как и в предыдущем случаи. Покажем, 

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 4 143 



      

      
�

      
      
�

�

А. Н. Ивакин
 

что при a0 > 0 решение ограничено: 

+∞ +∞j
δϕf (v(·)) 

j
|y(t, u(·), v(·))| = U(t, s)ϕε(u(·)) ds K U(t, s)ϕε(u(·)) ds = 

δv(s) 
t t 

+∞ t t t
j j

1 
j j

= K exp Mε(τ) dτ + b(τ1, τ2) dτ1dτ2+ 
2 

t s s s j
1 

j j
+i Mε(τ)u(τ) dτ − b(τ1, τ2)u(τ1)u(τ2) dτ1dτ2ds 

2 
 

R R R 
+∞j

KL 
KL exp(a0(t − s)) ds = . 

a0 
t 

Значит, y(t, u(·), v(·)) — ограниченная функция. Аналогично доказывается случай a0 > 0. 

6. ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ И ОГРАНИЧЕННЫЕ В СРЕДНЕМ 
РЕШЕНИЯ 

Теорема 5. Если ε(t) случайный процесс, заданный характеристическим функциона­
лом (5), где Mf (t), Mε(t) = a0 + a1(t) — почти-периодические (ограниченные) функ­
ции, b(s1, s2) почти-периодическая(ограниченная) функция по каждой переменной, a0 � 0,= 

t tj j
и b1(τ1, τ2) dτ1dτ2 — ограниченные функции по t, тогда уравнение (1) имеет почти­

0 0 

периодическое (ограниченное) в среднем решение, математическое ожидание которого за­
писывается в виде 

+∞j
Mx(t) = − ϕε(iχ(t, s))Mf (s) ds, (10) 

t 

если a0 > 0, и 
tj

Mx(t) = i ϕε(iχ(t, s))Mf (s) ds, (11) 

−∞ 

если a0 < 0. 
Доказательство. Формулы (10), (11) следуют из формул (7), (8) и условия y(t, 0, 0) = 

M(x(t)). 
Автор благодарен Задорожнему В.Г. за помощь в подготовке статьи. 
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