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Аннотация. В работе представлено исследование динамического деформирования 
тонких изотропных оболочек распространяющимся внутренним давлением в предполо
жении малости перемещений и деформаций. Проведено исследование распространения 
одномерных гармонических волн, волн разрыва напряжений и деформаций. Построены 
квазистатические и динамические конечно - элементные 3D модели расчета напряжен
но - деформированного состояния. Проведены расчеты квазистатических (ANSYS Static 
Structural) и динамических (ANSYS Transient Structural) моделей. Получен оптималь
ный расчетный алгоритм исследования волновых процессов в тонких оболочках в ANSYS 
Mechanical. Исследования аналитическими и численными методами согласуются друг с 
другом. 

Ключевые слова: тонкие оболочки, динамическое деформирование, квазистатиче
ские модели. 

CONSECUTIVE LOADING METHOD OF AXISYMMETRIC
 
SHELL DYNAMIC DEFORMATION CALCULATION
 

DISTRIBUTED INTERNAL PRESSURE
 
N. D. Verveyko, M. V. Yegorov 

Abstract. In this paper axisymmetric thin shell dynamic deformation distributed 
internal pressure investigation is submitted. Harmonic waves, strain and stress rupture waves 
distribution are conducted. Quasi - static and dynamic finite - element models of stress - strain 
condition are developed. An optimization computational algorithm of wave processes research 
in thin shell obtained. 

Keywords: thin shell, dynamic deformation, quasi - static models. 

ВВЕДЕНИЕ 

Динамическое напряженное состояние предполагает распространение волн возмущения и 
статический расчет напряженного состояния под действием давления на некотором участке 
оболочки не учитывает убегающих вперед возмущений. Учет убежавших возмущений позво
ляет дополнить последовательность статических нагружений. Ниже предлагается к рассмот
рению математическая модель осесимметричной оболочки в приближении С. П. Тимошенко, 
нагружаемая подвижным вдоль оси оболочки внутренним давлением. Расчет динамическо
го напряженного состояния которой проводится в статическом приближении с добавлением 
динамического распространения волн в оболочке. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДИНАМИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
ТОНКИХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ОБОЛОЧЕК 

Динамическое напряженное состояние оболочки вращения в модели С. П. Тимошенко 
определяется системой трех уравнений в частных производных 2-го порядка по r и t для 
перемещений ux = u, uy = v и угла поворота срединной поверхности ψ (рис. 1). 

Рис. 1. Схематичное изображение срединной поверхности S оболочки, вектора перемещений 
(u, v) элемента оболочки и угла наклона ψ срединной поверхности к оси x. 

В цилиндрической системе координат компоненты тензора деформаций в случае осесим
метричного движения оболочки имеют вид: 

)2 2∂u 1 
( 
∂v v v 1 

( 
∂v ∂u 

) 
1 ∂v ∂v 

exx = + , eϕϕ = + , exy = + + , exy = eyy = 0. 
∂x 2 ∂x R + y 2 (R + y)2 2 ∂x ∂y 2 ∂x ∂y 

(1) 
u (x, y, t) — смещение вдоль образующей оболочки, v (x, y, t) — смещение вдоль нормали к 
оболочке, R — радиус срединной поверхности, y — расстояние по нормали от срединной 
поверхности оболочки. 

В предположении закона Гука для тонких оболочек имеем выражения для компонентов 
тензора напряжений: 

E E E 
σxx = (exx + νeϕϕ) , σϕϕ = (eϕϕ + νexx) , τ = exy. (2) 

1− ν2 1− ν2 1 + ν 

В предположении выполнения гипотезы плоских сечений будем искать перемещения в виде: 

h2 
u (x, y, t) = u (x, t) + y − ψ (x, t) , v (x, y, t) = v (x, t) . (3) 

( )

12R 

Функции u (x, t) и v (x, t) можно рассматривать как смещения некоторой цилиндрической 
поверхности y − h2/(12R), ψ — угол поворота нормали к срединной поверхности. 
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Напряжения (2) при выполнении гипотезы плоских сечений могут быть представлены 
через перемещения u, v и угол ψ (3): 

 
∂u 

(
h2 
) 
∂ψ 1 

( 
∂v 
)2
 [ 

v v2 
]

σxx = ρc1
2 + y − + + ρc21ν + ;
∂x 12R ∂x 2 ∂x R + y 2 (R + y)2

h2 
σϕϕ = ρc1

2ν + y − + + ρc1
2 + ; (4) 

 
∂u 

( ) 
∂ψ 1 

( 
∂v 
)2
 [ 

v v2 
]

∂x 12R ∂x 2 ∂x R + y 2 (R + y)2

( 
∂v 

) 
E E2 2τ = ρc2 + ψ , c = , c = .2 1 2∂x ρ (1− ν2) 2ρ (1 + ν) 

Уравнения движения элемента оболочки удобно получить из вариационного принципа Га
мильтона - Остроградского минимума свободной энергии Π = T − V [2]: 

 t1 
δ Πdt = δ (T − V ) dt = 0. (5) 

t0 

T — кинетическая энергия оболочки, V — потенциальная энергий деформации. 
При выводе вышеописанных выражений предполагалось, что можно пренебречь нелиней

ными членами, содержащими функцию u и ее производные, а также нелинейными членами, в 
которые входит смещение v и его производные, если степень этих членов больше второй. Тре
тий интеграл приводит к естественным граничным условиям, а из второго интеграла можно 
получить начальные условия. Учитывая, что вариации функций δu, δψ, δv являются незави
симыми величинами, уравнения осесимметричного движения оболочки для перемещений u, v 
и угла поворота ψ имеют вид [1]: 

∂2 ∂2 2 ∂2u u c ∂v ∂v v ν 2R + h ∂v 2 1ν 2 2 = c + + c + c ln v ;1 1 1∂t2 ∂x2 R ∂x ∂x ∂x2 Rh 2R − h ∂x

∂2ψ 
(
h3 h5 

) (
h3 h5 

) 
∂2ψ 

(
1 

) 
∂v 2 2 2R − = c R − − c1νh

3 + c2k
2hR + 

∂t2 12 144R 1 12 144R ∂x2 12R ∂x
 

∂v 
[ (

2R + h 
) 

2R + h
]


h2 2 2 2+ v c1ν h −R ln − c1ν ln − c2k
2hRψ; (6) 

∂x 2R − h 12R 2R − h 

∂2 2 ∂2 2v v c v c 2R + h2 1ν 
2k

2 ∂
2

1 = c + v − ln v+ 
∂t2 ∂x2 R ∂x2 Rh 2R − h
 

2 2 2 2

(

c1νh
2
) 
∂ψ c1ν ∂u c1ν 

( 
∂v 
)2 6c1hv

2 
2+ c2k

2 + − + − . 
12R2 ∂x R ∂x 2R ∂x 4R2 − h2

Уравнения (6) (уравнения типа Тимошенко) учитывают деформацию сдвига и инерцию вра
щения. Разложение коэффициентов в системе (6) по степеням h/R и сохранение в разложении 
только старших членов, дает следующие уравнения: 

∂2 ∂2 ∂2 2u u ν ∂v ∂v v c ∂v 2 2 2 1ν 
= c + c + c + v ;1 1 1∂t2 ∂x2 R ∂x ∂x ∂x2 R2 ∂x 

2 2 2∂2ψ 2 ∂
2ψ 12c2k

2 ∂v 12c2 2c1ν 2 ∂v 
= c − − k2ψ − v ; (7) 

∂t2 1 ∂x2 h2 ∂x h2 R3 ∂x 
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∂2 2 2 2 2 2v 
2k

2 ∂
2v 

2k
2∂ψ c1 c ∂u c

( 
∂v 
)2 c ∂2v 3c2 2 1ν 1ν 1ν 2 2 = c + c − v − + + v − v . 

∂t2 ∂x2 ∂x R2 R ∂x 2R ∂x R ∂x2 2R3

где k — коэффициент, характеризующий распределение касательных напряжений в нормаль
ном сечении. 

В системе (7) устремление R → ∞, дает приближение осесимметричной оболочки в виде 
панели(слоя), и ограничиваясь линейным приближением, приравнивая к нулю третий член 

2 ∂v ∂2vпервого уравнения c = 0 [4], для случая малых деформаций и перемещений приводит 1 ∂x ∂x2 

(7) к виду: 
∂2u 2 ∂2u 
∂t2 1 ∂x2 ; = c

2 2
 

∂2ψ ∂2ψ 12c k2 12c2 2 ∂v 2= c − − k2ψ; (8) 
∂t2 1 ∂x2 h2 ∂x h2 

∂2v 2
2k

2 ∂2v 
2
2k2 ∂ψ 


= c + c

 
∂t2 ∂x2 ∂x . 

Отметим, что для тонкого слоя h → 0 угол ψ определяется ψ = −∂v/∂x.
 
Приведем систему (8) к безразмерному виду, используя следующие соотношения:
 

2v2 2 0¯u = ū · u0, v = v̄ · v0, x = x̄ · x0, t = t · t1, c = c̄ · ,2 2 t2 0 

2u2 2 0 c = c̄ · , h = h̄ · h0, u0 = v0 = x0 = h0, k̄
2 = 12k2/h̄2 .1 1 t2
 0
 

∂2ū 2 ∂2ū


= c̄ x2 ;∂t̄2 1 ∂ ̄
∂2ψ ∂2ψ

 
= c̄2 2 − c̄2k̄2

 
∂v̄ + ψ

 
; (9) ∂t̄2 1 ∂x̄ 2 ∂x̄

∂2v̄ 2k̄2
 
∂2v̄ ∂ψ 

 
= c̄ + . 

∂t̄2 2 ∂x̄2 ∂x̄

В уравнениях (9) и дальнейшем знак безразмерности опустим. 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛН 

Рассмотрим распространение волн, представив функции u (x, t) , ψ (x, t) , v (x, t) в виде 
простой бегущей вдоль оси x волны с пространственной частотой Ω: 

iΩ(x−ct) iΩ(x−ct) iΩ(x−ct)u (x, t) = u (x) e , ψ (x, t) = ψ (x) e , v (x, t) = v (x) e . (10) 

После подстановки выражений (10) в систему (9), получим: 

2
  

c2 − c
 
u (x) = 0 , u (x) �= 0, cI = c1;1 

ψ (x)
 
c22k

2 + c21Ω
2 − Ω2c2

 
+ v (x)

 
c22k

2iΩ
 
= 0 ; (11) 

2 2
ψ (x)

 
c2k

2iΩ
 
+ v (x)

 
Ω2c2 − c2k

2Ω2
 
= 0. 

Система трех линейных однородных уравнений для интенсивностей волн u, v, ψ позволяет 
найти скорости волн, приравняв определитель системы (11) к нулю. 

Из (11) следует биквадратное уравнение относительно скорости c: 

2
(

c
)

2 2 2 2 2 2 c 4 − c c1 + Ω2
k2 + c2k

2 + c2c1k
2 = 0. (12) 

Решение уравнения (12) дает два значения скорости cII , cIII : 

 
2 2 2 4 41 c k2 

 
c1c k

2 c k4 c k4 2 2 2 4 2 2 2 2 2 4cII = √ c + c k2 + c + 2 − 2c k2 + + 2 + c k4; (13) 1 + 2 1 1c2 2Ω2 Ω2 Ω4 Ω22
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2 2 2 4 41 c k2 c1c k
2 c k4 c k4 2 2 2 4 2 2 2 2 2 4cIII = √ c + c k2 − c + 2 − 2c k2 + + 2 + c k4 . (14) 1 + 2 1 1c2 2Ω2 Ω2 Ω4 Ω22 

В вышеописанных выражениях множитель k — это постоянная величина, зависящая от 
распределения касательных напряжений в сечении. Примем k = 0, 833 (для прямоугольника), 
где Ω — пространственная круговая частота, λ — длина волны. Скорости гармонических 
волн в оболочке относительно скорости c1 волн растяжения в неограниченном пространстве 
представимы в виде (15)–(16). 

cI /c1 = 1; 
  

2k4λ2 2k2 2k2λ2 2k2 4k4λ4 4k4λ2 4k41 c c 2c 2c c 2c c 
2 2 2 2 2 2 2cII /c1 = ±√ �1 + + + 1 + − + + + ; (15) 2 2 2 2 4 4 42 c 4π2 c c 4π2 c c 16π4 c 4π2 c1 1 1 1 1 1 1 

  
2k4λ2 2k2 2k2λ2 2k2 4k4λ4 4k4λ2 4k41 c c 2c 2c c 2c c 
2 2 2 2 2 2 2cIII /c1 = ±√ �1 + + − 1 + − + + + .2 2 2 2 4 4 42 c 4π2 c c 4π2 c c 16π4 c 4π2 c1 1 1 1 1 1 1 

(16) 
На рис. 2 представлены графики относительных скоростей в зависимости от простран

ственной длины волны λ для следующих физических параметров материала: 

ρ = 7850 кг/м3 , E = 2, 1 · 1011 Па, ν = 0, 3 , k2 = 0, 01. 

Из графиков на рис. 2 для зависимости скорости распространения волн от длины волны 
следует: 

1. Скорость распространения волн cI не зависит от длины волны λ. 
2. В тонкой оболочке распространяется два типа совместных волн сдвига — поворота, 

причем одна из этих волн распространяется быстрее скорости c1 классических волн сдвига, а 

Рис. 2. График зависимости скоростей cI,II,III /c1 от длины волны λ 
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вторая с очень маленькой скоростью, т.е. практически вторая волна оказывается неподвиж
ной для длинных волн. 

Из уравнений (11) следует непосредственный вывод: волны поперечные v (x) = 0 и поворо
та ψ (x) = 0 могут распространяться изолированно от других волн. При v (x) = 0 и ψ (x) = 0 
следует c = c1k, т.е. волна поперечного сдвига распространяется со скоростью близкой к 
скорости волны растяжения в неограниченном пространстве. 

2 k2 2 2 λ2k2 2 2При v (x) = 0 и ψ (x) = 0 следует: c = c2/Ω
2 + c1, (c/c1)

2 = c2/ 4π2c1 + 1 что 
скорость волны поворота срединной поверхности бежит со скоростью большей скорости про
дольных волн. 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН РАЗРЫВА НАПРЯЖЕНИЙ И 
ДЕФОРМАЦИЙ 

Представим систему уравнений (8) в виде: 

u,tt = c1
2u,xx; 
2ψ,tt = c1ψ,xx −Av,x −Bψ; (17) 
2v,tt = c2k

2 (v,xx + ψ,x) . 

Перейдем в системе (17) к производным относительно подвижной системы координат пе
ремещающейся со скоростью c вдоль оси x, используя соотношения для производных первого 
и второго порядка [3]: 

∂ δ ∂ 
= − c . (18) 

∂t δt ∂x 

где δt 
δ — частная производная по времени в подвижной системе координат. 

Вторые производные по времени примут вид: 

δ (u,t) ∂ δ (ψ,t) ∂ δ (ψ,t) ∂ 
(u,t),t = − c (u,t) , (ψ,t),t = − c (ψ,t) , (v,t),t = − c (v,t) . (19) 

δt ∂x δt ∂x δt ∂x 

Проинтегрировав уравнения (17) по нормали к распространению фронта возмущений, вво
дя скачок функции согласно выражению: 

+Δ 
∂f 
dn = f |+ = [f ], (20) −∂n 

−Δ 

где n — нормаль к фронту, [f ] - скачок функции f , получим систему уравнений для скачков 
скорости и деформаций 

2−c [ut] = c1 [ux] ; 
2−c [ψt] = c1 [ψx]−A [v] ; (21) 
2−c [vt] = c2k

2 ([vx] + [ψ]) . 

Переходя от производных в неподвижной к подвижной системе координат, получим си
стему уравнений, связывающую скачки функции и скачки их производных: 

2−c δ[u] + c2 [ux] = c1 [ux] ; δt 
δ[ψ] 2−c + c2 [ψx] = c1 [ψx] ; (22) 
δt 
δ[v] 2−c + c2 [vx] = c2k

2 ([vx] + [ψ]) .δt 

Из условия непрерывности перемещений следует что [u] = 0; [v] = 0. Тогда из первого урав
нения системы (22) следует, что продольные волны [u,x] = 0 в оболочке распространяются 
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со скоростью таких же волн в неограниченном пространстве cI = c1. Формально возможный 
кинетический поворот срединной линии [ψ] = 0 не может реализоваться, т.к. для этого необ
ходим неограниченный момент сил в точке излома срединной поверхности за счет малости 
толщины h оболочки, так что [ψ] = 0. Второе уравнение системы (22) допускает распростра
нение волн градиента угла поворота сечения оболочки [ψ,x] = 0 со скоростью продольных 
волн в неограниченном пространстве 

c = cII = c1. (23) 

Третье уравнение системы (22) допускает распространение в оболочке волн сдвига [v,x] = 0 
со скоростью 

c = cIII = kc2, (24) 

где k ∈ [0, 1]. 
Система уравнений (22) для скачков деформаций [ex] = [u,x] = 0, [ey] = [v,x] = 0 градиента 

угла ψ [ψ,x] = 0 допускает их возможность на фронтах волн бегущих со скоростями: c = c1 
— для продольных волн; c = c2 — для волн изменения кривизны срединной поверхности; 
c = c3 = c2, k — для волн поперечного сдвига. Таким образом, продольная деформация 
оболочки ведет к изгибу поверхности на фронте волны 

�
1. 

Выражения (22) позволяет для случая идеально упругого материала при задании началь
ных значений σxx оценить величину убегающих вперед деформаций и уточнить квазистати
ческих методов расчета динамического деформирования оболочки. 

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО 
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ В ДИНАМИЧЕСКОЙ И 

КВАЗИСТАТИЧЕСКОЙ ПОСТАНОВКЕ 

В качестве примера сравнительного анализа была выбрана 3D модель тонкостенной обо
лочки возрастающего радиуса срединной поверхности и постоянной толщины. Расчет стати
ческого напряженно - деформированного состояния проводился в Ansys 14.5 Static Structural 
методом конечных элементов. Использовалась сетка конечных элементов размером 50 мм. 
При квазистатическом расчете предполагается, что движение нагрузки моделируется после
довательным ее приложением к последовательности поверхностей, то есть история нагру

Рис. 3. Кривые распределения продольного перемещения для разных моделей
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Рис. 4. Распределение поперечного перемещения для разных моделей 

жения не учитывается. Расчет динамического напряженно - деформированного состояния 
проводился в ANSYS 14.5 Transient Structural методом конечных элементов. В динамической 
задаче движение нагрузки моделировалось плавным переходом от одной зоны приложения 
к другой со скоростью ≈ 270 м/с. Для решения задач СЛАУ использовался итерационный 
метод решения. Общее время протекания процесса 3, 5 · 10−3 с. Для выбора оптимального 
шага по времени использовался критерий Куранта Δt < a · 

�
ρ (1− ν2) /E ≈ 10−5c. Общее 

количество шагов составило 800. 
Сравнительные кривые изменения продольного и поперечного перемещения для квазиста

тического и динамического анализа на временном шаге 400 представлены на рис. 3, 4. На 
рис. 3, 4 видно, в отличие от квазистатической модели динамическая предсказывает распро
странение волн в обе стороны от возмущения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Анализ динамического деформирования оболочки, проведенный путем распространения 
гармонических волн длины λ показал, что продольные волны бегут в оболочке со скоростью, 
независимой от длины волны и продольное возмущение распространяется самостоятельно. 
Представление решения систем уравнений в частных производных (9) в виде ряда Фурье, 
т.е. в виде ряда сдвиговых и изгибающих волн не позволяет выделить отдельно волны сдвига 
- поворота, так что возмущение сдвига - поворота распространяется совместно со скоростью 
c4 = c2. Анализ распространения разрывов позволяет уточнять статическое представление 
решения добавлением ушедшими вперед продольными и сдвиговым(поворотными) возмуще
ниями. 
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