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Аннотация. Для класса динамических систем, включающего в себя уравнения ко­
лебаний упругой балки на упругом основании, автономные системы обыкновенных диф­
ференциальных уравнений, системы гидродинамического типа и др., изложен подход к 
приближенному вычислению амплитуд периодических решений, бифурцирующих из то­
чек покоя при наличии сильных резонансов 1:1 и 1:1:1. Акцент сделан на построение 
теоретической основы для разработки алгоритмов отбора и приближенного вычисления 
ветвей бифурцирующих циклов. Использован операторный метод (трактовка исходной 
задачи в виде операторного уравнения), позволяющий свести рассмотренную задачу к 
численно-качественному анализу решений гладких SO(2)-эквивариантных фредгольмо­
вых уравнений в банаховых пространствах. Конструктивную основу предложенной по­
строений составляет конечномерная редукция в виде одной из версий метода Ляпунова­
Шмидта, сводящего изучение фредгольмова уравнения к анализу (ключевого) уравнения 
в 6-мерном пространстве. Основной результат статьи — описание аналитической формы 
ключевого уравнения, редуцированного по круговой симметрии. 

Ключевые слова: динамическая систем, бифуркация циклов, резонанс, конечномер­
ная редукция, круговая симметрия, ключевое уравнение. 

FORM OF THE KEY EQUATIONS IN THE PROBLEM OF 
BIFURCATION OF CYCLES WITH THE RESONANCE 1:1:1 

E. V. Bukhonova, A. P. Karpova 

Abstract. An approach to the approximate computation of the amplitudes of periodical 
solutions, bifurcating from the stationary points in the presence of strong resonances 1:1 and 
1:1:1 is described for a class of dynamic systems, including the vibration equation of the elastic 
beam on the elastic foundation, autonomous system of ordinary differential equations, system 
of hydrodynamic type, etc. Emphasis is placed on the construction of theoretical basis for the 
development of selection algorithm and approximate calculation of branches of bifurcating 
cycles. Operator method is used (interpretation of the original problem as an operator 
equation), allowing us to reduce the considered problem to the numerical and qualitative 
analysis of the solutions of smooth SO (2)-equivariant fredholm equations in banach spaces. 
Constructive basis of the proposed theoretical constructions is a finite-dimensional reduction 
in the form of Lyapunov-Schmidt’s version of method. The main result is the description of 
the analytical form of the key equation reduced by circular symmetry. 
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ВВЕДЕНИЕ
 

Несмотря на то, что к настоящему времени произошло большое накопление разнообраз­
ных публикаций, посвященных разработке и практической апробации методов исследования 
периодических волн, вихревых структр и циклов динамических систем вблизи стационарных 
состояний (см., например, [1], [2] и литературу в этих источниках), проблемы анализа много­
модового циклогенеза все еще остается актуальной [3]–[6]. Задачи многомодового циклогенеза 
появляются в радиофизике при исследовании автоколебаний в RC-генераторах, в реальных 
моделях экономики, популяционной динамики, химической кинетики и в др. разделах совре­
менного естествознания. 

Зарождения циклов с сильными и 2-кратными резонансами изучены в [4]–[6] и, в част­
ности, там же предложены алгоритмы приближенного построения многомодовых циклов и 
качественного анализа ветвления циклов в целом при наличии резонансов p : q и p : q : r с 
условием p < q < r. Случай p = q = r остается мало исследованным. 

Некоторые бифуркационные эффекты в случае резонанса 1 : 1 изучены В. В. Стрыгиным 
и его учениками методами теории усреднений в задаче синхронизации пары динамических 
систем [3]. 

Данная статья посвящена вопросу приближенного вычисление амплитуд бифурцирующих 
циклов (при наличии указанных выше резонансов). Методологическую основу предложен­
ной процедуры составляет версия метода Ляпунова-Шмидта, приспособленная для гладких 
SO(2)-эквивариантных фредгольмовых уравнений в банаховых пространствах [4]–[7]. В част­
ности, для систем гидродинамического типа получено описание главной части ключевого 
уравнения (для резонансов 1:1 и 1:1:1). 

Использованный операторный подход означает трактовку исходного уравнения динамики 
в виде операторного уравнения в тройке последовательно вложенных функциональных бана­
ховых пространств. Привлечение тройки пространств позволяет, в частности, естественным 
образом использовать условие круговой симметрии уравнения при анализе спектрального 
строения линейной части уравнения (при выделении мод бифуркации). 

Предложенная функционально-аналитическая схема достаточно проста и хорошо приспо­
соблена к традиционным задачам нелинейной динамики. Сформулированные в статье усло­
вия и предположения имеют реализации в конкретных задачах динамики. Описанная схема 
дает основу для конструктивного бифуркационного анализа, она же позволяет решать задачу 
дискриминантного анализа параметрических семейств периодических решений. 

Отметим статью [8], в которой изучена близкая задача, относящаяся к вариационному 
случаю. А именно, изучена задача о бифуркации критических орбит фредгольмова функ­
ционала V (w) с круговой симметрией. Анализ задачи осуществлен посредством одной из 
модификаций вариационной версии метода Ляпунова-Шмидта, позволяющей свести анализ 
функционала к анализу ключевой функции 

6
  
t

W (ξ, a) = inf V (w, a) = V ξi ei +Φ(ξ)
w: (w,ek)=ξk i=1 

от шести ключевых переменных ξ1, ξ2, . . . , ξ6 (e1, e2, . . . , e6 — моды бифуркации). 

1. ФРЕДГОЛЬМОВЫ УРАВНЕНИЯ С КРУГОВОЙ СИММЕТРИЕЙ 

Описываемая ниже процедура прошла апробацию на задаче о периодических движений 
упругой балки, о периодических решениях нелинейного уравнения типа С. Л. Соболева, урав­
нений гидродинамического типа и систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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Предварительно опишем используемую нами общую функционально-аналитическую схему 
анализа операторного уравнения с круговой симметрией. 

1.1. Исходные элементы анализа фредгольмова уравнения с круговой симмет­
рией. Будем предполагать, что заданы банаховы пространства E, F и гильбертово простран­
ство H такие, что E непрерывно вложено в F , F непрерывно вложено в H и E плотно в H. 
Пусть задано семейство фредгольмовых отображений нулевого индекса f : E × Rm −→ F , 
гладкое по совокупности переменных, представленное в виде 

A(ε)x + B(x, x, ε) + C(x, x, x, ε) + o(lxlE 
3 ), 

где A(ε) — гладкое семейство линейных фредгольмовых операторов нулевого индекса, B, C 
— квадратичный и кубический операторы. 

Пусть, далее, зафиксирован слабо гладкий гомоморфизм T : SO(2) −→ O(H) — из группы 
SO(2) в группу ортогональных линейных преобразований некоторого гильбертова простран­
ства H (его непрерывность не предполагается)1). Гомоморфизм T задает ортогональное дей­
ствие на пространстве H: 

G ×H −→ H, (g, x)  −→ y = Tg(x) ∀(g, x) ∈ G ×H. 

Будем предполагать, что E и F инвариантны, а f эквивариантно относительно данного дей­
ствия: 

Tg(E) ⊂ E, Tg(F ) ⊂ F, f (Tg(·), ε) = Tg(f (·, ε)) ∀g ∈ SO(2), ε ∈ Rm . (1) 

∂f Из эквивариантности f следует эквивариантность его производной (в нуле) A(ε) = (0, ε) и∂x 
инвариантность подпространства N := Ker A(0). 

Всюду ниже предполагается, что выполняются сформулированные ниже два условия про­
стоты и регулярности. 

(S) (Условие простоты): 

E = N ⊕R∗, F = N ⊕R, dimN = 2n, 

A(ε)(N) ⊂ N, A(ε)(R∗) ⊂ R , 
и в N существует такой базис {e1, e2, . . . , e2n}, не зависящий от ε, в котором матрица A(2n)(ε) 

оператора := A(ε) имеет блочно-диагональный вид A(2n)(ε)
   
N 

  
α1(ε) −β1(ε) 

)  
αn(ε) −βn(ε) 

)) 

diag , . . . , . 
β1(ε) α1(ε) βn(ε) αn(ε) 

Очевидно, что собственные значения матрицы A(2n)(ε) суть следующие комплексные числа: 

λ1 = α1(ε) ± ıβ1(ε), . . . , λn = αn(ε)± ıβn(ε). 

(R) Условие регулярности: ранг матрицы Якоби отображения 

 )⊤ 

ε  −→ α1(ε), β1(ε), . . . , αn(ε), βn(ε) , 

в нуле равен 2n. 

1) Слабая гладкость означает, что индуцированное действие SO(2) на любом конечномерном инвариант­
ном подпространстве N ⊂ H является гладким. 
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Если рассмотреть ортопроекторы P : E → N , Q = I − P — (в H), то, следуя методу 
Ляпунова-Шмидта [7], разобьем исходное операторное уравнение f (x, ε) = 0 в систему двух 
уравнений 

f(2n)(u + v, ε) = 0, 
f(∞−2n)(u + v, ε) = 0,

где 

}
 

u = Px, v = Qx, f(2n)(x, ε) := Pf (x, ε), f(∞−2n)(x, ε) := Qf (x, ε). 

Из второго уравнения этой системы получаем, в силу теоремы о неявной функции, выражение 
Φ(u, ε) uu� 2). Отображение Φ называется редуцирующим. Φ(ξ, ε), ξ =
v =
 =
 

Нетрудно проверить, что Φ(ξ, ε) = o(ξ). Следовательно,
 

Φ(ξ, ε) = Φ(2)(ξ, ε) + o(|ξ|2), (2)
 

где
 
Φ(2)(ξ, ε) =


t

Φkξ

k ,
 
|k|=2 

k = (k1, k2, . . . , k2n), Φkξ
k := Φk1k2k3k4 ξ

k1 
1 ξ

k2 
2 ξ

k3 
3 ξ

k4 
4 , |k| = k1 + k2 + k3 + k4, kj ∈ Z+. 

При этом 

4 

Φ(2)(ξ, ε) = −A −1 B(∞−2n)(u, u, ε), u :=
 
t


ξj ej , A := A , B(∞−4) := QB. 
N⊥

j=1 

Перейдем к ключевому уравнению 

Θ(ξ, ε) := Θ(1)(ξ, ε) + Θ(2)(ξ, ε) + Θ(3)(ξ, ε) + o(|ξ|3) = 0, (3) 

где
 

Θ(ξ, ε) = f(2n) 



 

n t

ξj ej +Φ(ξ, ε), ε 



.
 




j=1 

Так как 
f(2n)(x, ε) = A(2n)(ε)x + B(2n)(x, x, ε) + C(2n)(x, x, x, ε) + . . . , 

B(2n) := PB, C(2n) := PC, 
то 

Θ(ξ, ε) = f(2n)(u +Φ(2)(ξ, ε) + . . . , ε) = 

= A(2n)u + B(2n)(u, u, ε) + 2B(2n)(u, Φ
(2)(ξ, ε), ε)) + C(2n)(u, u, u, ε) + o(|ξ|)3 . 

В частности, 
Θ(1)(ξ, ε) = u. A(2n)(ε)u

И так как 
A(2n)(ε)e1 = α1e1 + β1e2, A(2n)(ε)e2 = −β1e1 + α1e2, . . . 

A(2n)(ε)e3 = αne2n−1 + βne2n, A(2n)(ε)e2n = −βne2n−1 + αne2n, 

то для линейной части ключевого уравнения получим представление 

 . 

 


 

ξ1)
 ))

α1(ε) −β1(ε) αn(ε) −βn(ε)Θ(1)(ξ, ε) .
 (4)
 diag
 .
=
 , . . . ,
 .
β1(ε) α1(ε) βn(ε) αn(ε) 

ξ2n 

2) Символом uu обозначается «снятие» координат вектора u ∈ N . 
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1.2. Пример: система обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Обратимся к системе 

ẋ = A(ε)x + B(x, x, ε) + C(x, x, x, ε) + o(|x|3), x ∈ Rn , ε ∈ R3 , (5) 

при условии, что две пары комплексно сопряженных точек спектра матрицы A(ε) при ε = 0 
трансверсально пересекают мнимую ось с резонансом m1 : m2, а остальная часть спек­
тра находится (при всех ε) внутри левой комплексной полуплоскости [2]. Здесь B(x, x, ε) 
и C(x, x, x, ε) — квадратичное и кубическое отображения из Rn в Rn, гладко зависящие от 
ε (B(x, y, ε) и C(x, y, z, ε) — симметричные билинейная и 3–линейная формы с векторными 
коэффициентами, гладко зависящими от ε). 

Запишем уравнение (5) в виде операторного уравнения 

f (x, ε) = 0, (6) 

в котором x — функция x(t), принадлежащая банахову пространству Π1 (T −периодичес­T 
ких непрерывно дифференцируемых функций со значениями в Rn), а f — фредгольмово 
отображение с квадратичной нелинейностью, действующее из пространства Π1 в банахово T 
пространство Π0 (непрерывных T −периодических функций со значениями в Rn), заданное T 
соответствием 

f (·, ε) : x(t) −→ y(t) := ẋ(t)− ν(A(ε)x + B(x, x, ε) + C(x, x, x, ε)) + . . . . 

H — пространство периодических функций класса L2 (со значениями в Rn), (x, y) = 
T

1 
J
(x(t), y(t))dt. Параметр ν = 1+ε4 введен для «нормировки» периода, в дальнейшем можно T 

0 
3) положить T = 2π.

Гомоморфизм T : G −→ O(H) группы G = SO(2) в группу ортогональных линейных 
преобразований гильбертова пространства H, заданный соотношением 

Tg(w)(x) = w(x + ϕ) 

(ϕ — каноническая координата элемента g ∈ SO(2), g = (gij ), g11 = g22 = cos(ϕ), g21 = −g12 = 
sin(ϕ)), определяет слабо гладкое ортогональное действие 

G ×H −→ H, (g, w)  −→ y = Tg(w) ∀(g, w) ∈ G ×H. 

Очевидно, что пространства E, F инвариантны относительно данного действия. Очевидна 
также эквивариантность ключевого отображения относительно индуцированного полусво­
бодного действия SO(2) в пространстве ключевых параметров. 

1.3. Случай резонанса 1 : 1. Вернемся к общей операторной схеме. Потребовав выпол­
нение условия 4-мерности вырождения, получим ключевое отображение Θ в форме (3). Это 
отображение эквивариантно относительно действия SO(2) на R4: 

T : {exp(iϕ), z}  −→ exp(iϕ)z. (7) 

Рассмотрим образующие инварианты действия окружности (7): 

I1 = |z1|2 , I2 = |z2|2 , I3 = Re z1z2, I4 = Im z1z2. (8) 

3) Если расширить трехмерный векторный параметр ε до четырехмерного, потребовав выполнение усло­
вия трансверсальности пересечения мнимой оси точками спектра матрицы Якоби левой части, то вариации по 
параметру ν будут поглощаться вариациями векторного параметра ε. Следовательно, не потеряв остальные 
циклы, можно рассматривать лишь циклы фиксированного периода 2π (циклы другого периода превраща­
ются в циклы периода 2π изменением значений параметра ε). 
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Условие (эквивариантности) (1) с обязательной необходимостью приводит к тому, что ключе­
вое отображение допускает (см. условия (S) и (R)) следующее представление (в комплексной 
форме): 

4 
c1,1,k c1,2,k λ1(ε) 0 

) 

+ 
t 

Ik 

) 
z1 
) 

+ o(|ξ|4) +O(ε)O(|ξ|3),
0 λ2(ε) c2,1,k c2,2,k z2 

k=1 

z1 = ξ1 + iξ2, z1 = ξ1 + iξ2; I1, I2, I3, I4 — образующие инварианты действия окружности, 
λp,q(0) = 0, {cp,q,k} — комплексные константы. 

После введения в последнее уравнение полярных координат z1 = r1 exp(iϕ1), z2 = 
r2 exp(iϕ2), и отбрасывания общих множителей получим систему уравнений в форме, удобной 
для проведения дискриминантного анализа. 

2. СЛУЧАЙ РЕЗОНАНСА 1 : 1 : 1 

Рассмотрев в случае резонанса 1 : 1 : 1 отрезок ряда Тейлора порядка 3 для ключевого 
отображения, получим алгебраическое отображение Θ : R6 −→ R6: 

jΘ(ξ) = (Θ1(ξ), Θ2(ξ), Θ3(ξ), Θ4(ξ), Θ5(ξ), Θ6(ξ))
⊤ , Θj (ξ) = 

t 
α ξk ,k 

|k|�4 

где 
ξk = ξk1 ξk2 ξk3 ξk4 ξk5 ξ6 

k6 , k = (k1, k2, k3, k4, k4, k6) , kj ∈ Z+,1 2 3 4 5 

|k| = k1 + k2 + k3 + k4 + k5 + k6. Это отображение эквивариантно относительно стандартного 
действия окружности (группы SO(2)) на R6, соответствующего резонансу второго порядка: 
если отождествить вектор ξ ∈ R6 с комплексным вектором z = (z1, z2, z3)

⊤ ∈ C3 , z1 = 
ξ1 + iξ2, z2 = ξ3 + iξ4, z3 = ξ5 + iξ6, то действие окружности задается (в случае резонанса 
1 : 1 : 1) соответствием 

T : {exp(iϕ), z}  −→ exp(iϕ) z. (9) 

Эквивариантность означает, как и ранее, выполнение соотношения 

Θ(Tϕ(ξ)) = Tϕ(Θ(ξ)) ∀{ξ, ϕ}. (10) 

Пусть теперь 
z1 = ξ1 + ıξ2, z2 = ξ3 + ıξ4, z3 = ξ5 + ıξ6, 

z4 = ξ1 − ıξ2, z5 = ξ3 − ıξ4, z6 = ξ5 + ıξ6, 

′ ′′ )⊤ ′ ′′ z = (z1, z2, z3, z4, z5, z6)
⊤ = (z , z , z = (z1, z2, z3)

⊤ , z = (z4, z5, z6)
⊤ , 

ıϕ ′ −ıϕ ′′
)⊤Tϕ(z) = 

(
e z , e z .
 

Положив Υ(z) := Θ(ξ), мы можем записать (10) в виде
 

′ ′′ ).
TϕΥ(z) = Υ(Tϕz , T−ϕz (11) 

Здесь 

Υ(z) = 
t 

γk1k2k3k4k5k6 z1 
k1 z2 

k2 z3 
k3 z4 

k4 z5 
k5 z6 

k6 , γk = 
(
γk
1, γk 

2, γk 
3, γk 

4, γk 
5, γ6

)⊤ 
,k 

k 

γ1 γ4 γ2 γ5 γ3 γ6 = = = k k , k k , k k . 
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Из эквивариантности Υ(z) и из принципа равенства коэффициентов у совпадающих мно­
гочленов следует, что квадратичная часть Υ(z) равна нулю, а линейная и кубическая части 
Υ(z) имеют следующие представления (в комплексной форме): 

Υ1(z) = ((Υ1) ′ (z), (Υ1) ′′ (z))⊤ , Υ3(z) = ((Υ3) ′ (z), (Υ3) ′′ (z))⊤ , (12) 

где 
(Υ1) ′ = (λ1z1 , λ2z2 , λ3z3)

⊤ , λk ∈ C , (Υ1) ′′ = (Υ1) ′ 

(см. условие (S)), 
3 t


(Υ3) ′ bk(I) zk , (Υ3) ′′ = (Υ3) ′ ,
=
 
k=1 


 

9

j=1 
=
 |z1|2 , I2 = |z2|2 , I3 = |z3|2bk(I) =
 bk,j Ij , I1 ,
 

(13)

I4 = Re (z1z2) , I5 = Re (z1z3) , I6 = Re (z2z3) , 
I7 = Im (z1z2) , I8 = Im (z1z3) , I9 = Im(z2z3) , 

λk ∈ C , bk,j ∈ C3 , k = 1, 2, 3 , j = 1, 2, . . . , 9 . 

Таким образом, имеет место следующее утверждение. 

 

Теорема 1. Для первой компоненты Υ ′ отображения Υ = (Υ ′ , Υ ′′ ) (см. (12)) имеет место 
следующее представление: 

3 

Υ ′ =

t


(ak + bk(I)) zk , (14) 
k=1 

где 

a1 = (λ1 , 0 , 0)
⊤ , a2 = (0 , λ2 , 0)

⊤ , a3 = (0 , 0 , λ3)
⊤ , 

bk(I) определяется соотношениями (13). 

Коэффициенты в представлении отображения Υ ′ явно выражаются через «операторные 
коэффициенты» f (x, ε). 

В случае переменных, выраженных в полярных координатах zk = rk exp(iϕk), k = 1, 2, 3, 
для компоненты (Υ1) ′ ключевого отображения получим представление: 

(Υ1) ′ (r, ϕ)⊤ = (α1r1 exp i(ω1 + ϕ1), α2r2 exp i(ω2 + ϕ2), α3r3 exp i(ω3 + ϕ3))
⊤+ 

3 3 

+

t


βk(ϕ)rk 
3 +

t

γj,k r 

2 
j rk + θ r1r2r3 , 

k=1 k=� j;k,j=1 

αk = |λk| , ωk = arg(λk) , r = (r1, r2, r3) , ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ; 

{βk(ϕ)} — 2π-периодическе по ϕj вектор-функции, γk, θ ∈ C3 — комплексные константы, 
αj = o(ε). 

Угловые переменные можно исключить, положив Im (Υ1) ′ = 0. Это соотношение заведомо 
выполняется при ϕk = −ωk +π l+O(|r|3 , l ∈ N, где ωk — некоторые константы, определяемые 
нулями синусов. Подставив последнее выражение в ключевое уравнение, получим в итоге 
(вещественное) уравнение 

3 

Re (Υ1) ′ := (α1r1, α2r2, α3r3)
⊤ +


t

aj, kr 

2 
j rk + b r1r2r3 + o(|r|3) +O(ε)O(|r|3) = 0 , (15) 

j, k=1 
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αj = αj (ε) ∈ R, αj (0) = 0, aj,k, b ∈ R3, позволяющее определять асимптотические представ­
ления амплитуд (радиальных переменных) бифурцирующего цикла. 

Так как кратность нуля для общего кубического полиномиального векторного поля в R3 

равна 27, то из нуля рождается не более 26 ветвей ненулевых решений уравнения (15). Воз­
можные расклады бифурцирующих решений можно классифицировать, разбивая их на под­
группы решений с одинаковыми индексами неустойчивости (индекс неустойчивости равен 
количеству собственных значений матрицы Якоби левой части (15) с отрицательными веще­
ственными слагаемыми в ветвящемся решении). Важнейший случай в анализе этого урав­
нения связан с условием αj < 0 ∀j. Масштабированием переменных этот случай сводится к 
соотношению α1 = α2 = α3 = −λ ; 0. В результате получаем уравнение 

3 
2 g(r) := −λ r + 

t 
aj, krj rk + b r1r2r3 = 0 , aj, k , b ∈ R3 , 

j, k=1 

представляющее собой задачу на собственный вектор кубического поля. 
2Пусть lk — количество решений уравнения Pr(g(r)) = 0 на двумерной сфере S2 = {r1 + 

2 2r2 + r = 1}, где Pr — ортопроектор на касательное пространство: Pr (η) := η − (η, r)r, с 3 

индексом неустойчивости k, 0 k 2. Точки индекса 0 являются притягивающими, а точки 
индекса 2 — отталкивающими для динамической системы 

ṙ = g(r) , g(r) := Pr(g(r)) , r ∈ S2 .u u

Формула Эйлера для касательного векторного поля g дает (см. [9]) соотношение l0−l1+l2 = 2.u
l−2 l+2 Если l — общее количество решений: l = l0 + l1 + l2, то получим l1 = 2 , l0 + l2 = 2 . Из 

этих соотношений следует, что l = 2m (четное число), 1 m 13. 
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