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Аннотация. Статья посвящена исследованию слабой разрешимости начально­
краевой задачи для одного класса вязкоупругих жидкостей с памятью. Тип рассматри­
ваемой жидкости определяется соотношением, которое в литературе называется уравне­
нием состояния или реологическим соотношением. В данной работе уравнение состояния 
содержит ограниченную измеримую функцию, характеризующую память частиц жидко­
сти. Основным результатом данной работы является доказательство теоремы о существо­
вании слабого решения рассматриваемой начально-краевой задачи. Для доказательства 
данной теоремы используется аппроксимационно-топологический метод, предложенный 
В. Г. Звягиным и развитый в его работах и работах его учеников. 
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WITH MEMORY 
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Abstract. The article is devoted to the study of the weak solvability of the initial-boundary 
value problem for one class of viscoelastic fluids with memory. The type of the considered fluid 
is determined by a relation that is called the constitutive or rheological law. In this article, the 
constitutive law contains bounded measurable function what characterizes memory of particles 
of fluid. The main result of this work is the proof of the existence theorem of the weak solution 
of this initial-boundary value problem. For the proof of this theorem it is used approximating­
topological method. This method was introduced by V. G. Zvyagin and was developed in his 
papers. 
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ВВЕДЕНИЕ
 

Хорошо известно, что движение несжимаемой жидкости описывается системой уравнений 
в форме Коши (

∂v ∂v 
J

ρ + vi + grad p = Div σ + ρϕ, 
∂t ∂xi

div v = 0, 

где ρ — плотность жидкости, v = (v1, ..., vn) — скорость, p — давление жидкости, σ — 
девиатор тензора напряжений, ϕ — плотность внешних сил. Тип рассматриваемой жид­
кости определяется выбором соотношения между σ и тензором скоростей деформаций E , 

Eij = = ∂xi 
1 
( 
∂vi + 

∂vj
р
. Это соотношение в литературе называется определяющим соот-Eij (v) ∂xj2 

ношением или уравнением состояния. 
В настоящей работе рассматривается регуляризованное уравнение состояния вида 

tj
σ(t, x) = µ0E(t, x) + µ1 L(t, s)E(v)(s, Zδ (v)(s; t, x)) ds, 

0 

где L(t, s) — ограниченная измеримая функция (0 < s < t < T ), характеризующая память 
частицы жидкости, а Zδ(v)(s; t, x) — регуляризованная траектория движения точки среды из 
начального состояния в конечную точку x. Подробнее см. в следующем пункте. Результаты с 
уравнением состояния в случае конкретной функции L(t, s) = exp ( t−s ) изложены в работах λ 
В. Г. Звягина и В. Т. Дмитриенко (см. [1] и [2]). 

В работе устанавливается существование слабого решения начально-краевой задачи для 
данного уравнения состояния в случае произвольной ограниченной измеримой функции 
L(t, s). 

1. ПОСТАНОВКА НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ВЯЗКОУПРУГОЙ ЖИДКОСТИ 

Рассмотрим движение жидкости, заполняющей область Ω в Rn , n = 2, 3, на промежут­
ке времени (0, T ), T > 0. Будем предполагать, что Ω — ограниченная область с локально­
липшицевой границей Γ. 

Пусть v(t, x) — вектор скорости частицы в точке x области Ω в момент времени t, 0 < t < T , 
и v1, ..., vn — компоненты v. Уравнение движения в форме Коши 

(
∂v ∂v 

J 

ρ + vi = −grad p +Div σ + ρϕ, (t, x) ∈ (0, T ) × Ω (1) 
∂t ∂xi 

содержит ρ — плотность жидкости (далее рассматривается однородная жидкость, т.е. ρ = 
const), p = p(t, x) — давление жидкости в точке x в момент времени t, σ — девиатор тензора 
напряжений, ϕ — плотность внешних сил, действующих на жидкость. Знак Div обозначает 
дивергенцию матрицы-функции. Таким образом, Div σ — это вектор, координатами которого 
являются дивергенции векторов-столбцов матрицы σ. Здесь и далее мы используем соглаше­
ние о суммировании по повторяющимся индексам. 

Траектории движения частиц жидкости определяются полем скоростей v как решение 
интегрального уравнения 

τj
z(τ ; t, x) = x + v(s, z(τ ; t, x)) ds. (2) 

t 
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Через z(τ ; t, x) обозначим решение этого уравнения. Функция z(τ ; t, x) показывает положение 
в момент времени τ занимаемое частицей, находящейся в момент времени t в точке x ∈ Ω. 

Рассмотрим уравнение состояния вида 

tj
σ(t, x) = µ0 E(t, x) + µ1 L(t, s)E(v)(s, z(s; t, x)) ds, (3) 

0 

в предположении, что σ(0, x) = µ0 E(0, x) для x ∈ Ω. Здесь µ0 = 2κ/λ, µ1 = 2ν/λ −2κ/λ2 , λ — 
время релаксации, κ — время запаздывания, ν — вязкость жидкости, L(t, s) — ограниченная 
измеримая функция (0 < s < t < T ). Будем считать, что |L(t, s)| � CL для п.в. s, t ∈ (0, T ), 
где CL — некоторая положительная константа. 

Введем множество CG = C([0, T ]× [0, T ], C1D(Ω)). Можно заметить, что CG ⊂ C([0, T ]× 
[0, T ], C1(Ω)n), поэтому везде далее CG рассматривается как метрическое пространство с 
метрикой, определяемой нормой пространства C([0, T ]× [0, T ], C(Ω)n). 

Для того, чтобы траектории однозначно определялись полем скоростей v(t, x), выберем 
оператор регуляризации Sδ : H → C1(Ω)n ∩ V для δ > 0 такой, что Sδ(v) → v в H при 
δ → 0 и порождаемое им отображение Sδ : L2(0, T ;H) → L2(0, T ;C1(Ω)n ∩ V ) непрерывно. 
Конструкция такого оператора приведена в [3]. 

Заменим уравнение (2) на уравнение 

τj
z(τ ; t, x) = x + Sδv(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ (0, T ), x ∈ Ω. (4) 

t 

Для каждого v ∈ L2(0, T ;V ) это уравнение имеет единственное решение Zδ(v) в классе CG, 
т.е. z(τ ; t, x) = Zδ(v)(τ ; t, x). Подставим Zδ(v) вместо z в уравнение (3), а после σ из уравнения 
(3) в уравнение (1). Тогда замкнутая система уравнений, описывающих движение жидкости, 
имеет вид 

t(
∂v ∂v 

J j
ρ + vi − µ1Div L(t, s)E(v)(s, Zδ (v)(s; t, x)) ds− 

∂t ∂xi 
0 

− µ0Div E(v) = −grad p + ρϕ, (t, x) ∈ (0, T ) × Ω, (5) 

div v = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (6) 

v |(0,T )×Γ = 0, (7) 

v(0, x) = v 0(x), x ∈ Ω, (8) 
j
p dx = 0. (9) 

Ω 

Введем необходимые функциональные пространства. 
Мы будем использовать стандартные обозначения L2(Ω), Lp(Ω), W2

1(Ω), C(Ω), C1(Ω) для 
функций на Ω со значениями в R и обозначения L2(Ω)

n , Lp(Ω)n , W2
1(Ω)n , C(Ω)n , C1(Ω)n для 

функций со значениями в Rn. Обозначим через (u, v)L2 (Ω)n скалярное произведение в L2(Ω)
n 

для функций u, v ∈ L2(Ω)
n . 

Пусть V = 
,
v ∈ W2

1(Ω)n : v |Γ= 0, div v = 0
}
. Пространство V гильбертово со скаляр­

ным произведением (v, u)V = 
J 
Eij (u) · Eij (v) dx и соответствующей нормой lvl. Эта норма в 

Ω 

пространстве V эквивалентна норме, индуцированной из пространства W2
1(Ω)n . 
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Пусть H — замыкание V в норме пространства L2(Ω)
n . V ∗ — пространство, сопряженное 

к V . Обозначим через (f, v) действие функционала f из V ∗ на функцию v из V . 
Множество C1D(Ω) состоит из взаимно однозначных отображений z : Ω → Ω, совпада­

ющих с тождественным отображением на Γ и имеющих непрерывные частные производные 
первого порядка такие, что det 

( 
∂z 
) 
= 1 в каждой точке области Ω. Будем предполагать, что ∂x 

в этом множестве используется норма пространства непрерывных функций C(Ω)n . 
Также используем стандартные обозначения банаховых пространств Lp(a, b;E), 

L∞(a, b;E), C([a, b], E) для функций v : [a, b] → E со значениями в банаховом пространстве 
E. Будем считать, что в Lp(a, b;E) введена норма 



 



 

1/p b

lv(t)lp 
E 

a 

Известно, что сопряженным к пространству Lp(a, b;E), p > 1, является пространство 
1Lq(a, b;E∗), где 1 + = 1. p q 

j

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА 

Рассмотрим задачу о слабых решениях регуляризованной задачи (5)–(9). Далее будем ис­
пользовать следующие обозначения функциональных пространств: 

E = L2(0, T ;V ) с нормой lvlE = lvlL2 (0,T ;V ) для v ∈ E; 

E∗ = L2(0, T ;V ∗) с нормой lf lE∗ = lf lL2(0,T ;V ∗) для f ∈ E∗ ; 

E1 
∗ = L1(0, T ;V ∗) с нормой lf lE∗ = lf lL1(0,T ;V ∗) для f ∈ E1

∗ . 
1 

Обозначим через (f, v) действие функционала f из E∗ на функцию v из E. 
Используя слагаемые равенства равенства (5) введем: 

1) функционал на V и, следовательно, отображение 
A : V → V ∗ , (A(u), h) = µ(E(u), E(h)) 2 , u, h ∈ V ;

L2 (Ω)n

lvlLp
dt
 =
 .
(a,b;E) 

(

3) функционал f на V , f ∈ V ∗ , (f, h) = (ρϕ, h)L2(Ω)n , h ∈ V ;
 

4) для v ∈ E и z ∈ CG функционал на V при каждом фиксированном t ∈ (0, T )
 

р

∂hi2) K : V → V ∗ , u, h ∈ V ;
(K(u), h) = ρ
 uiuj ,,
 ∂xj L2(Ω) 



 



 

tj

0 

Позже мы покажем, что C : E × CG → E∗ . 

Определение 1. Слабым решением регуляризованной задачи (5)–(9) для заданных f ∈ 
0 ′ L1(0, T ;V ∗), v ∈ H называется функция v ∈ L2(0, T ;V ), имеющая производную v ∈ 

L1(0, T ;V ∗) и удовлетворяющая равенствам 

ρv ′ +A(v) −K(v) + C(v, Zδ(v)) = f, (10) 

0 v(0) = v . (11) 

L(t, s)E(v)(s, z(s; t, x)) ds, E(h)
(C(v, z)(t), h) = µ1 . 
2L2(Ω)n
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′Слабое решение v принадлежит пространству W1 = {v : v ∈ E, v ∈ E1
∗} с нормой lvlW1 = 

lvlE + lv ′ lE∗ . Известно [4, лемма III.1.1], что W1 ⊂ C([0, T ], V ∗), поэтому условие (11) имеет 
смысл. 

1 

Разрешимость начальной задачи (10)–(11) будет устанавливаться в предположении, что 
f ∈ L1(0, T ;H∗) + L2(0, T ;V ∗), т.е. f = f1 + f2, где f1 ∈ L1(0, T ;H∗) и f2 ∈ L2(0, T ;V ∗). 

Теорема 2. Для каждой функции f ∈ L1(0, T ;H∗) + L2(0, T ;V ∗) и v0 ∈ H задача (10), (11) 
имеет хотя бы одно решение в W1. 

Используемый далее аппроксимационно-топологический метод, предложенный и развитый 
В. Г. Звягиным и В. Т. Дмитриенко в работах [5], [6], основан на аппроксимации исходной 
задачи в каком-то смысле более простыми задачами с более хорошими свойствами и ис­
пользовании теории топологической степени отображений бесконечномерных пространств. В 
качестве примеров таких задач можно рассмотреть работы [7], [8], [9]. 

3. АППРОКСИМАЦИОННАЯ ЗАДАЧА 

Построим аппроксимационные уравнения. Для этого внесем изменения в уравнение (10), 
так чтобы все составляющие его члены принадлежали L2(0, T ;V ∗). Введем оператор 

( 
uiuj ∂hi 

J 

Kε : V → V ∗ , (Kε(u), h) = ρ , ,
1 + ε|u|2 ∂xj L2(Ω) 

и аппроксимируем функцию f1 из L1(0, T ;H∗) функцией f1,ε из L2(0, T ;H∗) так, чтобы 

f1,ε → f1 в L1(0, T ;H ∗ ) при ε → 0. (12) 

Обозначим через fε функцию fε = f1,ε + f2. 
Рассмотрим следующую начальную задачу 

ρv ′ + A(v) −Kε(v) + C(v, Zδ(v)) = fε, (13) 

0 v(0) = v , (14) 

′в пространстве W = {v : v ∈ E, v ∈ E∗}. Будем считать, что в W введена норма lvlW = 
lvlE + lv ′ lE∗ для v ∈ W . Пространство W банахово, и известно [10, теорема 1.17, стр. 177], 
что W ⊂ C([0, T ],H), таким образом (14) имеет смысл. 

Введем отображения L, G, Kε : W → E∗ × H с помощью следующих равенств L(v) = 
(ρv ′ + A(v), v|t=0 ), G(v) = (C(v, Zδ (v)), 0), Kε = (Kε, 0). 
Тогда задача (13)–(14) эквивалентна операторному уравнению 

L(v) = Kε −G(v) + (fε, v 0). (15) 

В данной работе устанавливаются следующие результаты о существовании слабых реше­
ний: 

Теорема 3. Для любого ε > 0 и произвольных fε ∈ E∗ , v0 ∈ H уравнение (15), а следова­
тельно, задача (13), (14) имеет, по крайней мере, одно решение v ∈W . 

Доказательство теорем 2 и 3 составляет содержание следующих разделов. 
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4. СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ 

Исследуем свойства операторов, составляющих уравнения (13), (15). 

Лемма 1. Пусть n = 2, 3. Тогда 
1) для v ∈ E выполнено A(v) ∈ E∗, отображение A : E → E∗ непрерывно и справедлива 
оценка 

lA(v)lE∗ C0(1 + lvlE ), (16) 

2) для v ∈ E выполнено K(v) ∈ L1(0, T ;V ∗) и Kε(v) ∈ L∞(0, T ;V ∗), отображения K : E → 
L1(0, T ;V ∗), Kε : E → E∗ непрерывны и справедливы оценки 

lKε(v)lE∗ , C1lvl2 (17) 
C

ε 
1 lKε(v)lL1 (0,T ;V ∗) E , 

с константами C0, C1, не зависящими от v, причем вторая оценка справедлива и при ε = 0, 
т.е. для K0 = K. 

Отображение Kε : W → E∗ вполне непрерывно для ε > 0. 

Приведенные факты содержатся в [5, лемма 2.1 и теорема 2.2] 
Как отмечалось выше, W ⊂ E ∩ C([0, T ],H). Для функций v ∈ E ∩ C([0, T ],H) введем 

норму 
lvlEC = max lv(t)lH + lvlE 

0 t T 

и эквивалентные нормы lvlk,EC = lv̄lEC , где v̄(t) = exp (−kt) · v(t), k � 0. Аналогично 
определим эквивалентные нормы l · lk,E, l · lk,E∗×H , l · lk,L2(QT ) в пространствах E, E∗ ×H, 
L2(QT ). 

Теорема 4. Отображение L : W → E∗ × H обратимо и для любых функций u, v ∈ W 
справедлива оценка 

lv − ulk,EC C2lL(v)− L(u)lk,E∗×H (18) 

для любых k � 0 с константой C2, не зависящей от u, v и выбора k. 

Приведенное утверждение — частный случай теоремы 2.1 [5]. 

Лемма 2. Для любых v ∈ E, z ∈ CG выполнено C(v, z) ∈ E∗ и отображение 

C : E × CG → E ∗ 

непрерывно и ограничено. 

Доказательство. По определению отображения C для v ∈ E, z ∈ CG, h ∈ E и t ∈ (0, T ): 


 



 

tj

0 

достаточно установить действие, непрерывность и ограниченность отображения 

(C(v(t), z(·; t, ·)), h(t)) = µ1 L(t, s)E(v)(s, z(s; t, x)) ds, E(h(t))
 
2L2(Ω)n

t 

B : (v, z) �→
 L(t, s)E(s, z(s; t, x)) ds,
 
j

0 

из пространства E × CG в пространство L2([0, T ]× [0, T ], L2(Ω)
n2 
). 

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 4 67 



�

�

А. С. Болдырев 

Данное отображение представляет собой суперпозицию интегрального оператора и отоб­
ражения 

Φ : (v, z) �→ E(v)(s, z(s; t, x)) (19) 

из пространства E × CG в пространство L2([0, T ]× [0, T ], L2(Ω)
n2 
). 

При любом фиксированном z ∈ CG 

T T

0 0 

J
J

lE(v)(s, z(s; t, x)) − E(u)(s, z(s; t, x))l2 2 ds dt = 

L2 (Ω)n

T T

0 0 Ω 

J
J
 J

E2(v − u)(s, z(s; t, x)) dx ds dt = (20) =
 

T T

L2 (Ω)n
0 Ω 0 

Заметим, что замена переменной x на z = z(s; t, x) при фиксированных s, t не изменяет норму, 
так как det 

( 
∂z ) = 1 для всех (s; t, x) ∈ [0, T ]× [0, T ]×Ω. Поэтому отображение Φ непрерывно ∂x 

по переменной v равномерно относительно переменной z. 
Достаточно теперь установить непрерывность отображения Φ по переменной z при фик­

J 

сированном значении v. 
Пусть zl — произвольная последовательность из CG, сходящаяся к z0 ∈ CG в норме 

пространства C([0, T ] × [0, T ], C(Ω)n), и ε > 0 — произвольное число. Так как множество 
непрерывных функций C(QT )

n2 
плотно в L2(QT )

n2 
, то существует ξ — непрерывная ε/(3 

√ 
T )­

аппроксимация функции E(v), т.е. 
ε lE(v) − ξl 2 < √ .

L2(QT )n 3 T 

Тогда 
lE(v)(s, zl (s; t, x))− E(v)(s, z0(s; t, x))lL2 ([0,T ]×[0,T ],L2(Ω)n2 ) 

J 

lE(v)(s, zl (s; t, x))− ξ(s, zl(s; t, x))l 2 +L2 ([0,T ]×[0,T ],L2(Ω)n )

+ lξ(s, zl(s; t, x)) − ξ(s, z0(s; t, x))l 2 +L2 ([0,T ]×[0,T ],L2(Ω)n )

+ lE(v)(s, z0(s; t, x))− ξ(s, z0(s; t, x))l 2 .L2 ([0,T ]×[0,T ],L2(Ω)n )

В силу выбора ξ первое и последнее слагаемое меньше ε/3. Функция ξ равномерно 
непрерывна на QT , поэтому оператор суперпозиции z �→ ξ(·, z), действующий из CG в 
C([0, T ]× [0, T ], C(Ω)n

2 
) непрерывен, и следовательно, 

lξ(s, zl(s; t, x))− ξ(s, z0(s; t, x))l 2 → 0 при l → ∞.
C([0,T ]×[0,T ],C(Ω)n ) 

Выбирая l достаточно большим, l > l0, получим 

lξ(s, zl(s; t, x)) − ξ(s, z0(s; t, x))l 2 < ε/3
L2 ([0,T ]×[0,T ],L2(Ω)n ) 

и, следовательно, 

lE(v)(s, zl(s; t, x)) − E(v)(s, z0(s; t, x))l 2 < ε. 
L2 ([0,T ]×[0,T ],L2(Ω)n ) 

Итак, непрерывность отображения Φ по переменной z установлена. 
Оценка (20) при u = 0 и ограниченность интегрального оператора обеспечивают действие 

и ограниченность отображения B, а следовательно, непрерывность и ограниченность отоб­
ражения C. 

Лемма доказана. 

J

E2(v − lE(v − u)(s, ·)l2 2 ds = T lv − ulE 

2 .T
 u)(s, z) dz ds = T
=
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Лемма 3. Отображение Zδ : W1 → CG непрерывно и для каждой слабо сходящейся по­
следовательности {vl}, vl ∈ W1, vl ⇀ v0, найдется подпоследовательность {vlk}, такая 
что 

Zδ(vlk) → Zδ(v0) в норме пространства C([0, T ] × [0, T ], C(Ω)n). 

Доказательство см. в [1]. 

Лемма 4. Для любой фиксированной функции z ∈ CG и произвольных u, v ∈ E справедлива 
оценка 

lC(v, z) − C(u, z)lk,E∗ µ1 CL 

J
T/(2k) lu − vlk,E. (21) 

−kt −ktДоказательство. Пусть v(t) = e v(t), u(t) = e u(t). По определению для h ∈ E 
имеем 

(e −ktC(v(t), z(·; t, ·)) − e −ktC(u(t), z(·; t, ·)), h(t)) = 

T tj j j
= µ1 L(t, s)e −k(t−s)Eij (v − u)(s; z(s; t, x)) ds Eij (h)(t, x) dx dt. 

0 Ω 0 

Тогда с помощью неравенства Гельдера получим

T t
−k(t−s)

  (e−ktC(v(t), z(·; t, ·)) − e−ktC(u(t), z(·; t, ·)), h(t))
  µ1 

J J 
L(t, s)e · 

0 0 J(J 
E2(v − u)(s; z(s; t, x)) dx 

Ω 

(J 
Ω 

J
1
2

1
2 

E2(h)(t, x) dx ds dt =
·
 
(J 
Ω 

J
1
2T t

−k(t−s)
J J 

L(t, s)e E2(v − u)(s; z) dz · lh(t, ·)lV ds dt == µ1 
0 0 

T t

= µ1 
J J 

L(t, s)e−k(t−s)l(v − u)(s; ·))lV · lh(t, ·)lV ds dt 
0 0 

1
2

1
2

( 
t

JJ 
L2(t, s)e−2k(t−s) ds 

0 

( 
tJ 
0 

J

TJ 

l(v − u)(s; ·))l2 V ds
 ·
 lh(t, ·)lV dt
 µ1 
0  

T t
 

µ1lv − ulE · lhlE ·
J J 

L2(t, s)e−2k(t−s) ds dt .
 
0 0
 

Оценим оставшийся интеграл, воспользовавшись ограниченностью L 
T t T Tj j

C2 j C2 j C2TL L LL2(t, s)e −2k(t−s) ds dt (1− e −2kt) dt dt = . 
2k 2k 2k 

0 0 0 0 

Отсюда и следует требуемая оценка 

lC(v, z) − C(u, z)lk,E∗ = le −kt(C(v, z) − C(u, z))lE∗ µ1 CL 

J
T/(2k) lv − ulk,E. 

Лемма доказана.
 
Приведенные утверждения позволяют исследовать свойства отображения G.
 

Теорема 5. Отображение G : W → E∗ ×H является L-уплотняющим по мере некомпакт­
ности Куратовского γk для k достаточно больших. 

1
2 
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(Здесь γk — мера некомпактности Куратовского в пространстве E∗ с нормой l · lk,E∗ .) 
Доказательство. Пусть M ⊂ W произвольное ограниченное множество. В силу леммы 

3 множество Zδ(M) относительно компактно. Тогда множество C(v, Zδ(M)) относительно 
компактно для любого фиксированного v ∈ W . Кроме того, для любых z ∈ Zδ(M) отобра­
жение C(·, z) удовлетворяет условию Липшица с константой µ1 CL 

J
T/(2k) в нормах l · lk,E 

и l · lk,E∗ . Тогда по теореме 1.5.7 [11] отображение C(v, Zδ (v)), а значит и отображение G, 
являются µ1 CL 

J
T/(2k)-ограниченными относительно меры некомпактности Хаусдорфа χk, 

т.е. 
χk(G(M)) µ1 CL 

J
T/(2k)χk(M). 

Известно [11, теорема 1.1.7], что меры некомпактности Хаусдофа и Куратовского удовлетво­
ряют следующим неравенствам 

χk(M) γk(M) 2χk(M). 

Поэтому 
γk(G(M)) 2χk(G(M)) 2µ1 CL 

J
T/(2k) γk(M). (22) 

Из оценки (18) и определения меры некомпактности Куратовского получаем 

γk(M) C2 γk(L(M)), (23) 

где C2 — константа из оценки (18). 
Оценки (22) и (23) приводят к оценке 

γk(G(M)) 2C2 µ1 CL 

J
T/(2k) γk(L(M)). 

Выбирая k так, чтобы 2C2 µ1 CL 
J
T/(2k) < 1, получаем утверждение теоремы. 

5. АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА РЕШЕНИЙ И РАЗРЕШИМОСТЬ 
АППРОКСИМАЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 

Разрешимость аппроксимационного уравнения устанавливается с помощью теории степени 
отображений (см., например, [12]). Введем вспомогательное семейство операторных уравне­
ний, включающее аппроксимационное уравнение (13), 

ρv ′ + A(v)− λKε(v) + λC(v, Zδ (v)) = fε, λ ∈ [0, 1]. (24) 

При λ = 1 уравнение семейства совпадает с (13). 
Установим априорные оценки решений этого семейства. 

Теорема 6. Для любого решения v ∈ W начальной задачи (24), (14), λ ∈ [0, 1], справедливы 
оценки 

lvlEC C (1 + lfεlE∗ + lv 0lH ), (25) 

lv ′ lE∗ C (1 + lfεlE∗ + lv 0lH ), (26) 

с константой C, зависящей от ε, но не зависящей от v и λ ∈ [0, 1]. 

Доказательство. Пусть v ∈ W произвольное решение начальной задачи (24), (14) для 
некоторого λ ∈ [0, 1]. Тогда 

L(v) = λKε − λG(v) + (fε, v 0). (27) 

Так как L(0) = 0, то из оценки (18) следует 

lvlk,EC C2lL(v)lk,E∗×H . (28) 
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Аналогично, C(0, Zδ(v)) = 0 и оценка (21) приводит к следующему неравенству 

lC(v, Zδ (v))lk,E∗ = lC(v, Zδ (v)) − C(0, Zδ(v))lk,E∗ µ1 CL 

J
T/(2k) lvlk,E . (29) 

Учитывая оценку (17), из равенства (27) и оценок (28), (29) получаем 

lvlk,EC C(1/ε + µ1 CL 

J
T/(2k) lvlk,E + lfεlk,E∗ + lv 0lH ). 

1Для k достаточно больших, таких что Cµ1CL
J
T/(2k) < и так как lvlk,E lvlk,EC ,2 

получаем 
lvlk,EC 2C (1/ε + lfεlk,E∗ + lv 0lH ). 

Отсюда, учитывая эквивалентность норм l · lk,EC и l · lEC , l · lk,E∗ и l · lE∗ , приходим к 
оценке (25). 

′Чтобы получить оценку (26), выразим v из уравнения (24): 

1′ v = − (A(v) − λKε(v) + λC(v, Zδ (v))− fε). 
ρ

Оценка (26) следует из оценки (25) и ограниченности отображений A, Kε, C в E. 
Теорема доказана. 
Доказательство Теоремы 3. Утверждение о разрешимости начальной задачи (13), 

(14) устанавливается с помощью теории степени для класса A-уплотняющих возмущений 
обратимых отображений (см. [13], [14]). 

Исследование задачи (13), (14) заменим исследованием эквивалентного операторного урав­
нения (15): 

L(v)−Kε(v) +G(v) = (fε, v 0). 

Рассмотрим вспомогательное семейство задач (24), (14) и семейство эквивалентных опера­
торных уравнений 

L(v) − λ(Kε(v)−G(v)) = (fε, v 0). (30) 

В силу теоремы 5 и леммы 1 отображение λ(Kε − G) из W × [0, 1] в E∗ является L ­
уплотняющим относительно меры некомпактности Куратовского γk. Кроме того, из апри­
орных оценок (25), (26) следует, что ни одно из уравнений семейства не имеет решений на 
границе шара BR ⊂ W достаточно большого радиуса R с центром в нуле. Следовательно, 
для каждого λ ∈ [0, 1] определена степень отображения (cм.[13], [14]) 

deg2(L − λ(Kε −G), BR, (fε, v 0)). 

Так как степень отображения сохраняется при изменении λ, то 

deg2(L −Kε + G, BR, (fε, v 0)) = deg2(L, BR, (fε, v 0)). 

Отображение L обратимо, поэтому уравнение L(v) = (f, v0) имеет единственное решение u0 в 
W , и u0 удовлетворяет априорным оценкам (25), (26). Тогда u0 ∈ BR и deg2(L, BR, (fε, v0)) = 
1. Поэтому 

deg2(L −Kε + G, BR, (fε, v 0)) = 1. 

Отличие от нуля степени отображения обеспечивает существование решения операторного 
уравнения (30) при λ = 1 или (15), а, следовательно, существование решения задачи (27) при 
λ = 1 или (13), (14). 

Теорема доказана. 
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6. АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА И СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ 
РЕГУЛЯРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧИ 

В этом разделе мы покажем, что решения аппроксимационных задач (13), (14) сходятся 
при ε → 0 к решению задачи (10), (11) в смысле обобщенной сходимости. 

В силу [4, лемма III.1.1 и лемма III.1.4] функции из W1 слабо непрерывны на [0, T ] со 
значениями в H, поэтому W1 ⊂ E ∩ L∞(0, T ;H). Для функций v ∈ E ∩ L∞(0, T ;H) введем 
норму 

lvlEL = lv(t)lL∞(0,T ;H) + lvlE 

−ktи эквивалентные нормы lvlk,EL = lv̄lEL, где v̄(t) = e v(t), k � 0. 

Теорема 7. Для любого решения v ∈ W задачи (13), (14) с ε > 0 справедливы оценки 

lvlEL C (lf1,εlL1(0,T ;H∗) + lf2lL2(0,T ;V ∗) + lv 0lH ), (31) 

lv ′ lL1(0,T ;V ∗) C (1 + lf1,εlL1(0,T ;H∗) + lf2lL2(0,T ;V ∗) + lv0lH )
2 , (32) 

с константой C, не зависящей от ε. 

Доказательство. Пусть v ∈W решение задачи (13), (14) для некоторого ε > 0. Тогда 

ρv ′ + A(v) −Kε(v) + C(v, Zδ(v)) = f1,ε + f2. 

ktВыполним замену v(t) = e v(t) и умножим уравнение на e−kt, получим 

′ kt ρv + ρkv + A(v)−Kε(v) + C(v, Zδ(e v)) = f 1,ε + f 2, (33) 

−ktKε(e
kt kt −ktC(e ktобозначив Kε(v) = e v), C(v, Zδ (e v)) = e ktv, Zδ (e v)), f1,ε = e−ktf1,ε, f2 = 

e−ktf2. Оператор ρkv определяется равенством (ρkv, h) = ρk(v, h)L2(Ω) для h ∈ V . 
Рассмотрим действие функционалов, стоящих в левой и правой части равенства (33) на 

функцию v : 

1 
ρ
d lv(t)lH 

2 + ρklv(t)l2 = H + (A(v(t)), v(t))− (Kε(v(t)), v(t))
2 dt 

kt = −(C(v, Zδ(e v))(t), v(t)) + (f 1,ε, v(t)) + (f 2, v(t)). 

Известно, что (Kε(v(t)), v(t)) = 0 для всех t ∈ [0, T ] (см. [5]). Поэтому, интегрируя обе части 
равенства по переменной t на отрезке [0, t], получим 

0l21 
ρ lv(t)l2 + ρklvl2 =

1 
ρ lvH L2(0,T ;H) + µ0lvl2 H −L2(0,T ;V )2 2 

t t tj j j
kτ − (C(v, Zδ(e v))(τ), v(τ)) dτ + (f 1,ε(τ), v(τ)) dτ + (f2(τ), v(τ)) dτ. 

0 0 0 

Отсюда и из оценки (21) для u = 0 с помощью неравенства Коши приходим к неравенству 

0l21 
ρ lv(t)l2 + ρklvl2 1 

ρ lv H −H L2(0,T ;H) + µ0lvl2 L2(0,T ;V )2 2 

− µ1 CL 

J
T/(2k)lvl2 · · E + lf 1,εlL1(0,T ;H∗) lvlL∞(0,T ;H) + lf 2lL2(0,T ;V ∗) lvlL2(0,T ;V ). 
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Считая k достаточно большим, так что µ1 CL 
J
T/(2k) < µ0/2, и используя неравенство Ко­

ши, приходим к оценке 

ρ lvl2 + 2 ρklvl2 + µ0lvl2 L∞(0,T ;H) L2(QT ) E 

1 1 2 20l2 ρ lvl2 µ0 lvl2 lf 2l2ρ lv H + L∞(0,T ;H) + E + lf 1,εlL2 1(0,T ;H∗) + L2(0,T ;V ∗). 2 2 ρ µ0 
и далее 

1 1 
µ0lvl2ρ lvl2 + 2 ρklvl2 +L∞(0,T ;H) L2(QT ) E2 2 

0l2ρ lv H +
2 

+
2 lf 2l2 ρ 

lf 1,εl2 µ0 
L2(0,T ;V ∗).L1(0,T ;H∗)

Эта оценка эквивалентна требуемой оценке (31). 
′ ′Выразим v из равенства (13) v = −1 (A(v) −Kε(v) + C(v, Zδ(v)) − fε). Отсюда ρ 

lv ′ lL1(0,T ;V ∗) C (lA(v)lE∗ + lKε(v)lL1 (0,T ;V ∗)+ 

+ lC(v, Zδ (v))lE∗ + lf1,εlL1(0,T ;H∗) + lf2lL2(0,T ;V ∗)) (34) 

Оценим lKε(v)lL1 (0,T ;V ∗) как и в [5]. Для n 4 вложение V ⊂ L4(Ω)
n непрерывно. Тогда для 

u ∈ V по определению K имеем 

lKε(u)lV ∗ ρ max l uiuj 
ρ max Clul2lL2(Ω) luiuj lL2(Ω) L4(Ω)n . 

i,j 1 + ε|u|2 i,j 

Следовательно, lKε(v)lL1 (0,T ;V ∗) C lvl2 . Так как вложение V ⊂ L4(Ω)
n непре­L2 (0,T ;L4(Ω)n)

рывно для, то и вложение E = L2(0, T ;V ) ⊂ L2(0, T ;L4(Ω)
n) также непрерывно. Тогда 

lvlL2 (0,T ;L4(Ω)n) ClvlE и lKε(v)lL1 (0,T ;V ∗) ClvlE 
2 . Эта оценка, ограниченность отоб­

ражений A и C на E и имеющаяся оценка (31) позволяют получить требуемую оценку из 
неравенства (34). Теорема доказана. 

Доказательство Теоремы 2. Выберем произвольную последовательность положитель­
ных чисел {εl}, сходящуюся к нулю. Для каждого числа εl соответствующая задача (13), (14) 
имеет, по крайней мере, одно решение vl ∈W . По предположению (12) 

f1,εl → f1 в L1(0, T ;H ∗ ) при l → ∞. 

Следовательно, lf1,εllL1(0,T ;H∗) ограничены в совокупности. В силу оценки (31) последова­
тельность {vl} ограничена по норме l · lEL. Из оценки (32) следует, что последовательность 

′производных {v } ограничена по норме пространства L1(0, T ;V ∗). Тогда, не уменьшая общно­l

сти рассуждений, будем предполагать, что vl ⇀ v∗ слабо в E; vl ⇀ v∗ ∗-слабо в L∞(0, T ;H); 
∗ ′ vl → v сильно в L2(QT )

n; v ⇀ v′∗ в смысле распределений. l 
Так как линейный оператор слабо непрерывен, то, кроме того, будем предполагать, что 

A(vl)⇀ A(v ∗) слабо в E∗ и E(vl)(s, x)⇀ E(v ∗)(s, x) слабо в L2(QT )
n2 

. 
Покажем, что 

C(vl, Zδ (vl))⇀ C(v ∗ , Zδ(v ∗ )) слабо в E ∗ (35) 

Используя лемму 3, без уменьшения общности будем считать, что 

Zδ(vl) → Zδ(v ∗ ) в норме пространства C([0, T ]× [0, T ], C(Ω)n). (36) 

Пусть h ∈ E произвольная функция. Рассмотрим 

(C(vl, Zδ(vl))− C(v ∗ , Zδ (v ∗ )), h) = 

= (C(vl, Zδ(vl))− C(v ∗ , Zδ(vl)), h) + (C(v ∗ , Zδ (vl))− C(v ∗ , Zδ(v ∗ )), h). 
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Второе слагаемое сходится к нулю в силу предположения (36) и непрерывности отображения 
C по переменной z. В первом слагаемом выполним замену переменной z = Zδ(vl)(s; t, x). При 
этом обратная замена имеет вид x = Zδ(vl)(t; s, z). 

(C(vl, Zδ(vl))− C(v ∗, Zδ(vl)), h) = 

T t

= 
J J J 

L(t, s)[E(vl)(s, Zδ(vl)(s; t, x)) − E(v ∗)(s, Zδ (vl)(s; t, x))] ds · E(h)(t, x) dx dt = 
0 Ω 0 

T t

= 
J J J 

L(t, s)[E(vl)(s, z)− E(v ∗)(s, z)] ds · E(h)(t, Zδ (vl)(t; s, z)) dz dt. 
0 Ω 0 

По предположению первая скобка сходится к нулю слабо в L2(QT )
n2 

. Используя непрерыв­
ность отображения Φ, заданного равенством (19), из доказательства леммы 2 и предполо­
жения (36), получим, что второй сомножитель сходится сильно в L2([0, T ] × [0, T ], L2(Ω)

n2 
). 

Тогда и все выражение сходится к нулю при l → ∞. Это и завершает доказательство (35). 
Для завершения доказательства теоремы осталось напомнить, что в силу леммы 2 из [5] 

Kεl(vl) ⇀ K(v ∗) в смысле распределений, и перейти к пределу в смысле распределений при 
l → ∞ в равенстве 

ρvl 
′ + A(vl)−Kε(vl) + C(vl, Zδ(vl)) = f1,εl + f2. 

∗Получим равенство (10) для функции v ∗. Следовательно, v — решение уравнения (10). Заме­
∗ ′ тим, что так как v ∗ ∈ E, то из равенства (10) следует, что v ∈ E∗, и следовательно, v ∗ ∈ W1.1

Теорема доказана. 
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