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Аннотация. Рассматриваются дисперсионные соотношения для плазменных волн 
в бесстолкновительной плазме и для волн в гравитирующих системах. Соответствую­
щие дисперсионные соотношения отличаются только знаком. Используется кинетическое 
уравнение Больцмана для бесстолкновительных систем. Особое внимание уделяется та­
кому важному явлению в бесстолкновительной плазме, как затухание Ландау. Показы­
вается, что оно математически является следствием соответствующего обхода полюса 
подынтегрального выражения в комплексной плоскости. Физически оно обусловлено ре­
зонансным взаимодействием между плазменной волной и электронами в плазме. 

Ключевые слова: затухание Ландау, бесстолкновительная плазма, гравитирующие 
системы, кинетическое уравнение Больцмана, дисперсионное соотношение. 

DISPERSION RELATIONS
 
FOR PLASMA AND STELLAR SYSTEMS
 
E. I. Kazanchyan, N. P. Stadnaya, A. F. Klinskikh 

Abstract. The dispersion relations for plasma waves in a collisionless plasma and waves 
in the gravitating systems are considered. The corresponding dispersion relations differ only 
in sign. The Boltzmann kinetic equation for collisionless systems is used. Particular attention 
is paid to such an important phenomenon in a collisionless plasma, as the Landau damping. 
It is showed, that it is a mathematical consequence of the corresponding bypass pole of the 
integrand in a complex plane. Physically, it is due to the resonant interaction between the 
plasma wave and the electrons in the plasma. 

Keywords: the Landau damping, a collisionless plasma, gravitating systems, The 
Boltzmann kinetic equation, the dispersion relations. 

ВВЕДЕНИЕ 

Модели, создаваемые для описания одних явлений, зачастую используются и в других 
разделах и теориях. Яркий пример заимствования демонстрируют физика плазмы и физика 
гравитирующих систем. В данной работе речь пойдёт о дисперсионных соотношениях для 
плазменных волн в бесстолкновительной плазме и для волн в гравитирующих системах. 

Дисперсионные соотношения являются следствиями уравнений динамики системы. Для 
нашего случая — это бесстолкновительное уравнение Больцмана. Соотношения для плаз­
мы и звёздных систем имеют схожую структуру, в основе которой лежат свойства интегра­
ла вероятности от комплексного аргумента. Эта схожесть обусловлена тем, что потенциалы 
взаимодействия компонент системы и в том, и в другом случае удовлетворяют уравнению 
Пуассона. 
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ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ ДЛЯ ПЛАЗМЕННЫХ ВОЛН 

Дисперсионные соотношения представляют собой функциональные зависимости частоты 
волны ω от волнового числа k = 2π/λ. В том случае, когда частота (волновое число) являются 
действительными, получают известные соотношения для звуковых и электромагнитных волн 
в конденсированных средах. 

Для плазмы соответствующие дисперсионные соотношения находят из уравнения Власова. 
Фундаментальным результатом является отличие от нуля мнимой части частоты, отражаю­
щее эффект затухания Ландау [1]: 

√ ( 
ωp 

)3 [
1 

]
γ = 0,22 π exp − , (1) 

kvt k2λ0
2 

2 2θгде γ – декремент затухания, ωр – плазменная частота, v = — тепловая скорость (Θ — t m 
температура электронной компоненты плазмы в энергетических единицах, m — масса элек­
трона), λD — дебаевский радиус. 

Однако зависимость действительной части от частоты и, собственно, удобное для анализа 
дисперсионное соотношение получают с использованием дисперсионной функции [2], [6]: 

1 
( 
ω 

)
′ k2λ2 = Z , (2) D 2 v1k 

iζ 
где Z ′ (ζ) = 2i exp 

(
−ζ2

) 
exp(−x 2) dx — дисперсионная функция [6]. Комплексную частоту 

−∞ 

ω можно записать в виде ω = ω ′ + iω ′′ . 
Детальный анализ формулы (2) при различных значениях параметров, характеризующих 

плазму, представляет интерес и является целью данной работы. Следует отметить, что та­
кое же выражение, с точностью до знака, встречается в динамике звёздных систем, которое 
следует из анализа кинетического бесстолкновительного уравнения Больцмана. 

МЕТОД ЛАНДАУ 

Вычисление мнимой части частоты в (2) для плазмы с максвелловским распределением 
скоростей в пределе бесконечно малого затухания Ландау применил метод интегрирования в 
комплексной плоскости [2]. В этом случае рассмотрение адиабатически возрастающего поля 
даёт путь обхода полюса подынтегрального выражения в комплексной плоскости v снизу 
(рис. 1) [2]. 

СЛУЧАЙ КОНЕЧНЫХ ЗАТУХАНИЙ 

В случае конечных затуханий необходимо использовать точное выражение (2). Интерес 
при этом представляют частотные зависимости действительной и мнимой частей функции 

′ Z . 
Используя уравнение Власова совместно с уравнением Пуассона в пределе малости воз­

мущения можно получить дисперсионное соотношение следующего вида: 

∞
ωp 
2  ∂f0(vx) dvx

1 = , (3) 
k2 ∂vx vx − ω/k 

−∞ 
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Рис. 1. Обход полюса подынтегрального выражения в плоскости комплексной переменной v 

где ωp — плазменная частота, k — волновое число, vx — проекция скорости электронов в 
направлении оси Ox (рассматривается одномерный случай), f0(vx) — функция распределения 
по скоростям для невозмущённой системы. Выражение (1) даёт в неявном виде зависимость 
частоты от волнового числа, т.е. закон дисперсии. Он имеет вид f (ω, k;ωp, λp, λD, vt) = 0, 
где ωp — плазменная частота, λD — дебаевский радиус, vτ — тепловая скорость электронов, 
являются параметрами плазмы, а ω и k — переменные. 

Подробный вывод соотношения (2) дан в [6]. 

Рис. 2. График действительной и мнимой частей функции Z’ при постоянной мнимой ча­
сти ω ′′ = −1,97× 108с−1 , vt = 6.74 × 106 см , kλD = 0.3

с 
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а)
 

б) 

′Рис. 3. Графики действительной части функций 2
1Z и k2λn 

2 при ω ′′ = −1,97 × 108с−1 , vt = 
6.74 × 106 см , в зависимости от k, а) при ω ′ = 108с−1, б) при ω ′ = 1010с−1 .

с 
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Если рассматривать только небольшие затухания, то после обхода полюса получим из 
выражения (1) следующее соотношение: 

 
∞ 

 

∂- dv ∂ -p f0(v) f0(v)
1 = 

ω2 
+ iπ  (4) P  . 

k ∂v v − ω/k ∂v

      
v=−∞ ω 

k 

Если невозмущённая функция распределения -f0(v) максвелловская, то для декремента зату­
хания получим формулу: 

√ ( 
ωp 

)3 [
1 

]
γ = 0,22 π exp − , (5) 

kvt k2λD 
2 

2 2θгде v = . Выражение (2) является более общим, т.к. оно справедливо для любых конечных t m 
ω ′′, а выражение (4) получается в пределе малости затухания. Математически затухание яв­
ляется следствием соответствующего анализа интеграла функции комплексной переменной, 
т.е. обхода полюса подынтегрального выражения снизу, даже если полюс лежит в нижней 
полуплоскости [2]. Как видно из формулы (4) диссипация возникает от электронов, скорости 
которых в направлении распространения электрической волны совпадают с фазовой скоро­
стью волны, т.е. это резонансный процесс. По отношению к этим электронам поле стацио­
нарно и поэтому оно может производить над электронами работу, не обращающуюся в нуль 
при усреднении по времени. Если больше электронов со скоростями, меньшим фазовой, то 
будет затухание волны, в противном случае получится неустойчивость. Очевидно, что в слу­
чае максвелловского распределения преобладают частицы с меньшими скоростями, отсюда 
и затухание. 

Таблица 1. Значения декремента затухания γ, вычисленные по формулам (2) и (4) при 
различных значениях волнового числа k. 

k, 
см−1 

γ по формуле (2), 
108с−1 

γ по формуле (4), 
108с−1 

9,07 2,64487 2,50572 
9,08 2,64488 2,59860 
9,09 2,64490 2,69459 
9,1 2,64491 2,79376 

ДИСПЕРСИОНННОЕ СООТНОШЕНИЕ ДЛЯ ЗВЁЗДНЫХ СИСТЕМ 

Метод кинетического уравнения применим для описания любых систем, достаточно разре­
женных и состоящих из большого количества частиц. Примером такой системы может быть 
так же галактика либо звёздное скопление. Причём частицы, из которых состоят эти систе­
мы - это звёзды. Столкновения практически отсутствуют, поэтому это бесстолкновительные 
системы. Компоненты системы взаимодействуют гравитационно, т.е. потенциал взаимодей­
ствия удовлетворяет уравнению Пуассона. Полностью по аналогии с плазмой можно получить 
дисперсионное соотношение для звёздного скопления [3]. Оно будет иметь вид: 

∞ 

1 = − 4πGmn0 
k2 

∂ -f0(vx) 
∂vx vx 

dvx 

− ω/k 
, (6) 

−∞ 

где G — гравитационная постоянная, m — масса средней звезды в скоплении, n0 — концен­
трация звёзд в скоплении. Знак минус обусловлен тем, что в отличие от плазмы, в которой 
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взаимодействие электронов носит характер отталкивания, в звёздных системах компоненты 
(звёзды) испытывают притяжение. Аналогом квадрата плазменной частоты для гравитаци­
онных систем выступает выражение 4πGmn0 = ω2. Исходя из схожести соотношений (1) иg 
(5) можно предположить, что в случае со звёздами должна быть неустойчивость волн, т.к. 
дисперсионное соотношение отличается знаком от такового для плазмы. Данная неустойчи­
вость называется неустойчивостью Джинса. Она является одним из механизмов возникнове­
ния спиральных волн плотности в спиральных галактиках. Более подробно о формировании 
спиральных волн плотности в [7]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Получено дисперсионное уравнение, анализ которого позволяет найти декремент зату­
хания при произвольном значении мнимой части ω ′′. Метод Ландау справедлив только для 
бесконечно малого затухания. Учёт конечной величины мнимой части частоты является важ­
ным при анализе затухания волн. Получены зависимости действительной и мнимой частей 
функции Z’(ζ) при разных значениях параметров, характеризующих плазму. Для анализа 
неустойчивости Джинса в динамике звёздных систем используется аналогия с затуханием 
Ландау в плазме. Дисперсионное уравнение с точностью до знака совпадает с таковым плаз­
ме. Условия затухания Ландау фактически приводят к неустойчивости Джинса в динамике 
гравитирующих систем. 
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