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Аннотация. Матричные уравнения Ляпунова используются в теории устойчивости 
движения, а также при решении дифференциальных уравнений Риккати. Если структу
ра общего решения однородной части уравнения Ляпунова хорошо изучена, то решение 
неоднородного уравнения Ляпунова достаточно громоздко. Ранее были предложены усло
вия разрешимости, а также схема построения частного решения неоднородного уравнения 
Ляпунова на основе псевдообращения оператора L, соответствующего однородной части 
уравнения Ляпунова. Нами предложена формула построения частного решения неодно
родного уравнения Ляпунова с использованием базиса образа оператора L∗, сопряженного 
оператору L. 

Ключевые слова: матричные уравнения Ляпунова, матричное уравнение Риккати, 
псевдообращение оператора. 

THE SOLUTION OF THE LYAPUNOV MATRIX EQUATION 
S. M. Chuiko 

Abstract. Lyapunov matrix equations widely used in the theory of stability of motion, 
as well as the solution of differential Riccati equations. If the structure of the general 
solution of the homogeneous part of the Lyapunov equation is well studied, the solution 
of the inhomogeneous Lyapunov equation is quite cumbersome. Earlier proposed solvability 
conditions, as well as a scheme for constructing a particular solution of the inhomogeneous 
equation Lyapunov based pseudoinverse of operator L, corresponding to the homogeneous 
part of the Lyapunov equation. We have proposed a formula for constructing a particular 
solution of the nonhomogeneous Lyapunov equation using the basis of the image of L∗, the 
conjugate operator L. 

Keywords: Lyapunov matrix equation, Riccati matrix equation, pseudoinverse operator. 

ВВЕДЕНИЕ 

Исследуем задачу о построении решения C ∈ Rn×n матричного уравнения [1], [2], [3], [4], 
[5] 

QC = CR + B . (1) 

Здесь Q, R, B ∈ Rn×n — данные (n ×n)− матрицы. Как известно, общее решение уравнения 
(1) является суммой 

C = Φ[Q, R] + Ψ[B] 

общего решения Φ[Q, R] однородного уравнения 

QC = CR (2) 
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и произвольного частного решения Ψ[B] уравнения (1). Для построения общего решения 
Φ[Q, R] однородной части (2) матричного уравнения (1) приведем матрицы Q и R неособен
ными (detSQ  0) и (detSR = 0) преобразованиями подобия к нормальным жордановым =  
формам: 

S−1	 S−1Q = SQ · JQ · Q , R = SR · JR · R . 

Задача о построении общего решения Φ[Q, R] однородного уравнения (2) заменой переменной 
C = S−1 · C · SR приводится к уравнению [1] JQCc = CJR. Обозначим элементарные делители c

Q	 
c

матрицы Q : 

(λ − λ2)
p2 )pu(λ − λ1)

p1 , , . . . (λ − λu , λ1 + λ2 + . . . + λu = n, 

а также элементарные делители матрицы R : 

(λ − µ1)
q1 , (λ − µ2)

q2 , . . . (λ − µv)
qv , µ1 + µ2 + . . . + µv = n. 

∈ Rpα×qβВ дальнейшем будем говорить, что матрица Θαβ имеет правильную верхнюю тре
угольную форму, если при pα < qβ : Θαβ = (O Tpα) и при pα > qβ : 

� 
Tqβ 

� 

Θαβ = ;
O 

здесь Tpα ∈ Rpα×pα — матрица вида 

	 
θ1 θ2 . . . θpα−1 

 

0 θ1 . . . θpα−2Tpα = 
	 

,
. . . . . . . . . . . . . 

	  

0 0 . . . θ1 

θ1, θ2, . . . θpα−1 ∈ R — произвольные константы, а также 

	 
θ1 θ2 . . . θqβ−1 

 

0 θ1 . . . θqβ−2Tqβ = 
	 

,
. . . . . . . . . . . . . 

	  

0 0 . . . θ1 

θ1, θ2, . . . θqβ−1 ∈ R — произвольные константы. Нормальные жордановы формы JQ и JR, а 
следовательно, и неизвестная матрица 

Cc = 
(
Ccαβ

) 
, α = 1, 2, . . . u, β = 1, 2, . . . v 

имеют квазидиагональный вид, при этом Ccαβ = Θαβ при α = Cαβ = O при α  β. Таким β и c = 
образом, [1], [5] ) 

S−1C = SQ · 
(
Ccαβ · R . 

Обозначая Ξi, i = 1, 2, . . . p частные решения однородного уравнения (2), приходим к 
следующему утверждению [5]. 

Лемма. Общее решение однородного уравнения (2) представимо в виде 

p

Φ[Q, R] = 
р 

θiΞi;	 (3) 
i=1 

здесь, θ1, θ2, . . . θp ∈ R — произвольные константы. 
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При условии σ(Q)∩σ(R) = ∅ однородная часть (2) матричного уравнения (1) имеет нену
левые решения вида (3), при этом однородное матричное уравнение Q∗C = CR∗ , сопряженное 
уравнению (2), имеет ненулевые решения вида 

Φ[Q ∗ , R ∗ ] = SQ∗ · 
�
Čαβ

� 
· S−1 .R∗ 

Задача о построении общего решения матричного уравнения (1) заменой переменной 

S−1 cC = Q · C · SR 

приводится к уравнению 
JQ cC = cCJR + B; (4) 

здесь 
B := S−1 

Q · B · SR ∈ Rn×n . 

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Как известно [5], уравнение (4) разрешимо тогда и только тогда, когда 

PL∗B = 0. (5) 

Здесь PL∗ — ортопроектор оператора, сопряженного фредгольмовому оператору [5], [8] 
LC : JQ c CJR Rn×n → Rn×n . По определению ортопроектор PL∗ удовлетворяет услоC − c : 
виям [8] L∗PL∗ = 0, P 2 = PL∗ , P ∗ = PL∗ . Предположим условие (5) выполненным, при L∗ L∗ 

этом уравнение (4) разрешимо. Обозначим Θi, i = 1, 2, . . . , n2 базис области определения 
оператора L. В силу очевидного равенства CJR = B частное решение Ψ[B] уравнения JQCc − c
(4) следует искать в области определения оператора L, следовательно 

2n
2Ψ[B] = 

р 
ciΘi, ci ∈ R, i = 1, 2, . . . n . 

i=1 

Поскольку часть векторов базиса области определения оператора L принадлежит нуль
пространству N(L) := kerL оператора L, постольку приходим к уравнению относительно 
q := n2 − dimkerL неизвестных ci ∈ R : 

q q

LΨ[B] := JQ 

р 
ciΘi −

р 
ciΘi JR = B. (6) 

i=1 i=1 

Здесь Θi, i = 1, 2, . . . q — матрицы из базиса области определения оператора L, для которых 
LΘi = 0. Для оператора L имеет место разложение [5], [8] 

R
n×n = R(L ∗ )⊕ N(L), 

следовательно, любой вектор Θi, i = 1, 2, . . . q из базиса области определения оператора L, 
для которого LΘi = 0 принадлежит образу R(L∗). Определим оператор 

M[B] : Rn×n → Rn2 
, 

как оператор, который ставит в соответствие матрице B ∈ Rn×n вектор-столбец M[B] ∈ Rn2 
, 

составленный из n столбцов матрицы B. Обозначим матрицу 
[ ] [ ] 

2×qML Θ1, Θ2 . . . Θq := M[LΘ1] M[LΘ2] . . . M[LΘq] ∈ Rn . 
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В новых обозначениях уравнение (6) равносильно следующему 
[ ]

ML Θ1, Θ2 . . . Θq c = M[B], c ∈ Rq. (7) 

При условии (5) уравнение (7), а следовательно, и уравнение (6), разрешимы по меньшей 
мере одним способом [8] [ ]

č := ML+ Θ1, Θ2 . . . Θq M[B]. 
[ ]

Здесь ML+ Θ1, Θ2 . . . Θq — псевдообратная по Муру – Пенроузу матрица [1], [8]. Итак, 

находим частное решение уравнения (4): 

q

Ψ[B] = 
р 

čiΘi, či ∈ R, i = 1, 2, . . . q, 
i=1 

S−1при этом частное решение уравнения (1) имеет вид Ψ[B] = SQ · Ψ[B] · . Таким образом R 
доказано следующее утверждение. 

Теорема. Для разрешимости уравнения (1) необходимо и достаточно выполнения усло
вия (5). При выполнении условия (5) общее решение уравнения (1) является суммой 

C = Φ[Q, R] + Ψ[B] 

общего решения 
S−1Φ[Q, R] = SQ · Φ[JQ, JR] · R 

однородной части (2) матричного уравнения (1) и частного решения 

S−1Ψ[B] = SQ · Ψ[B] · , B := S−1 · B · SRR Q 

уравнения (1). Здесь SQ и SR невырожденные матрицы, преобразующие матрицы Q и R к 
нормальным жордановым формам: 

S−1 S−1Q = SQ · JQ · Q , R = SR · JR · R , 

q

Ψ[B] = 
р 

čiΘi, č := ML+

[
Θ1, Θ2 . . . Θq

]
M[B], 

i=1 

{Θi}q — базис образа R(L∗) фредгольмового оператора L∗ , соряженного оператору L :i=1 

L ∗ C : JQ
∗ C − CJ R 

∗ : Rn×n → Rn×n . 

Предложенная формула частного решения Ψ[B] уравнения (1) существенно отличается 
от конструкции частного решения в виде псевдообратного оператора L+ , использованного в 
статье [5]. 

Пример 1. Неднородное матричное уравнение 

QC = CR +B (8) 

разрешимо при  
0 0 0 

  
−1 0 0 

 

Q = −1 1 0  , R = −1 0 0  ,  

1 −1 2 0 0 −2 
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B =
 



 

0 0 0
 
1 0 0
 



,
 

1 0 2 

Приведем матрицу Q неособенным 

SQ =
 



 

0 0 1
 
1 0 1
 



,
 SQ−1 =
 



 

−1 1 0
 
1 −1 1
 



 

1 1 0 1 0 0 

преобразованием подобия к нормальной жордановой форме 

JQ =
 



 

1 0 0
 
0 2 0
 



.
 

0 0 0 

Аналогично приведем матрицу R неособенным 

SR =
 



 

1 0 0
 
1 0 1
 



,
 SR−1 =
 



 



 

1 0 0
 
0 0 1
 

0 1 0 −1 1 0 

преобразованием подобия к нормальной жордановой форме 

JR =
 



 

−1 0 0
 
0 −2 0
 



,
 

0 0 0 

при этом 
Φ[JQ, JR] = Φ[JQ

∗ , J R
∗ ] = Π c1, c1 ∈ R1; 

здесь
 

Для матрицы
 



 





0 0 0
 
0 0 0
Π
 :=
 .
 
0 0 1
 



 



 

1 0 0
 
0 2 0
B
 =
 
0 0 0 

условие (5) выполнено: 
PL∗B = ΠB ∗ Π = 0. 

Базис образа R(L∗) оператора L∗ составляют матрицы 

Θ1 =
 



 

1 0 0
 
0 0 0
 



, . . . ,
 Θ8 =
 



 





0 0 0
 
0 0 0
 ,
 

0 0 0 0 1 0 

при этом 
M[B] = 1 0 0 0 2 0 0 0 0 , 

следовательно 


 





1 0 0

1 1∗ č = 1 0 0 0 1 0 0 0 0 , Ψ[B] = 0 1 0
 .
 
2
 2
 

0 0 0
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Таким образом, общее решение уравнения (8) является суммой 

C = Φ[Q, R] + Ψ[B], 

где  
0 0 0 

 
1 

1 0 0Φ[Q, R] = SQ · Φ[JQ, JR] · , Ψ[B] = R 
 .S−1 

2 
 

1 0 1 

При условии σ(Q) ∩ σ(R) = ∅ однородная часть (2) матричного уравнения (1) имеет 
только нулевое решение. В этом случае частное решение Ψ[B] уравнения (4) следует искать, 

Rn×nкак линейную комбинацию матриц из образа R(L∗) = , dimR(L∗) = n2 оператора L, 
следовательно 

2 

Ψ[B] = 

nр 
ciΘi, ci ∈ R, i = 1, 2, . . . n 2 . 

i=1 

Здесь  
1 0 . . . 0 

  
0 0 . . . 0 

 

Ξ1 = 
 

0 
. . . 

0 
. . . 

. . . 

. . . 
0 
. . . 

 , . . . , Ξn2 = 
 

0 
. . . 

0 
. . . 

. . . 

. . . 
0 
. . . 

 . 

0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 

Обозначим матрицу 
[ ] [ ] 

2 2×nML Θ1, Θ2 . . . Θ 2 := M[LΘ1] M[LΘ2] . . . M[LΘ 2 ] ∈ Rn .n n

Уравнение (7), а следовательно, и уравнение (6), разрешимы по меньшей мере одним способом 
[8] [ ]

č := ML+ Θ1, Θ2 . . . Θn2 M[B]. 

Итак, в случае σ(Q) ∩ σ(R) = ∅, находим частное решение уравнения (4): 

2n
2Ψ[B] = 

р 
čiΘi, či ∈ R, i = 1, 2, . . . n , 

i=1 

S−1при этом частное решение уравнения (1) имеет вид Ψ[B] = SQ · Ψ[B] · . Таким образом R 
доказано следующее утверждение. 

Следствие. В случае σ(Q) ∩ σ(R) = ∅ уравнение (1) однозначно разрешимо при любой 
неоднородности B ∈ Rn×n , при этом решение имеет вид 

S−1C = Ψ[B] = SQ · Ψ[B] · , B := S−1 · B · SR.R Q 

уравнения (1). Здесь SQ и SR невырожденные матрицы, преобразующие матрицы Q и R к 
нормальным жордановым формам: 

q [ ]
Q = SQ · JQ · S−1 , R = SR · JR · S−1 , Ψ[B] = 

р 
čiΘi, č := ML+ Θ1, Θ2 . . . Θn2 M[B],Q R 

i=1 

{Θi}n
2 

— базис образа R(L∗) фредгольмового оператора L∗ :i=1 

L ∗ C : JQ
∗ C − CJ R 

∗ : Rn×n → Rn×n . 
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Пример 2. Неднородное матричное уравнение (1) однозначно разрешимо при 

1 0 0
 −2 0 1
 0 0 1 
Q =
 −1 2 1
 ,
 R =
 0 −3 0
 ,
 B
 =
 1 −2 −1
 .
 



 







 







 





−2 0 3 0 0 −1 1 0 0 

Приведем матрицу Q неособенным 

SQ =
 



 

1 0 0
 
0 1 1
 



,
 SQ−1 =
 



 

1 0 0
 
1 1 −1
 



 

1 0 1 −1 0 1 

преобразованием подобия к нормальной жордановой форме 

JQ =
 



 

1 0 0
 
0 2 0
 



.
 

0 0 3 

Аналогично приведем матрицу R9 неособенным 

SR =
 



 

1 0 1
 
0 −1 0
 



,
 SR−1 =
 



 



 

0 0 1
 
0 −1 0
 

1 0 0 1 0 −1 

преобразованием подобия к нормальной жордановой форме 

JR =
 



 

−1 0 0
 
0 −3 0
 



.
 

0 0 −2 

Поскольку 

σ(Q) ∩ σ(R9) = ∅, 

постольку уравнение (1) однозначно разрешимо. Положим 

Ξ1 =
 



 

1 0 0
 
0 0 0
 



, . . . ,
 Ξ9 =
 



 

0 0 0
 
0 0 0
 



,
 

0 0 0 0 0 1 

при этом 







2 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 3 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 4 0 0 
0 4 0 0 0 0 0 0 0 









ML


[


Θ1, Θ2 . . . Θn2

]


=
 
 0 0 0 0 5 0 0 0 0
 
,
 
 0 0 0 0 0 0 0 6 0 
0 0 3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 4 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 5 






 
 

кроме того 

M ∗ [B] = 0 0 0 0 2 0 0 0 1 . 
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При этом уравнение (6), а следовательно, и уравнение (7), однозначно разрешимы 


 
1
2 
0 
0 
 

0 
 [ ]

Θ1, Θ2 . . . Θ 2n M[B] =
 



2
5č := ML+ .
 
0
 
0
 
0
 

 

 
1
5 

Таким образом,   
 

1
2

1
20 0
 0 0


2
5

1
5

2
5

1
5Ψ[B]
 =
 
 Ψ[B] = ,   .
0
 0
 −
 −


1
5 

1
5

30 0
 0
 10 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложенная формула частного решения Ψ[B] уравнения (1) конструктивна и может 
быть использована в теории устойчивости движения [3], а также при решении матричных 
дифференциальных уравнений Риккати и Бернулли [6], [7]. В заключение считаю своим дол
гом высказать благодарность рецензенту за ценные и глубокие замечания по поводу рукописи 
данной статьи. 
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