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Аннотация. В работе изучаются медленно меняющиеся и периодические на беско­
нечности функции. Такие функции естественным образом возникают как ограниченные 
решения некоторых классов разностных и дифференциальных уравнений. Основные ре­
зультаты статьи связаны с гармоническим анализом периодических на бесконечности 
функций. Вводится понятие обобщенного ряда Фурье, коэффициенты которого являются 
медленно меняющимися на бесконечности функциями (не обязательно постоянными). С 
использованием банаховых пределов описан спектр (пространство максимальных идеа­
лов) банаховых алгебр медленно меняющихся и периодических на бесконечности функ­
ций. 

Основные результаты статьи получены с привлечением спектральной теории изомет­
рических представлений (банаховых модулей над групповыми алгебрами). 

Ключевые слова: банахово пространство, банахова алгебра, медленно меняющиеся 
на бесконечности функции, периодические на бесконечности функции, ряд Фурье, банахов 
предел, спектр алгебры. 
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Abstract. In the paper slowly varying and periodic at infinity functions are studied. Such 
functions naturally arise as bounded solutions of some classes of difference and differential 
equations. The main results are connected with harmonic analysis of periodic at infinity 
functions. The concept of generalized Fourier series which coefficients are slowly varying at 
infifity functions (not obligatory constants) is introduced. With the use of Banach limits the 
spectra (the space of maximal ideals) of Banach algebras of slowly varying and periodic at 
infinity functions are described. 

The main results of the paper are derived with the use of isometric representations spectral 
theory (Banach modules over group algebras). 
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Пусть X – комплексное банахово пространство, End X – банахова алгебра линейных огра­
ниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X. Пусть J – один из промежутков 
R+ = [0, ∞), R = (−∞, ∞). Символом Cb = Cb(J,X) обозначим банахово пространство 
непрерывных и ограниченных на J функций с нормой lxl∞ = sup lx(t)lX , Cb,u = Cb,u(J,X) 

t∈J 
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– замкнутое подпространство равномерно непрерывных функций из Cb, C0 = C0(J,X) – за­
мкнутое подпространство стремящихся к 0 на бесконечности функций. 

В банаховом пространстве Cb,u(J,X) рассмотрим полугруппу S : J → End Cb,u операторов, 
действующих по правилу 

(S(t)x)(τ) = x(t + τ), t, τ ∈ J. (1) 

Отметим, что S – группа операторов, если J = R.
 
Определение 1. Функция x ∈ Cb,u(J,X) называется медленно меняющейся на бесконечно­
сти, если (S(t)x − x) ∈ C0(J,X) для любого t ∈ J.
 

Медленно меняющиеся на бесконечности функции из пространства Cb,u(R, C) и их свой­
ства рассматриваются в [1]. В [2] аналогичное определение дается для равномерно непрерыв­
ных ограниченных функций, определенных на произвольной локально компактной абелевой 
группе. 
Определение 2. Функция x ∈ Cb,u(J,X) называется периодической на бесконечности пери­
ода ω > 0 (ω−периодической на бесконечности), если (S(ω)x − x) ∈ C0(J,X) или, что экви­
валентно, lim lx(t + ω)− x(t)lX = 0. 

|t|→∞ 
Периодические на бесконечности функции, определенные на Rn , рассматривались в [3], 

[4]. В статье [5] было дано определение почти периодической на бесконечности функции. 
Множество медленно меняющихся на бесконечности функций обозначим символом Csl,∞ = 

Csl,∞(J,X), а множество ω-периодических на бесконечности функций – символом Cω,∞ = 
Cω,∞(J,X). Оба множества образуют линейные замкнутые подпространства из банахова про­
странства Cb,u(J,X), инвариантные относительно операторов S(t), t ∈ J. Если X = C, то в 
обозначениях рассматриваемых функциональных пространств опускается символ X, напри­
мер, Cω,∞(J) обозначает пространство Cω,∞(J, C). 

Если X – банахова алгебра, то все введенные в рассмотрение функциональные про­
странства являются банаховыми алгебрами (с операцией поточечного умножения (xy)(t) = 
x(t)y(t), t ∈ J, для функций x, y из рассматриваемого пространства). Каждая из таких алгебр 
коммутативна, если коммутативна алгебра X, и является C∗−алгеброй, еслиX – C∗−алгебра. 
В частности, коммутативными C∗−алгебрами являются алгебры Csl,∞(J) и Cω,∞(J). 
Определение 3. Каноническим рядом Фурье функции x ∈ Cω,∞(J,X) будем называть ряд 
вида 

i 2πn t
� 

xn(t)e ω , t ∈ J, 
n∈Z 

где функции xn : J → X, n ∈ Z, определяются формулами 

ω
1 
 

−i 2πn 

xn(t) = x(t + τ)e ω 
(t+τ )dτ, t ∈ J, n ∈ Z, (2) 

ω 
0 

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x. 
ω

−i 2πn 1Ясно, что если x ∈ Cω(R,X), то xk(t) ≡ xk = 
w 
x(τ)e ω 

τ dτ, τ ∈ R, k ∈ Z, – обычные ω 
0 

коэффициенты Фурье функции x.
 
Определение 4. Обобщенным рядом Фурье функции x ∈ Cω,∞(J,X) называется любой
 

i 2πn tряд вида 
L 

yn(t)e ω , t ∈ J, где yn, n ∈ Z, – такие функции из Cb,u(J,X), для которых 
n∈Z 

yn − xn ∈ C0(J,X), n ∈ Z, а функции xn, n ∈ Z, определяются формулой (2). 
Отметим, что канонические коэффициенты Фурье xn, n ∈ Z, (определенные формулой (2)) 

являются медленно меняющимися на бесконечности функциями, т.е. xn ∈ Csl,∞(J,X), n ∈ Z 
(см. [6]). 

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 3 162 



�

Спектры алгебр медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций. . .
 

Из этого факта и определения 4 следует, что коэффициенты любого обобщенного ряда 
Фурье обладают свойством: yn ∈ Csl,∞(J,X), n ∈ Z. 

Далее введем определение банахова предела на абстрактной коммутативной C∗−алгебре 
с единицей. Пусть U – коммутативная C∗−алгебра. 
Определение 5. Характер ξ алгебры U – это такой ненулевой линейный функционал ξ ∈ U∗ , 
что ξ(ab) = ξ(a)ξ(b) при всех a, b ∈ U . Спектром алгебры U называется множество Spec U 
всех ее характеров. 

Рассмотрим коммутативную C∗−алгебру U с единицей e, на которой задано изометриче­
ское представление T : R+ → End U , обладающее свойствами: 

1) lT (t)l = 1; 
2) T (t)(xy) = (T (t)x) (T (t)y) для всех x, y ∈ U , 

т.е. представление T образует полугруппу гомоморфизмов алгебры U . 
Определение 6. Линейный функционал B на инвариантной относительно полугруппы T 
алгебре U с единицей e называется банаховым пределом на U , если выполнены следующие 
условия: 

1) B(e) = 1, 
2) lBl = 1, 
3) B(T (t)x) = B(x), t ; 0, x ∈ U . 
Множество банаховых пределов алгебры U будем обозначать BL(U). 
Отметим работы [7], [8], где банаховы пределы рассматривались на пространстве последо­

вательностей l∞. 
Далее символом K обозначим одно из полей R, C. В качестве коммутативной C∗−алгебры 

U возьмем алгебру Csl,∞(R+, K). Роль единицы в ней играет функция e ∈ Csl,∞(R+, K), 
e(t) ≡ 1, t ; 0. В качестве представления T на алгебре Csl,∞(R+, K) возьмем стандартную 
полугруппу сдвигов, задаваемую формулой (1). 
Лемма 1. Каждый банахов предел на алгебре Csl,∞(R+, K) является характером этой ал­
гебры. 

Для каждого τ ; 0 рассмотрим функционал ξτ ∈ Cb,u(R+, K)∗ , действующий по правилу 

ξτ (x) = x(τ), τ ; 0. (3) 

Далее для каждого τ ; 0 введем множества Aτ = {ξt; t ∈ [τ ; +∞)}. 
Введем обозначение B0 = 

� 
Aτ . 

τ ;0 

Лемма 2. Справедливо равенство B0 = BL(Csl,∞(R+, K)). 
В итоге получен следующий результат о спектре алгебры медленно меняющихся на беско­

нечности функций: 
Теорема 1. Спектр алгебры Csl,∞(R+, K) представим в виде B0 

�{ξτ ; τ ; 0}, где функцио­
налы ξτ , τ ; 0, определяются формулой (3). 

Далее перейдем к исследованию спектра алгебры Cω,∞(R+, K). 
Символом Aω(R+, K) обозначена подалгебра функций из Cω(R+, K) с абсолютно сходя­

щимся рядом Фурье, а символом Aω,∞(R+, K) обозначена подалгебра функций из Cω,∞(R+, K) 
с абсолютно сходящимся рядом Фурье. 

Пусть ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+, C)). По нему построим отображение Tξ0 : Aω,∞(R+, C) → 
Aω(R+, C), положив для каждого x ∈ Aω,∞(R+, C) 

∞ 
(Tξ0 (x))(γ) = ξ0(xk)γ

k , x ∈ Aω,∞(R+, C), γ ∈ T, 
k=−∞ 

где xk, k ∈ Z, - канонические коэффициенты Фурье функции x, определяемые по формуле 
(2). 
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Лемма 3. Отображение Tξ0 , ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+, C)), является гомоморфизмом алгебры 
Aω,∞(R+, C) в алгебру Aω(R+, C) и обладает следующими свойствами: 

1. Tξ0 (e) = e; 

2. для любой вещественной функции x ∈ Aω,∞(R+, R) для всех γ ∈ T выполнено условие 
(Tξ0 (x))(γ) ∈ R; 

3. |(Tξ0 (x))(γ)| � lxl∞, γ ∈ T, для любой функции x ∈ Aω,∞(R+, C). 

Зафиксируем γ0 ∈ T и рассмотрим характер Tξ0,γ0 : Aω,∞(R+, C) → C, действующий по 
правилу 

Tξ0,γ0 (x) = (Tξ0 (x))(γ0), x ∈ Aω,∞(R+, C). (4) 

Отметим, что подалгебра Aω,∞(R+, C) плотна в Cω,∞(R+, C), а Cω,∞(R+, C) - есть C∗ ­
алгебра и для гомоморфизма Tξ0 выполняется свойство (3) леммы 3 (а значит, для характера 
Tξ0,γ0 выполняется свойство |Tξ0,γ0 (x)| � lxl∞, γ0 ∈ T). Поэтому характеры Tξ0,γ0 допускают 
расширение на все пространство Cω,∞(R+, C). Это расширение мы также будем обозначать 
через Tξ0,γ0 : Cω,∞(R+, C) → C. 
Теорема 2. Спектр алгебры Cω,∞(R+, C) совпадает с множеством 
M = {Tξ0,γ0 ; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+, C))}

�
{ξτ ; τ ; 0}, где функционалы ξτ , τ ; 0, опреде­

ляются формулой (3), а функционалы Tξ0,γ0 – формулой (4). 

Поскольку Tξ0,γ0 (x) ∈ R для любой функции x ∈ Cω,∞(R+, R), то его сужение Pξ0,γ0 (x) 
на алгебру Cω,∞(R+, R) также является банаховым пределом и характером этой алгебры. 
Аналогично, поскольку ξτ (x) ∈ R, τ ; 0, для любой функции x ∈ Cω,∞(R+, R), то его суже­
ние ξτ,0, τ ; 0, на алгебру Cω,∞(R+, R) также является характером этой алгебры. Отсюда 
получаем описание спектра соответствующей алгебры: 
Теорема 3. Спектр алгебры Cω,∞(R+, R) совпадает с множеством функционалов 
{Pξ0,γ0 ; γ0 ∈ T, ξ0 ∈ BL(Csl,∞(R+, R))}

�{ξτ,0; τ ; 0}. 
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