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Аннотация. Для векторов из банаховых L1(R)-модулей изучены два определения 
спектра векторов, доказаны некоторые избранные свойства рассмотренных спектров. Ос­
новным результатом статьи является доказательство эквивалентности исследованных 
спектров векторов из банаховых L1(R)-модулей. В работе вводится определение свой­
ства однозначного распространения для замкнутого оператора. Для генератора сильно 
непрерывного изометрического представления обосновывается обладание свойством од­
нозначного распространения и дается понятие локального спектра векторов. Исследуемое 
определение спектра Карлемана вектора введено на основе спектра Карлемана орбиты 
вектора из банахова L1(R)-модуля. 

Ключевые слова: локальный спектр векторов, спектр Карлемана векторов, банахов 
L1(R)-модуль. 

ABOUT CONCEPTS OF LOCAL AND CARLEMAN SPECTRA
 
OF VECTORS
 
V. E. Strukov
 

Abstract. Two definitions of spectrum of vectors from Banach L1(R)-modules are studied 
and several chosen properties are proved for spectra under consideration. The proof of 
equivalence of investigated spectra of vectors from Banach L1(R)-modules appears to be main 
result of the article. A single-value analytic extension property is introduced for a closed 
operator. A generator of a strongly continuous isometric representation is shown to possess 
the single-value analytic extension property and is used for giving a notion of vectors’ local 
spectrum. Carleman spectrum definition under investigation is given according to the Carleman 
spectrum of the orbit map of a vector from a Banach L1(R)-module. 

Keywords: Local spectrum of vectors, Carleman spectrum of vectors, Banach L1(R)­
module. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгебра линейных огра­
ниченных операторов, действующих в банаховом пространстве X. Пусть G — локально ком­
пактная абелева группа, L1(G,X) — банахово пространство измеримых суммируемых на G 
относительно меры Хаара (классов) функций со значениями в X, а L∞(G,X) — банахово 
пространство измеримых существенно ограниченных на G (классов) функций со значениями 
в X. Пусть L1(G) = L1(G, C) – банахова алгебра измеримых суммируемых на G (классов) 
комплекснозначных функций со сверткой в качестве умножения, а W1

1(R) — банахово про­
странство Соболева, т.е. пространство функций из L1(R), имеющих обобщенную производную 
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первого порядка из L1(R). Пусть Cbu(G,X) — пространство равномерно непрерывных огра­
ниченных функций, определенных на G, со значениями в X. 

Зададим на банаховом пространстве X структуру банахова L1(R)-модуля с помощью силь­
но непрерывного изометрического представления T : R → EndX, порождаемого генератором 
iA, по формуле 

T (f )x = fx = f (t)T (−t)xdt. 
R 

Банахов L1(R)-модуль X со структурой, порождаемой представлением T , будем обозначать 
(X, T ). Оператор A будем также называть генератором L1(R)-модуля (X, T ). Потребуем так­
же, чтобы банахов модуль (X, T ) был невырожденным, т.е. для всех f ∈ L1(R) из равенства 
fx = 0 следовало, что x = 0. 

В данной работе будут рассмотрены определения и некоторые свойства локального спек­
тра и спектра Карлемана векторов из банахова L1(R) -модуля, а также будет доказана эк­
вивалентность указанных спектров. Результаты аналогичны приведенным в [2, глава 1.5] и 
могут иметь применение во многих направлениях исследований по теории операторов, опе­
раторным полугруппам и абстрактному гармоническому анализу, в таких, как, например, 
гармонический анализ периодических и медленно меняющихся на бесконечности функций, 
развиваемый в статьях [10], [11], [12], [15], [16], [17]. Понятия и перспективные результаты 
применения спектральной теории банаховых модулей можно также найти в [2], [9], [13], [14]. 

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ЛОКАЛЬНОГО 
СПЕКТРА ВЕКТОРА 

Определение 1. Будем говорить, что замкнутый оператор A : D(A) ⊂ X → X обладает 
свойством однозначного распространения, если для любой голоморфной функции f : U ⊂ 
C → D(A) из равенства (A − λI)f (λ) = 0, λ ∈ U , следует, что f ≡ 0. 

Для ограниченных операторов свойство однозначного распространения определено и по­
дробно рассмотрено в [6, гл. XV.2], на основе понятия спектральности оператора выделено 
достаточное условие для того, чтобы ограниченный оператор обладал свойством однознач­
ного распространения, [6, гл. XV.3, п.2]. Также приведен критерий спектральности для огра­
ниченного оператора в [6, гл. XVI.4, п.4] и пример Какутани неспектрального оператора, не 
обладающего свойством однозначного распространения, см. [6, гл. XV.2, п.6]. 

Определение 2. Пусть оператор A : D(A) ⊂ X → X обладает свойством однозначного рас­
пространения, x ∈ X. Множество точек λ0 ∈ C, для которых существует открытая окрест­
ность U0 = U(λ0) точки λ0 и голоморфная функция f : U0 → D(A) такая, что f (λ) ∈ D(A), и 
выполнено равенство (A − λI)f (λ) = x, для всех λ ∈ U0, называется локальным резольвент­
ным множеством вектора x ∈ X и обозначается ρA(x). 

Определение 3. Локальный спектр вектора x ∈ X относительно оператора A — это мно­
жество σA(x) = C\ρA(x). 

Лемма 1. Справедливы следующие свойства локального спектра σA(x) вектора x ∈ X: 

1. σA(x) — замкнутое подмножество из σ(A); 

2. если A ∈ EndX, то σA(x) = ∅ тогда и только тогда, когда x = 0; 

3. σA(αx + βy) ⊂ σA(x) ∪ σA(y) для любых векторов x, y ∈ X и для любых α, β ∈ C; 
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4. σA(Bx) ⊂ σA(x) для любого вектора x ∈ X и любого оператора B ∈ EndX, перестано­
вочного с A (т.е. BD(A) ⊂ D(A) и ABx = BAx для любого x ∈ D(A) ). 

Доказательство. Докажем 1). Множество σA(x) замкнуто по определению. 
Пусть λ0 ∈/ σ(A), тогда для всех x ∈ X и для всех окрестностей U(λ0) ⊂ ρ(A) точки λ0 

найдется голоморфная функция f : U → C, f (λ) = R(λ, A)x. Для такой функции f будет 
справедливо равенство (A − λI)f (λ) = x, то есть λ0 ∈/ σA(x). Следовательно, σA(x) ⊂ σ(A). 

Докажем 2). Пусть A ∈ EndX. Если x = 0, то, согласно свойству однозначного распростра­
нения, для всех λ ∈ C найдется голоморфная функция f ≡ 0, для которой будет выполнено 
равенство (A − λI)f (λ) = 0 = x, т.е. λ ∈ ρA(x) и σA(x) = ∅. 

Теперь, если σA(x) = ∅, то ρA(x) = C. Для каждой λ0 ∈ C в этом случае возможно найти 
такие окрестность U(λ0) точки λ0 и такую функцию f : U(λ0) → D(A), что (A −λI)f (λ) = x. 
Найденная функция единственна и голоморфна на C, поскольку на каждом пересечении 
окрестностей различных точек найденные голоморфные функции будут совпадать в силу 
свойства однозначного распространения. Поскольку A ∈ EndX, то для всех |λ| > IAI и для 
всех x ∈ X справедливо равенство (A − λI)(A − λI)−1x = x. В силу свойства однозначного 
распространения получаем, что f (λ) = R(λ, A)x для всех |λ| > IAI, поэтому имеет место 
равенство lim If (λ)I = 0. По теореме Лиувилля [4, глава III.14] для голоморфной на C 

λ→∞ 
функции f получаем, что f ≡ 0. Из этого следует, что x = 0. 

Докажем 3). Пусть λ0 ∈ C\(σA(x) ∪ σA(y)), тогда существует такая окрестность U(λ0) 
точки λ0 и найдутся такие функции f : U(λ0) → D(A) и g : U(λ0) → D(A), что (A−λI)f (λ) = 
x, (A − λI)g(λ) = y для всех λ ∈ U(λ0). Тогда для всех λ ∈ U(λ0) справедливо равенство 
(A − λI)(αf (λ) + βg(λ)) = αx + βy, то есть λ0 ∈ C\σA(αx + βy). 

Докажем 4). Пусть λ0 ∈ C\σA(x), тогда найдется некоторая окрестность U(λ0) точки λ0 
и голоморфная функция f : U(λ0) → D(A) такая, что (A − λI)f (λ) = x. Применим к обеим 
частям равенства оператор B ∈ EndX, перестановочный с оператором A в указанном выше 
смысле. B(A − λI)f (λ) = Bx. В силу перестановочности оператора B с оператором A для 
всех λ ∈ U(λ0) получаем (A − λI)Bf (λ) = Bx. Заметим, что функция Bf (λ) голоморфна в 
окрестности U(λ0), поэтому λ0 ∈ C\σA(Bx). Таким образом доказано, что σA(Bx) ⊂ σA(x). 

3. СПЕКТР КАРЛЕМАНА И ЕГО ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 

Определим спектр Карлемана функции согласно [1, гл. 4.6, стр. 295] для функции из 
Cbu(R,X) следующим образом 

Определение 4. Пусть f ∈ Cbu(R,X), функцию ϕf : C\iR → X определим формулой 


J∞

0 

e−λtf (t)dt, Reλ > 0; 
ϕf (λ) = J∞

0 

e
λtf (−t)dt, Reλ < 0.
 −
 

Функция ϕf голоморфна на C\iR и называется преобразованием Карлемана функции f . 
Спектром Карлемана функции f называется множество таких вещественных чисел λ ∈ R, 
для которых не существует голоморфного продолжения функции ϕf в некоторой окрестности 
точки iλ. 

Определение 5. Спектр Карлемана функции τx = T (·)x : R → X, будем называть спектром 
Карлемана вектора x ∈ (X, T ) и обозначать символом σC (x). 

В [5, гл. XI.4] свойства спектра Карлемана комплекснозначной функции даны на основе 
спектрального множества этой функции. Для основного результата данной статьи потребу­
ются некоторые из этих свойств. 
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Для доказательства свойств будет применена следующая 

Теорема 1 ([7], теорема 1.10 ). Пусть {T (t)}t;0 — сильно непрерывная полугруппа опера­
торов на банаховом пространстве X такая, что для некоторых ω ∈ R, M ; 1, справедливо 
равенство IT (t)I � Meωt , t ; 0. Тогда для генератора iA полугруппы {T (t)}t;0, имеющего 
область определения D(A), выполнены свойства 

1. если для некоторого λ ∈ C для всех x ∈ X существует интеграл 

∞

R(λ)x = e 

0 

тогда λ ∈ ρ(A) и R(λ, iA) = R(λ); 

−λsT (s)xds, 

2. если Reλ > ω, то λ ∈ ρ(A) и справедливо представление резольвенты согласно преды­
дущему свойству; 

3. Для всех λ ∈ C таких, что Reλ > ω, справедливо неравенство
 

M
 IR(λ, A)I � . 
Reλ − ω 

С учетом интегрального представления резольвенты генератора полугруппы справедлива 
следующая лемма 

Лемма 2. Преобразование Карлемана функции T (·)x для всех x ∈ (X, T ) из банахова L1(R)­
модуля совпадает с резольвентой R(λ, iA) генератора iA группы T : R → EndX, задающей 
структуру банахова L1(R)-модуля (X, T ) при Reλ  = 0, т.е. 

ϕT (·)x(λ) = R(λ, iA)x, Reλ  = 0, x ∈ (X, T ). 

Доказательство. В случае изометрического представления T : R → EndX, порождающего 
структуру банахова L1(R)-модуля, для всех таких λ, что Reλ > 0, будет справедлива формула 

∞

R(λ, iA)x = e 

0 

−λsT (s)xds 

для всех x ∈ X. Поскольку изометрическое представление T является сильно непрерывной 
группой, то, применяя теорему 1 для группы T1 : R → EndX, T1(s) = T (−s) с генератором 
−iA и некоторого x ∈ X, получим равенство 

∞∞

R(λ, −iA)x = e −λsT1(s)xds = e
 −λsT (−s)xds 
0 0 

Для резольвенты оператора справедливо равенство 

R(λ, −iA) = (λI + iA)−1 = −(−λI − iA)−1 = −R(−λ, iA). 
Таким образом, для λ ∈ C, Reλ < 0, получаем равенство 

∞

R(λ, iA)x = −R(−λ, −iA)x = − e 

0 

λsT (−s)xds. 

Применяя полученные выше формулы интегрального представления резольвенты, полу­
чаем равенство 

ϕT (·)x(λ) = λ > 0;λ < 0;R(λ, iA)x, 

где Reλ  = 0. Лемма доказана. 
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Лемма 3. Пусть A — генератор банахова L1(R)-модуля (X, T ) со структурой, порожден­
ной изометрическим представлением T , тогда A обладает свойством однозначного распро­
странения. 

Доказательство. Заметим, что поскольку оператор iA — генератор изометрического пред­
ставления T , то спектр σ(A) лежит на вещественной прямой. Доказательство леммы следует 
из наблюдения о том, что если ρ(A) = C, то оператор A обладает свойством однозначного 
распространения. Лемма доказана. 

Из леммы 3 следует, что лемма 2, с учетом свойства однозначного распространения для 
генератора A банахова L1(R)-модуля (X, T ), может быть усилена следующим образом. 

Лемма 4. При всех λ ∈ C\iσC (x) и x ∈ (X, T ) справедливо равенство ϕT (·)x(λ) = R(λ, iA)x. 

Лемма 5. Для спектра Карлемана вектора x ∈ (X, T ) из банахова L1(R)-модуля (X, T ) с 
генератором A справедливы следующие свойства 

1. σC (x) — замкнутое подмножество из спектра σ(iA) генератора A банахова L1(R) — 
модуля (X, T ); 

2. если A ∈ EndX, то σC (x) = ∅ тогда и только тогда, когда x = 0; 

3. σC (αx + βy) ⊂ σC (x) ∪ σC (y) для любых векторов x, y ∈ (X, T ) и для любых α, β ∈ C; 

4. σC (Bx) ⊂ σC (x) для любого вектора x ∈ X и любого оператора B ∈ EndX, перестано­
вочного с оператором A (т.е. BD(A) ⊂ D(A) и ABx = BAx для любого x ∈ D(A)). 

Доказательство. Докажем свойство 1). Заметим, что дополнением к спектру Карлемана 
будут все такие λ ∈ R, что функция ϕT (·)x имеет аналитическое продолжение в окрестности 
точки iλ. Таким образом, каждая точка из дополнения R\σC (x) к спектру Карлемана входит 
в это дополнение вместе с некоторой окрестностью, соответственно, множество R\σC (x) от­
крыто, а множество σC (x) — замкнуто. Вложенность спектра Карлемана вектора x ∈ (X, T ) 
в спектр генератора iA группы T следует из леммы 2 в силу голоморфности резольвенты 
R(λ, iA) на резольвентном множестве ρ(iA). 

Докажем свойство 2). Пусть x = 0 ∈ (X, T ), тогда преобразование Карлемана функции 
T (·)x тождественно равно нулю и функция ϕT (·)x всюду для Reλ = 0 имеет голоморфное 
продолжение. Это означает, что спектр Карлемана σC (x) пуст. 

Обратно, если спектр Карлемана пуст, то преобразование Карлемана функции T (·)x име­
ет голоморфное продолжение при всех λ ∈ C, Reλ = 0. Согласно лемме 2, резольвента 
R(λ, iA)x оператора iA на векторе x совпадает с преобразованием Карлемана функции T (·)x 
при Reλ = 0. Из ограниченности оператора A ∈ EndX вытекает, что при |λ| > IAI для всех 
x ∈ X справедливо равенство (iA − λI)R(λ, iA)x = x, а поскольку из леммы 3 следует, что 
генератор iA представления T обладает свойством однозначного распространения, то для 
всех λ ∈ C, |λ| > A и Reλ = 0, получаем, что ϕT (·)x(λ) = R(λ, iA)x. По теореме Лиувилля [4, 
глава III.14] для голоморфной на C функции ϕT (·)x получаем, что ϕT (·)x ≡ 0. Из этого следу­
ет, что R(λ, iA)x ≡ 0, а поскольку при λ ∈ ρ(iA) оператор R(λ, iA) непрерывно обратим, то 
x = 0. 

Докажем свойство 3). Заметим, что преобразование Карлемана линейно, поэтому справед­
ливо равенство 

ϕT (·)(αx+βy) = αϕT (·)(x) + βϕT (·)(y) 

Согласно свойству линейности голоморфных функций, в окрестности любой точки из множе­
ства iR\(σC (x) ∪ σC (y)) функция ϕT (·)(αx+βy) будет иметь голоморфное продолжение, таким 
образом, σC (αx + βy) ⊂ σC (x) ∪ σC (y). 
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Докажем свойство 4). Покажем, что группа T перестановочна с указанным оператором B. 
Для этого покажем, что резольвента генератора iA перестановочна с оператором B. 

Для всякого x ∈ D(A) и λ ∈ ρ(iA) будет справедливо равенство (λI − iA)R(λ, iA)x = x. 
Применим к обеим частям равенства оператор R(λ, iA)B. Поскольку Bx ∈ D(A), равенство 
R(λ, iA)B(λI − iA)R(λ, iA)x = R(λ, iA)Bx корректно. Поскольку оператор B перестановочен 
с генератором A, то для всех x ∈ D(A) и λ ∈ ρ(iA) имеет место равенство BR(λ, iA)x = 
R(λ, iA)Bx. 

Данное равенство, в силу леммы 4, означает, что ϕT (·)Bx = BϕT (·)x на C\iσC (x), x ∈ 
D(A). Поскольку B ∈ EndX — ограниченный оператор, то функция ϕT (·)Bx голоморфна как 
минимум в тех же точках оси iR, что и функция ϕT (·)x. Таким образом, σC (Bx) ⊂ σC (x). 

4. О СОВПАДЕНИИ ЛОКАЛЬНОГО СПЕКТРА И СПЕКТРА 
КАРЛЕМАНА 

Теорема 2. Для вектора x из банахова L1(R)-модуля (X, T ) локальный спектр и спектр 
Карлемана совпадают 

σiA(x) = σC (x). 

Доказательство. Согласно лемме 2, если λ0 ∈ C\σC (x), то существует окрестность U(λ0) 
точки λ0 такая, что функция ϕT (·)x голоморфна в этой окрестноти U(λ0) и совпадает с функ­
цией R : U(λ0) ⊂ C → EndX, R(λ) = R(λ, iA)x, λ ∈ U(λ0). Следовательно, λ0 ∈/ σiA(x) для 
любого вектора x ∈ X и σiA(x) ⊂ σC (x). 

Обратно, если λ0 ∈ ρiA(x) = C\σiA(x), то при Reλ = 0 по определению λ0 ∈/ σC (x). 
В случае Reλ = 0 для точки локального резольвентного множества λ0 найдется такая 
окрестность U(λ0) и такая голоморфная функция f : U(λ0) → X, что (A − λI)f (λ) = x. 
В указанной окрестности при Reλ = 0 справедливо равенство двух голоморфных функций 
ϕT (·)x(−iλ) = −f (λ), λ ∈ U(λ0)\iR. Полагая ϕT (·)x(−iλ) = −f (λ) при Reλ = 0, получим 
голоморфное продолжение функции ϕT (·)x в окрестности точки U(λ0), вследствие чего точ­
ка λ0 не принадлежит спектру Карлемана вектора x. Таким образом, доказано включение 
σC (x) ⊂ σiA(x). Теорема доказана. 
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