
УДК 517.984 

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ 
САМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА В 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНОМ ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

М. Н. Орешина 

Липецкий государственный технический университет 

Поступила в редакцию 11.04.2014 г. 

Аннотация. Рассматриваются неограниченные самосопряженные операторы, дей
ствующие в действительном гильбертовом пространстве. Для стандартного применения 
методов спектральной теории такие операторы следует комплексифицировать. При этом 
если исходная задача была поставлена в действительном пространстве, окончательные 
результаты обычно необходимо декомплексифицировать, т.е. перенести на действитель
ный случай. Однако такой переход не всегда является очевидным, хотя и желателен с 
точки зрения приложений. 

В статье приводится действительный вариант теорем о спектральном разложении 
и функциональном исчислении для неограниченных самосопряженных операторов, дей
ствующих в действительном гильбертовом пространстве. 

Ключевые слова: спектральная теорема, неограниченный самосопряженный опе
ратор, действительное гильбертово пространство, комплексификация, функциональное 
исчисление. 
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Abstract. Unbounded self-adjoint operators in a real Hilbert space are considered. For 
a standard application of methods of spectral theory such operators must be complexified. 
However, if the original problem was set out in a real space, it is usually necessary to 
decomplexify the final results, i.e. to carry over them to the real case. However, such a 
transformation is not always evident, although desirable from the point of view of applications. 

In the article we present real variants of the spectral decomposition and functional calculus 
theorems for unbounded self-adjoint operators in a real Hilbert space. 

Keywords: spectral theorem, ubounded self-adjoint operator, real Hilbert space, 
complexification, functional calculus. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Спектральной теории самосопряженных операторов посвящена обширная литература (см., 
например, [1], [2], [3], [4]). Обычно предполагается, что пространство, в котором рассматри
ваются операторы, является комплексным. При этом подразумевается, что в действительном 
случае следует переходить к комплексификации и рассуждать в терминах комплексного про
странства. Однако, например, в численных методах, возможность проводить вычисления без 
использования комплексных чисел [5], [6] позволяет существенно уменьшить время счета. Хо
тя задачи комплексификации и декомплексификации на первый взгляд кажутся простыми, 
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некоторые связанные с ними вопросы не являются тривиальными [7], [8], [9], [10], но явно в 
литературе не обсуждаются. 

Целью настоящей статьи является перенесение классических результатов спектральной 
теории на случай неограниченных самосопряженных операторов, действующих в действи
тельном гильбертовом пространстве. В § 2 напоминается конструкция комплексификации 
действительного гильбертова пространства и соответствующего оператора. В § 3 описывает
ся действительное разложение единицы и формулируется спектральная теорема для неогра
ниченного оператора, а в § 4 строится функциональное исчисление. Основным результатом 
статьи является теорема 10. В § 5 в качестве приложения приводится теорема о представлении 
решения уравнения 

ẋ(t) = BRx(t) 

с неограниченным самосопряженным коэффициентом BR, действующим в действительном 
гильбертовом пространстве, с помощью операторной экспоненты. Комплексный вариант 
этой теоремы хорошо известен и широко используется в теории дифференциальных урав
нений [11]. 

2. КОМПЛЕКСИФИКАЦИЯ НЕОГРАНИЧЕННОГО ОПЕРАТОРА 

Пусть HR — действительное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)R. 
Пусть TR : D(TR) ⊂ HR → HR — линейный неограниченный оператор. Будем предпола

гать, что область определения D(TR) оператора TR является всюду плотной в HR. Обозначим 
через D(TR 

∗ ) множество всех ψ ∈ HR, для которых линейный функционал ϕ  → (TR ϕ, ψ)R 

непрерывен на D(TR). Пусть ψ ∈ D(TR 
∗ ). Поскольку D(TR) всюду плотна, а линейный функ

ционал ϕ  → (TR ϕ, ψ)R непрерывен на D(TR), он по непрерывности однозначно продолжается 
на все пространство HR. Таким образом, существует такой ψ∗ ∈ HR, что 

(TR ϕ, ψ)R = (ϕ, ψ ∗ )R, ϕ ∈ D(TR). 

В этом случае можно определить сопряженный оператор TR 
∗ с областью определения D(TR 

∗ ) 
по правилу TR 

∗ ψ = ψ∗. Оператор TR называют самосопряженным, если TR = TR 
∗. В частно

сти, для самосопряженного оператора D(TR 
∗ ) = D(TR). 

Оператор TR называют замкнутым, если его график {(ϕ, TR ϕ) : ϕ ∈ D(TR)} является за
мкнутым подмножеством пространства HR ×HR. 

∗Теорема 1. Сопряженный оператор TR замкнут. В частности, самосопряженный опера
тор всегда замкнут. 

Доказательство. Доказательство аналогично изложенному в [3, теорема 13.9] для случая 
комплексного гильбертова пространства. 

Оператор SR называют расширением оператора TR и сокращенно пишут 

TR ⊂ SR, 

если 

D(TR) ⊂ D(SR), (1) 

TR ϕ = SRϕ, ϕ ∈ D(TR). (2) 

Сумму и произведение неограниченных операторов SR и TR определяют соотношениями 

(TR +SR)ϕ = TR ϕ + SRϕ, ϕ ∈ D(TR +SR) = D(TR) ∩D(SR); 

(TR SR)ϕ = TR(SRϕ), ϕ ∈ D(TR SR) = {ψ ∈ D(SR) : SRψ ∈ D(TR)}. 
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Обратным к неограниченному оператору TR : D(TR) ⊂ HR → HR называют оператор 
TR 

−1 : HR → D(TR), удовлетворяющий равенствам 

TR TR 
−1 ϕ = ϕ, ϕ ∈ HR, 

TR 
−1 TR ψ = ψ, ψ ∈ D(TR). 

Легко проверить, что обратный оператор единственен при условии, что он существует. 
Прямой суммой будем называть пространство HR ⊕ i HR всех формальных выражений 

вида ϕ + iψ, где ϕ, ψ ∈ HR, с естественными линейными операциями. Прямую сумму 
HC = HR ⊕ i HR с законом внешнего умножения на комплексные числа (α + iβ)(ϕ + iψ) = 
(αϕ−βψ)+i(αψ+βϕ), α, β ∈ R, ϕ, ψ ∈ HR, называют [7], [9] комплексификацией действитель
ного гильбертова пространства HR. Будем отождествлять HR с подпространством HR ⊕ i{0}
пространства HC. 

Очевидно, HC является комплексным гильбертовым пространством относительно скаляр
ного произведения 

(ϕ1 + iψ1, ϕ2 + iψ2)C = (ϕ1, ϕ2)R + (ψ1, ψ2)R + i(ψ1, ϕ2)R − i(ϕ1, ψ2)R. 

Комплексификацией оператора TR : D(TR) ⊂ HR → HR называют оператор TC : D(TC) ⊂ 
HC → HC с областью определения D(TC) = D(TR)⊕ iD(TR), заданный по правилу 

TC(ϕ + iψ) = TR ϕ + i TR ψ, ϕ,ψ ∈ D(TR). 

Расширение, сумма, произведение, обратный и самосопряженный операторы в случае ком
плексного гильбертова пространства определяются [3] аналогично действительному случаю. 

Предложение 2. Пусть оператор TC является комплексификацией оператора TR : D(TR) ⊂ 
HR → HR, а оператор SC является комплексификацией оператора SR. Тогда 

(a) Комплексификацией оператора αTR, где α ∈ R, является оператор αTC. 

(b) Комплексификацией оператора TR +SR является оператор TC +SC. 

(c) Комплексификацией оператора TR SR является оператор TC SC. 

−1(d) Если оператор TR обратим, то оператор TC также обратим, причем оператор TC 

является комплексификацией оператора TR 
−1 . 

Доказательство. (a) Для всех ϕ, ψ ∈ D(TR) имеем 

(αTR)ϕ + i(αTR)ψ = α(TR ϕ + i TR ψ) = αTC(ϕ + iψ). 

(b) Покажем сначала, что D(TC +SC) = D(TR +SR)⊕ iD(TR +SR). Действительно. 

D(TC +SC) = D(TC) ∩D(SC) = 

= 
�
D(TR)⊕ iD(TR)

� 
∩
�
D(SR)⊕ iD(SR)

� 
= 

= 
�
D(TR) ∩D(SR)

� 
⊕ i
�
D(TR) ∩D(SR)

� 
= 

= D(TR +SR)⊕ iD(TR +SR). 

Пусть ϕ, ψ ∈ D(TR +SR). Тогда справедливо равенство
 

(TR +SR)ϕ + i(TR +SR)ψ = TR ϕ + i TR ψ + SRϕ + iSRψ = (TC +SC)(ϕ + iψ).
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(c) Несложно проверить, что D(TC SC) = D(TR SR) ⊕ iD(TR SR). Кроме того, для любых 
ϕ, ψ ∈ D(TR SR) имеем 

TR SRϕ + i TR SRψ = TR(SRϕ) + i TR(SRψ) = TC(SRϕ + iSRψ) = 

= TC SC(ϕ + iψ). 

(d) Пусть SC — комплексификация оператора TR 
−1. Покажем, что SC является обратным к 

−1оператору TC. Из TR : HR → D(TR) следует, что 

D(SC) = HR ⊕ i HR = HC, (3) 

SC(ϕ + iψ) = TR 
−1 ϕ + i TR 

−1 ψ ∈ D(TC), ϕ,ψ ∈ HR . (4) 

Поэтому SC : HC → D(TC). Кроме того, для любых ϕ, ψ ∈ HR выполняется соотношение 

TC SC(ϕ + iψ) = TC(TR 
−1 ϕ + i TR 

−1 ψ) = TR TR 
−1 ϕ + i TR TR 

−1 ψ = ϕ + iψ. 

С другой стороны, для всех ϕ, ψ ∈ D(TR) справедливо равенство 

SC TC(ϕ + iψ) = SC(TR ϕ + i TR ψ) = TR 
−1 TR ϕ + i TR 

−1 TR ψ = ϕ + iψ. 

Теорема 3. Пусть TC — комплексификация самосопряженного оператора TR. Тогда область 
определения D(TC) оператора TC является всюду плотной в HC, а оператор TC является 
самосопряженным. 

Доказательство. Так как D(TC) = D(TR)⊕ iD(TR), а D(TR) является всюду плотной в HR, 
то D(TC), очевидно, является всюду плотной в HC. 

Несложно проверить, что D(TC 
∗ ) = D(TR 

∗ )⊕ iD(TR 
∗ ) и 

TC 
∗ (ϕ + iψ) = TR 

∗ ϕ + i TR 
∗ ψ, ϕ,ψ ∈ D(TR 

∗ ). 

∗ ∗Поэтому из TR = TR следует TC = TC. 

Символами 0C : HC → HC и 0R : HR → HR будем обозначать нулевые операторы, а 
1C : HC → HC и 1R : HR → HR — тождественные операторы. Очевидно, 0C является 
комплексификацией 0R, а 1C — комплексификацией 1R. 

Пусть TC — замкнутый оператор. Множество ρ(TC) всех λ ∈ C, для которых оператор 
(λ1C−TC) обратим, называют резольвентным множеством [3], [4], [13] оператора TC, а функ
цию λ  → (λ1C −TC)−1 — резольвентой. Дополнение σ(TC) к резольвентному множеству назы
вают спектром оператора TC. Действительным резольвентным множеством ρ(TR) замкну
того оператора TR, действующего в пространстве HR, будем называть множество ρ(TC) ∩ R, 
а действительным спектром σ(TR) — множество σ(TC)∩R, где TC — комплексификация TR. 
Отметим, что спектр самосопряженного оператора TC содержится [3] в (−∞, +∞), поэтому 
действительный спектр σ(TR) самосопряженного оператора TR совпадает со спектром σ(TC) 
его комплексификации TC. 

3. СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 

Обозначим через B(HC) банахову алгебру [2], [3], [4], [12] всех линейных ограниченных 
операторов, действующих в HC. Аналогично определим B(HR). Оператор P ∈ B(HC) (или 
P ∈ B(HR) ) называют проектором, если P 2 = P . Оператор P ∈ B(HC) называют самосопря
женным, если (P ϕ, ψ)C = (ϕ, P ψ)C, ϕ, ψ ∈ HC. Аналогично определяют самосопряженный 
оператор в B(HR). Отметим, что последнее определение можно рассматривать как частный 
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случай определения неограниченного самосопряженного оператора из предыдущего парагра
фа. 

(Комплексным) разложением единицы на σ-алгебре Σ всех борелевских подмножеств дей
ствительной оси называют [3], [4] отображение 

EC : Σ → B(HC), 

обладающее свойствами: 

1. EC(∅) = 0C, EC(R) = 1C; 

2. для любого ω ∈ Σ оператор EC(ω) является самосопряженным проектором; 

3. для всех ω ′ , ω ′′ ∈ Σ справедливо равенство 

EC(ω ′ ∩ ω ′′ ) EC(ω ′ )EC(ω ′′ ); = 

∩ ω ′′ 4. для всех ω ′ , ω ′′ ∈ Σ, ω ′ = ∅, выполняется равенство 

EC(ω ′ ∪ ω ′′ ) EC(ω ′ ) + EC(ω ′′ ); = 

EC5. для любых ϕ, ψ ∈ HC функция ϕψ(ω) = (EC(ω)ϕ, ψ)C является комплексной регуляр
ной борелевской мерой [3], [14] на Σ. 

ECИз свойства 2 следует, что для всех ϕ ∈ HC мера ϕϕ(ω) = (EC(ω)ϕ, ϕ)C является положи
тельной. 

Теорема 4 ([3, теорема 13.30]). Пусть TC : D(TC) ⊂ HC → HC — самосопряженный опера
тор. Тогда существует единственное разложение единицы EC, определенное на σ-алгебре 
Σ всех борелевских подмножеств действительной оси и такое, что 

++∞ 

(TC ϕ, ψ)C = ξdEC (ξ), ψ ∈ HC . (5) ϕψ ϕ ∈ D(TC), 

−∞ 

Кроме того, разложение единицы EC сосредоточено на σ(TC) ⊂ R в том смысле, что 
EC
(
σ(TC)

) 
= 1C. 

Разложение единицы EC, связанное с оператором TC так, как описано в теореме 4, назы
вают [3] (комплексным) спектральным разложением оператора TC. 

Предложение 5. Пусть EC — спектральное разложение оператора TC, являющегося ком
плексификацией самосопряженного оператора TR. Тогда проекторы EC(ω), порожденные TC, 
переводят HR в HR. 

Доказательство. Для спектрального разложения EC самосопряженного оператора TC на 
любом открытом интервале ω = (a, b) и при любом ϕ ∈ HC справедлива [13, теорема XII.2.10] 
формула 

+b−δ 
1 −1

EC(ω)ϕ = lim lim 
[(
(µ − iε)1C − TC

)
−
(
(µ + iε)1C − TC

)−1
]
ϕ dµ. 

δ→+0 ε→+0 2πi 
a+δ 

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 3 124 

http:�����������[13,�������XII.2.10


Спектральная теорема для самосопряженного оператора. . .
 

Используя тождество Гильберта [13, лемма XII.1.3], получаем 
(
(µ − iε)1C − TC

)−1 −
(
(µ + iε)1C − TC

)−1 
= 

= 2iε
(
(µ − iε)1C − TC

)−1(
(µ + iε)1C − TC

)−1 
= 

= 2iε
(
(µ1C − TC)

2 + ε21C
)−1 

. 

Отметим, что из σ(TC) ⊂ (−∞, +∞) следует µ ± iε ∈ ρ(TC), где ε > 0, поэтому оператор 
(µ1C − TC)2 + ε21C обратим. В силу предложения 2 комплексификация оператора 

(
(µ1R − 

TR)
2 + ε21R

)−1 
совпадает с оператором 

(
(µ1C − TC)

2 + ε21C
)−1

. Поэтому для всех ϕ ∈ HR 

b−δ 
ε 
+ 

EC(ω)ϕ = lim lim 
(
(µ1R − TR)

2 + ε21R
)−1

ϕ dµ ∈ HR . 
δ→+0 ε→+0 π
 

a+δ
 

Из предложения 5 следует, что для спектрального разложения оператора TC, являющегося 
комплексификацией самосопряженного оператора TR, выполняется свойство 

5′ . для всех ϕ, ψ ∈ HR регулярная борелевская мера 

EC (ω) = (EC(ω)ϕ, ψ)C = (EC(ω)ϕ, ψ)Rϕψ

является действительной. 

Действительным разложением единицы на σ-алгебре Σ всех борелевских подмножеств 
действительной оси будем называть отображение 

ER : Σ → B(HR), 

обладающее свойствами: 

1. ER(∅) = 0R, ER(R) = 1R; 

2. для любого ω ∈ Σ оператор ER(ω) является самосопряженным проектором; 

3. для всех ω ′ , ω ′′ ∈ Σ справедливо равенство 

ER(ω ′ ∩ ω ′′ ) ER(ω ′ )ER(ω ′′ ); = 

∩ ω ′′ 4. для всех ω ′ , ω ′′ ∈ Σ, ω ′ = ∅, выполняется равенство
 

∪ ω ′′ )
ER(ω ′ = ER(ω ′ ) + ER(ω ′′ ); 

ER5. для любых ϕ, ψ ∈ HR функция ϕψ(ω) = (ER(ω)ϕ, ψ)R является действительной регу
лярной борелевской мерой на Σ. 

Очевидно, для всех ϕ ∈ HR мера ER = (ER(ω)ϕ, ϕ)R является положительной. ϕϕ(ω)
Приведем теперь аналог теоремы 4 для самосопряженного оператора TR, действующего в 

действительном гильбертовом пространстве HR. 

Теорема 6. Пусть TR : D(TR) ⊂ HR → HR — самосопряженный оператор. Тогда суще
ствует единственное действительное разложение единицы ER, определенное на σ-алгебре 
Σ всех борелевских подмножеств действительной оси и такое, что 

+∞ 

(TR ϕ, ψ)R = 

+ 
ξdER ϕ ∈ D(TR), ψ ∈ HR . (6) ϕψ(ξ), 

−∞ 

Кроме того, разложение единицы ER сосредоточено на σ(TR) ⊂ R в том смысле, что 
ER
(
σ(TR)

) 
= 1R. 
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Доказательство. Рассмотрим комплексификацию TC оператора TR. Теорема 4 сопоставляет 
оператору TC единственное разложение единицы EC : Σ → B(HC), для которого справедливо 
представление (5). Учитывая, что на D(TR) оператор TC совпадает с TR, получаем 

+∞ 

(TR ϕ, ψ)R = (TC ϕ, ψ)C = 

+ 
ξdEC (ξ), ϕ ∈ D(TR), ψ ∈ HR .ϕψ

−∞ 

А так как для всех ω ∈ Σ проекторы EC(ω) переводят HR в HR (см. предложение 5), то в 
качестве ER(ω) достаточно взять сужение EC(ω) на HR. 

Покажем теперь, что разложение единицы ER, соответствующее оператору TR, единствен
но. Предположим противное. Пусть существует еще одно разложение единицы EER, опреде
ленное на σ-алгебре Σ всех борелевских подмножеств действительной оси и такое, что 

+∞ 

ER(TR ϕ, ψ)R = 

+ 
ξd Eϕψ(ξ), ϕ ∈ D(TR), ψ ∈ HR . 

−∞ 

Рассмотрим комплексификацию EEC(ω) операторов EER(ω). Несложно проверить, что EEC яв
ляется разложением единицы и удовлетворяет соотношению 

+∞ 

(TC ϕ, ψ)C = 

+ 
ξdEEC (ξ), ψ ∈ HC .ϕψ ϕ ∈ D(TC), 

−∞ 

В силу теоремы 4 (комплексное) спектральное разложение оператора TC единственно, поэто
му EEC совпадает с EC. Очевидно, отсюда следует, что EER совпадает с ER . 

Разложение единицы ER, связанное с оператором TR так, как описано в теореме 6, будем 
называть (действительным) спектральным разложением оператора TR.
 

Замечание 7. Из доказательства теоремы 6 видно, что комплексификация ER совпадает с
 
EC.
 

4. ТЕОРЕМА О ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ИСЧИСЛЕНИИ 

Теорема 8 ([3, теоремы 13.24 и 13.25]). Пусть EC — спектральное разложение самосопря
женного оператора TC : D(TC) ⊂ HC → HC. 

Каждой измеримой по Борелю функции f : R → C формула 

+∞+\
ΨC(f )ϕ, ψ

)
= f (ξ)dEC (ξ), ϕ ∈ D

(
ΨC(f )

)
, ψ ∈ HC, (7) ϕψC 

−∞ 

сопоставляет плотно определенный замкнутый оператор 

ΨC(f ) : D
(
ΨC(f )

) 
⊂ HC → HC 

с областью определения 

+∞+ 
D
(
ΨC(f )

) 
= 
{
ϕ ∈ HC : |f |2 dEC 

}
.ϕϕ < ∞

−∞ 

При этом отображение ΨC обладает следующими свойствами: 
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(a) Для всех ϕ ∈ D
(
ΨC(f )

) 
выполняется соотношение 

+∞ 

�ΨC(f )ϕ�2 = 

+ 
|f |2 dEC 

ϕϕ. 

−∞ 

(b) Cправедливо равенство 
¯ΨC(f ) ∗ = ΨC(f ), 

где черта означает комплексное сопряжение, а звездочка — переход к сопряженному 
оператору. 

(c) Если функция f : R → C ограничена, то оператор ΨC(f ) ограничен. 

(d) Для любых измеримых по Борелю функций f, g : R → C справедливо включение 

ΨC(f ) + ΨC(g) ⊂ ΨC(f + g), 

ΨC(f )ΨC(g) ⊂ ΨC(fg). 

В частности, если функция g ограничена, то 

ΨC(f ) + ΨC(g) = ΨC(f + g), 

ΨC(f )ΨC(g) = ΨC(fg). 

Формулу (7) иногда сокращенно записывают в виде 

+∞+ 
ΨC(f ) = f dEC . 

−∞ 

Пусть TR : D(TR) ⊂ HR → HR — самосопряженный оператор, а ER — его спектральное 
разложение. Каждой измеримой по Борелю функции f : R → R сопоставим оператор 

ΨR(f ) : D
(
ΨR(f )

) 
⊂ HR → HR 

по формуле 

+∞+\
ΨR(f )ϕ, ψ

)
= f (ξ)dER ϕ ∈ D

(
ΨR(f )

)
, ψ ∈ HR,ϕψ(ξ),R 

−∞ 

с областью определения 

+∞+ 
D
(
ΨR(f )

) 
= 
{
ϕ ∈ |f |2 dER 

}
.HR : ϕϕ < ∞

−∞ 

Несложно проверить, что ΨR(f ) является плотно определенным замкнутым оператором. 

Теорема 9. Пусть TR : D(TR) ⊂ HR → HR — самосопряженный оператор, а f : R → R 
— измеримая по Борелю функция. Тогда комплексификация оператора ΨR(f ), построенного 
по оператору TR, совпадает с оператором ΨC(f ), построенным по комплексификации TC 

оператора TR. 
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Доказательство. Пусть ER — спектральное разложение оператора TR, а EC — спектральное 
разложение TC. Заметим, что для всех ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 ∈ HR справедливо равенство 

(EC(ϕ1 + iψ1), ϕ2 + iψ2)C = (ERϕ1 + iERψ1, ϕ2 + iψ2)C = 

= (ERϕ1, ϕ2)R + (ERψ1, ψ2)R + i(ERψ1, ϕ2)R − i(ERϕ1, ψ2)R. 

Пусть SC — комплексификация оператора ΨR(f ). Несложно проверить, что 

+∞ +∞ +∞+ + + 
|f |2 dEC = |f |2 dER |f |2 dER 

ϕ+iψ,ϕ+iψ ϕϕ + ψψ , 

−∞ −∞ −∞ 

откуда следует D
(
SC
) 
= D

(
ΨC(f )

)
. 

Для всех ϕ1, ψ1 ∈ D
(
ΨR(f )

)
, ϕ2, ψ2 ∈ HR имеем цепочку эквивалентных равенств 

(SC(ϕ1 + iψ1), ϕ2 + iψ2)C = (ΨR(f )ϕ1 + iΨR(f )ψ1, ϕ2 + iψ2)C = 

+∞ +∞ +∞ +∞+ + + + 
= f dER + f dER + i f dER − i f dER = ϕ1ϕ2 ψ1ψ2 ψ1ϕ2 ϕ1ψ2 

−∞ −∞ −∞ −∞ 
+∞ 

= 

+ 
f dEC = (ΨC(f )(ϕ1 + iψ1), ϕ2 + iψ2)C.ϕ1+iψ1,ϕ2+iψ2 

−∞ 

Таким образом, SC = ΨC(f ). 

Из этой теоремы следует действительный аналог теоремы 8 о функциональном исчисле
нии. 

Теорема 10. Пусть ER — спектральное разложение самосопряженного оператора 
TR : D(TR) ⊂ HR → HR, а f : R → R — измеримая по Борелю функция. Тогда отображе
ние ΨR обладает следующими свойствами: 

(a) Для всех ϕ ∈ D
(
ΨR(f )

) 
выполняется соотношение 

+∞ 

�ΨR(f )ϕ�2 = 

+ 
|f |2 dER 

ϕϕ. 

−∞ 

(b) Оператор ΨR(f ) : D
(
ΨR(f )

) 
⊂ HR → HR является самосопряженным. 

(c) Если функция f : R → R ограничена, то оператор ΨR(f ) ограничен. 

(d) Для любых измеримых по Борелю функций f, g : R → R справедливо включение 

ΨR(f ) + ΨR(g) ⊂ ΨR(f + g), 

ΨR(f )ΨR(g) ⊂ ΨR(fg). 

В частности, если функция g ограничена, то 

ΨR(f ) + ΨR(g) = ΨR(f + g), 

ΨR(f )ΨR(g) = ΨR(fg). 

Доказательство. Доказательство вытекает из теорем 8 и 9. 
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Замечание 11 (подробнее см. [3]). Из теоремы 10 следует, что для ограниченных функций f 
и g операторы ΨR(f ) и ΨR(g) коммутируют. Если же функция g ограничена, а f нет, то в 
общем случае справедливо только включение 

ΨR(g)ΨR(f ) ⊂ ΨR(f )ΨR(g). (8) 

В следующем предложении приводятся формулы для вычисления элементарных рацио
нальных функций от оператора в комплексном гильбертовом пространстве. Подобные фор
мулы играют важную роль в методах вычислений [5], [6], [15], [16], [17]. 

Предложение 12. Пусть TC : D(TC) ⊂ HC → HC — самосопряженный оператор, а EC — 
его спектральное разложение. Тогда 

(a) Для резольвенты оператора TC справедливо представление 

+∞+ 
1 

(λ1C − TC)
−1 = dEC(ξ), λ ∈ ρ(TC). 

λ − ξ 
−∞ 

(b) Для рациональной функции 

α + βξ 
f (ξ) = , α, β, µ, ν ∈ C,

ξ2 + µξ + ν 

корни знаменателя которой не содержатся в σ(TC), справедлива формула 

2ΨC(f ) = (α1C + β TC)(TC +µTC +ν1C)
−1 . 

Доказательство. (a) Доказано в [13, теорема XII.2.6(e)]. 
(b) Обозначим через λ1 и λ2 корни знаменателя функции f . Заметим, что рациональные 

функции 

1 
g(ξ) = = g1(ξ)g2(ξ),

ξ2 + µξ + ν 
1 1 

g1(ξ) = , g2(ξ) = 
(ξ − λ1) (ξ − λ2) 

ограничены на σ(TC). Поэтому из (a) и теоремы 8(d) следует 

ΨC(g) = ΨC(g1g2) = ΨC(g1)ΨC(g2) = (TC −λ11C)−1(TC −λ21C)−1 = 
2 = (TC +µTC +ν1C)

−1 . 

Следовательно, 

2ΨC(f ) = ΨC

(
hg
) 
= ΨC(h)ΨC(g) = (α1C + β TC)(TC +µTC +ν1C)

−1 , 

где h(ξ) = α + βξ. 

Приведем действительный аналог этого утверждения. 

Предложение 13. Пусть TR : D(TR) ⊂ HR → HR — самосопряженный оператор, а ER — 
его спектральное разложение. Тогда 
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(a) Для резольвенты (λ1R − TR)
−1 оператора TR справедливо представление 

+∞+ 
1 

(λ1R − TR)
−1 = dER(ξ), λ ∈ ρ(TR). 

λ − ξ 
−∞ 

(b) Для рациональной функции 

α + βξ 
f (ξ) = , α, β, µ, ν ∈ R,

ξ2 + µξ + ν 

корни знаменателя которой не содержатся в σ(TR), справедлива формула 

2ΨR(f ) = (α1R + β TR)(TR +µTR +ν1R)
−1 . 

Доказательство. Доказательство следует из предложения 12 и теоремы 9. 

5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 

Самосопряженный оператор BR : D(BR) ⊂ HR → HR называют неположительно опреде
ленным, если 

(BRϕ, ϕ)R � 0, ϕ ∈ D(BR). 

Очевидно, комплексификация неположительно определенного оператора является неположи
тельно определенным оператором. 

Предложение 14. Пусть BR : D(BR) ⊂ HR → HR — самосопряженный неположительно 
определенный оператор. Тогда σ(BR) ⊂ (−∞, 0]. 

Доказательство. Доказательство полностью аналогично изложенному в [3, теорема 13.31] 
для случая неотрицательно определенного оператора, действующего в комплексном гильбер
товом пространстве. 

Пусть BR : D(BR) ⊂ HR → HR — самосопряженный неположительно определенный опе
ратор. Рассмотрим задачу Коши для однородного уравнения 

ẋ(t) = BRx(t), 
(9) 

x(0) = b. 

Для b ∈ D(BR) решением задачи (9) называют [11] (сильно) дифференцируемую функцию 
x : [0, +∞) → D(BR), удовлетворяющую (9). Такое решение всегда существует и единствен
но [11]. Обозначим через U(t) оператор с областью определения D(BR), ставящий в соответ
ствие каждому b ∈ D(BR) значение x(t) решения задачи (9). Можно показать [11], что опе
раторы U(t) равномерно ограничены по t на любом отрезке [0, T ]. Поэтому операторы U(t) 
допускают единственное продолжение на все HR; это продолжение будем обозначать преж
ним символом U(t). Обобщенным решением задачи (9) называют [11] функцию x(t) = U(t)b 
в случае произвольного b ∈ HR. 

Теорема 15. Пусть ER — спектральное разложение самосопряженного неположительно 
определенного оператора BR : D(BR) ⊂ HR → HR. Тогда оператор U(t) можно представить 
в виде 

U(t) = ΨR(expt), 
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где
 

expt(ξ) = e ξt . 

Таким образом, для обобщенного решения задачи (9) справедливо представление 

0+ 
x(t) = ΨR(expt)b = e ξt dER(ξ)b. 

−∞ 

Доказательство. Покажем сначала, что для всех b ∈ D(BR) функция x(t) = ΨR(expt)b яв
ляется решением задачи Коши (9). 

Очевидно, x(0) = b. Проверим, что x(t) ∈ D(BR) при t > 0. Заметим, что для функции 
u(ξ) = ξ в силу теоремы 6 справедливо равенство ΨR(u) = BR. Кроме того, функция expt 
является ограниченной на (−∞, 0] при всех t > 0. Поэтому из (8) следует, что для любого 
t > 0 справедливо включение 

BRΨR(expt) = ΨR(u)ΨR(expt) ⊃ ΨR(expt)ΨR(u) = ΨR(expt)BR. 

Из этого включения видно, что если выражение ΨR(expt)BRb определено, то и BRΨR(expt)b 
также определено. Выражение ΨR(expt)BRb имеет смысл при любом b ∈ D(BR), так как 
оператор ΨR(expt) ограничен. Следовательно, поскольку BRΨR(expt)b определено, x(t) = 
ΨR(expt)b попадает в D(BR). 

Несложно проверить, что ẋ(t) = BRx(t) (доказательство аналогично [11, теорема I.4.1]). 
Таким образом, при b ∈ D(BR) выполняется равенство 

U(t)b = ΨR(expt)b. 

Так как операторы U(t) и ΨR(expt) ограничены и совпадают на плотном подпространстве 
D(BR) пространства HR, они совпадают всюду на HR. 
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