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Аннотация. В рамках подхода, связанного с нахождением сопровождающего распре­
деления дифференциального оператора (символический подход), в работе получена фор­
мула среднего значения для двумерного линейного однородного гиперболического урав­
нения третьего порядка с постоянными коэффициентами, простыми характеристиками и 
однородным символом. Доказанная формула среднего значения может быть интерпрети­
рована как распространение на рассматриваемый случай известной теоремы о среднем 
(принципа Асгейрссона) для уравнения колебаний струны, которая, в свою очередь, тоже 
может быть сконструирована с помощью символического подхода из формулы среднего 
для двумерного уравнения первого порядка. Кроме того, эта формула представляет собой 
точное разностное соотношение для решения указанного уравнения. 

Ключевые слова: формула среднего, сопровождающее распределение, разностное 
соотношение. 
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Abstract. In the framework of a symbolic approach to mean-value formulas we obtained 
a mean-value formula for the two-dimensional linear homogeneous hyperbolic equation of the 
third order with constant coefficients, simple characteristics and a homogeneous symbol. The 
proven formula can be interpreted as the expansion into the case of the well-known mean-value 
theorem (principle of Asgeirsson) for the string vibration equation, which, in turn, can also 
be designed using the symbolic approach from the mean-value formulas for two-dimensional 
equations of the first order. In addition, this formula is an exact difference scheme for the 
specified equations. 
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В разных разделах и прикладных задачах под понятиями "формула среднего", "теорема о 
среднем" часто подразумевают несколько разнородные факты. Так или иначе, многообразные 
результаты для различных типов уравнений объединяет то, что в них участвует среднее 
(возможно, с весом) достаточно гладкой функции по некоторому множеству, чаще всего по 
сфере. 
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Теоремы о среднем для эллиптических уравнений наиболее широко известны. Базовым 
результатом для использования в приложениях является следующая классическая теорема о 
среднем (см., напр., [1]), восходящая к Гауссу: для того, чтобы непрерывная в области Ω ⊂ Rn 

функция u(x) была гармонической в Ω, необходимо и достаточно, чтобы для всякой точки 
x ∈ Ω и всякого значения r > 0, такого, что замыкание шара B(x, r) = {ξ ∈ Rn : |ξ − x| < r}
вложено в Ω, ее значение в точке x равнялось среднему по границе шара (по шару). Этот факт 
обобщается на эллиптические уравнения второго порядка. В работах В.А. Ильина и Е.И. Мо­
исеева (см. [2]–[5]) устанавливались формулы среднего для эллиптических операторов более 
общего вида. Эти формулы использовались авторами при изучении вопросов, связанных со 
спектральным разложением по собственным функциям эллиптических операторов. Следует 
упомянуть и о другом подходе к изучению средних для двух операндов, включающих сред­
ние арифметические, средние геометрические, средние гармонические [6]. В работах [11], [12] 
был применен подход к получению теорем о среднем, связанный с анализом символа опе­
ратора. Этот подход был обобщен в работе [13], где он был назван символическим. Ниже, 
основываясь на этой методике, мы выведем формулу среднего значения для уравнения 

(a1∂/∂x + b1∂/∂t) (a2∂/∂x + b2∂/∂t) (a3∂/∂x + b3∂/∂t) u = 0. (1) 

Через f[ будем обозначать преобразование Фурье распределения f ∈ S ′. Этим же символом 
f(w) мы будем пользоваться и для обозначения преобразования Фурье - Лапласа распределе­[
ния f с компактным носителем, представляющего собой в этом случае целую аналитическую 
функцию комплексной переменной w ∈ Cn(см. [10]). Далее, пусть 

∂ α α1 αnDj = −i , j = 1, . . . , n, D = (D1, . . . ,Dn), x = x . . . x .1 n∂xj 

где мультииндекс α = (α1, . . . , αn) имеет неотрицательные целые координаты. Через δ(x−x0) 
обозначается мера Дирака, сосредоточенная в точке x0. 

Пусть P (w) — многочлен m−й степени. Рассмотрим уравнение 

P (D)u = 0. (2) 

Определение 1. Распределение Φ c компактным носителем назовем сопровождающим урав­
нение (2), если для любого решения u(x) ∈ C∞(Rn) имеет место равенство 

(Φ, u) = 0. (3) 

Будем также в этом случае называть распределение Φ сопровождающим оператор P (D) или, 
короче, сопровождением оператора P (D) и уравнения (2). 

Отметим сразу же, что для любого многочлена P (D) существуют тривиальные сопро­
вождающие распределения вида Q(D)P (D)δ(x − x0), где Q(D) — произвольный многочлен. 
Между тем теорема о среднем для бесконечно дифференцируемых решений эквивалентна 
существованию некоторого нетривиального сопровождающего распределения. Здесь мы при­
держиваемся терминологии работы [13]. На распределение, которое мы назвали сопровожде­
нием оператора, в работах [11], [12] наложено требование, согласно которому, это распреде­
ление (оно там не называется сопровождающим) должно быть мерой. В рамках настоящей 
статьи мы будем иметь дело только с такими распределениями (с дельта-функцией Дирака), 
однако результаты работы [13] распространяются на произвольные финитные распределе­
ния, поэтому мы придерживаемся введенной там терминологии. Базовыми результатами для 
дальнейшего повествования будут следующие утверждения. 
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Теорема 2. (см. [13]). Для того, чтобы распределение Φ с компактным носителем являлось 
сопровождающим уравнение (2), необходимо и достаточно, чтобы имело место представ­
ление 

Φ(w) = P (w)ψ[(w), w ∈ Cn , (4) [

где ψ[(w) – целая аналитическая функция. 

Теорема 3. (см. [13]). Пусть P (D) = P1(D)P2(D), где P1 и P2 суть многочлены. Пусть 
Φl — распределение с компактным носителем, сопровождающее оператор Pl(D), l = 1, 2. 
Распределение 

Φ = Φ1 ∗ Φ2 

является сопровождающим оператор P (D) = P1(D)P2(D). 

Рассмотрим уравнение 

(a1∂/∂x + b1∂/∂t) (a2∂/∂x + b2∂/∂t) (a3∂/∂x + b3∂/∂t) u = 0. (1) 

Будем называть прямую, заданную уравнением 

bj x − aj t = const, j = 1, 2, 3, (5) 

характеристикой j−го типа для уравнения (1). Будем считать, что все характеристики урав­
нения (1) просты. Пусть M = (x, t). Рассмотрим финитные распределения вида 

Φj (M) = δ(M −Kj )− δ(M −Nj ), j = 1, 2, 3, (6) 

где каждая пара точек 
Kj = (ξj , τj ), Nj = (ηj , θj ), j = 1, 2, 3, (7) 

лежит на характеристике j−го типа. Совершенно очевидно, что каждое распределение Φj (M) 
является сопровождением оператора 

(aj ∂/∂x + bj ∂/∂t) , j = 1, 2, 3. (8) 

Поэтому, в силу теоремы 3, финитное распределение 

Φ(M) = Φ1(M) ∗ Φ2(M) ∗ Φ3(M) (9) 

будет сопровождением уравнения (1). Опишем это сопровождение и соответствующую ему 
формулу среднего. Принимая во внимание известную формулу 

δ(M −M1) ∗ δ(M −M2) = δ(M −M1 −M2), (10) 

мы получим 
Φ(M) = (δ(M −K1)− δ(M −N1))∗
 

∗(δ(M −K2)− δ(M −N2)) ∗ (δ(M −K3)− δ(M −N3)) =
 

4 4

= 
� 

δ(M −As)−
� 

δ(M −Bs) (11) 
s=1 s=1 

где 
A1 = (α1, µ1) = K1 + K2 + K3, A2 = (α2, µ2) = K3 + N1 + N2, (12) 

A3 = (α3, µ3) = K2 + N1 + N3, A4 = (α4, µ4) = K1 + N2 + N3; (13) 
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B1 = (β1, ρ1) = K2 + K3 + N1, B2 = (β2, ρ2) = K1 + N2 + K3, (14) 

B3 = (β3, ρ3) = K1 + K2 + N3, B4 = (β4, ρ4) = N1 + N2 + N3. (15) 

Для описания связей между точками As, Bs, s = 1, 2, 3, 4, удобно использовать "матрицу 
смежности" особого вида. В этой матрице строки соответствуют точкам As, s = 1, 2, 3, 4,, а 
столбцы — точкам Bm, m = 1, 2, 3, 4. На пересечении s−й строки иm−го столбца стоит число 
j, если точки As и Bm лежат на характеристике j−го типа. Если же никакая характеристика 
на проходит через пару точек вида As и Bm, то на пересечении s−й строки и m−го столбца 
стоит ноль. Надобности в столбцах As, s = 1, 2, 3, 4, и строках Bm, m = 1, 2, 3, 4 нет, поскольку 
никакие характеристики на проходят через пары точек вида As, Am, s � m,, Bs, Bm, s � m.= = 
Указанная матрица будет иметь вид 

B1 B2 B3 B4 

A1 1 2 3 0 
A2 2 1 0 3 (16) 
A3 3 0 1 2 
A4 0 3 2 1 

Конечно, то, что матрица смежности имеет именно вид (16), подлежит доказательству. Но 
это несложно. Например, для координат точки A3 = (α3, µ3) = K2 + N1 + N3, учитывая (5) 
и (7), имеем: 

b1α3 − a1µ3 = b1(ξ2 + η1 + η3)− a1(τ2 + θ1 + θ3) = 

= b1(ξ2 + ξ1 + η3)− a1(τ2 + τ1 + θ3) = b1β3 − a1ρ3, 

откуда следует, что характеристика первого типа, проходящая через точку A3, проходит и 
через точку B3, что приводит к появлению числа 1 на пересечении третьей строки и третьего 
столбца. Аналогично проверяются все остальные элементы матрицы. 

Без ограничения общности далее можно считать, что 

a1 = a2 = b1 = 1, b2 = −1. (17) 

Возникает закономерный вопрос: можно ли утверждать, что финитное распределение вида 

4 4

Φ(M) = 
� 

δ(M −As)−
� 

δ(M −Bs) 
s=1 s=1 

для всякого набора точек As, Bs, s = 1, 2, 3, 4, связанных характеристиками так, как это 
описано матрицей (16), будет сопровождением уравнения (1)? Если нам даны такие точки, то 
соотношения (12)–(15) можно рассматривать как систему уравнений относительно искомых 
точек (или их координат) K1,K2,K3, N1, N2, N3. Это переопределенная система линейных 
уравнений. Обычными средствами (например, с помощью метода Гаусса) доказывается, что 
критерием ее совместности является одновременное выполнение равенств (они получены с 
учетом (17)) 

A1 −B1 = B2 −A2 = A4 −B4, A1 −B3 = A2 −B4, A2 −B1 = B4 −A3. (18) 

Соотношения (18) заведомо выполнены для точек, описанных матрицей (16). Теперь осталось 
стандартным образом распространить действие функционала Φ на произвольные регулярные 
решения уравнения (1). Таким образом, мы пришли к следующему утверждению. 
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Теорема 4. Для любых восьми точек As, Bs, s = 1, 2, 3, 4, связь между которыми описы­
вается матрицей (16), имеет место разностное соотношение (формула среднего значения) 

4 4� 
u(As)−

� 
u(Bs) = 0, 

s=1 s=1 

где u = u(x, t) — регулярное решение уравнения (1). 
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