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Аннотация. В работе приведена математическая модель изогнутой линии сжатого 
упругого стержня с учётом микроструктуры материала. Показано, что учёт микрострук­
туры материала стержня ведёт к уменьшению критической силы и к более ранней потере 
его устойчивости по сравнению с идеальным случаем однородного сплошного материала. 
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A MATHEMATICAL MODEL OF ARTICULATED FLEXIBLY
 
BEARING PIVOT DEFORMATION WITH TAKING INTO
 

ACCOUNT OF REPRESENTATIVE ELEMENT MICROTURN
 
M. I. Bykova, S. A. Shashkina
 

Abstract. In this paper a mathematical model of curved line of compressed elastic pivot 
has been constructed with taking into account of microstructure material. The influence of 
microstructure of pivot material promotes to decrease of critical force and reduces to earlier 
loss of stability as compared with ideal case of homogeneous continuous material. 
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В технологиях сегодняшних дней широкое применение находят твердые, жидкие и пла­
стические материалы с внутренней микроструктурой (горные породы, бетон, наноструктуры 
и др.), что ведёт к необходимости их научного изучения. Классические модели механики 
сплошных сред построены в предположении, что элементарный объём (представительный 
объём, деформируемая материальная точка) настолько мал, что его характерные размеры 
бесконечно малы по сравнению с характерными размерами самой задачи. Однако для ря­
да реальных материалов необходимо учитывать относительную величину характерного или 
представительного объёма, поскольку он содержит достаточно большое количество элемен­
тов микроструктуры.Одним из путей учёта микроструктуры является учёт деформирования 
на разных уровнях. 

Определение продольной критической силы, приводящей упругий стержень к неустой­
чивому состоянию, представляет собой классическую задачу, решение которой известно со 
времён Эйлера [1], [2]. Ниже изложено уточнение критической силы для случая учёта мик­
роструктуры материала упругого стержня. 
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Выражение для деформаций с учетом характерного размера h представительного элемента 
в линейном приближении имеет вид [3], [4] 

1 h2  ∇2ε ∗ ij (∇iUj + ∇j Ui) + jjUi,j + ∇ii
2Uj,i
 
, i, j = 1, 2, 3, (1) = 

2 12

−→ 
где U — вектор перемещений. При изгибе стержня сдвиговая компонента тензора деформа­
ций выражается через перемещения следующим образом 

1 h2 
ε ∗ xy = U,x + U,xxx. (2) 

2 12 

Дифференциальное уравнение прогибов стержней постоянной толщины [5] представимо в 
виде 

d2 d d2U 
EJε ∗ 

 
+ P = 0, (3) 

dx2 dx xy dx2 

здесь E — модуль упругости, J — момент инерции поперечного сечения стержня, P — про­
дольная сила.Интегрируя дважды уравнение (3) и исключая сдвиговую деформацию ε∗ (2), xy 
получим дифференциальное уравнение для поперечного перемещения U(x) стержня 

U,xx + h2/12U,xxxx + α2U = c1x + c2, где α =
 
P/EJ. (4) 

Общее решение дифференциального уравнения (4) имеет вид 

λ1x λ2x λ3 x λ4xU(x) = c5x + c6 + c1e + c2e + c3e + c4e . (5) 

Константы c1, c2, c3, c4, c5, c6, входящие в состав решения (5), могут быть определены из 
граничных условий. Собственные значения λ находятся из характеристического уравнения 

h2 
λ4 + λ2 + α2 = 0, (6) 

12 

составленного для дифференциального уравнения (4).Корнями полученного характеристи­
ческого уравнения (6) будут 

λ1,2,3,4 = ±iωj , (7) 
√ 

где i = −1, 

ωj = 

√ 
6 

h

    
1± 

� 

1− (αh)
2 

3 
, (j = 1, 2) — собственная частота. (8) 

Таким образом, решение (5) дифференциального уравнения четвёртого порядка (4) можно 
представить в виде 

U(x) = c1 sinω1x + c2 cosω1x + c3 sinω2x + c4 cosω2x + c5x + c6, (9) 

Заметим, что внешнее приближение решения дифференциального уравнения (4) при h → 0 
приводит к классическому решению и к классическому анализу устойчивости сжатых стерж­
ней. 

Пусть у упругого стержня длиной l оба конца шарнирно опёрты (рис. 1). 
Граничные условия, соответствующие данному виду закрепления имеют вид 

′′ (l)U(0) = 0, U(l) = 0, U ′′ (0) = 0, U = 0. (10) 
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Рис. 1. Схематическое изображение изогнутой оси стержня с шарнирно опертыми конца­
ми. 

′′′ (0) ′′ (l)− hU ′′′ (l)U ′′ (0) + hU = 0, U = 0. (11) 

Дополнительные граничные условия (11), учитывающие характерный размер микро­
структуры материала, соответствуют наличию микроповоротов представительного элемен­
та[6].Используя решение дифференциального уравнения (4) играничные условия (10-11), со­
ставим замкнутую систему уравнений для определения неизвестных постоянных c1, c2, c3, c4, 
c5, c6, входящих в решение (9) 

 
c2 + c4 + c6 = 0 
−c2ω1

2 − c4ω2
2 = 0 

c1 sinω1l + c2 cosω1l + c3 sinω2l + c4 cosω2l + c5l + c6 = 0 

 
−c1ω1

2 sinω1l − c2ω1
2 cosω1l − c3ω2

2 sinω2l − c4ω2
2 cosω2l = 0 . (12) 

−c1hω1
3 − c2ω1

2 − c3hω2
3 − c4ω

2 = 02 

c1(−ω1
2 sinω1l + hω1

3 cosω1l) + c2 −ω1
2 cosω1l − hω1

3 sinω1l +  
+c3 c4 


−ω2

2 sinω2l + hω2
3 cosω2l + −ω2

2 cosω2l − hω2
3 sinω2l = 0 

Система (12) является однородной, следовательно, её нетривиальное решение возможно 
при условии 

detA = 0, (13) 

где A — матрица коэффициентов системы. 
Рассмотрим случай, когда собственные частоты ω1 = ω2 = ω. Тогда равенство (13) примет 

вид 
hlω9 sinωl = 0. (14) 

Решение полученного уравнения (14)при условии ω  = 0 примет вид 

ω = πk/l, k = 1, 2, ..., n. (15) 

Учитывая, что α = P/EJ и равенство (8), (предполагая, что k = 1), получим зависи­
мость критической силы Pкр от характерного размера микроструктуры h материала 

 π  2 � h2  π  2� 
Pkp = EJ 1− . (16)

l 12 l

Учёт микроструктуры (h/l  0) приводит к необходимости рассмотрения стержней, длина= 
которых больше или равна характерному размеру h микроструктуры (l ; h). 

Как следует из рисунка 2, значение критической силы приh  0 всегда меньше значений= 
критической силы для идеального упругого материала. 
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Особенно показателен график отношения K критической силы с учётом микроструктуры 
к классической критической силе (рис. 3) 

π2Pkp 
K = = 1− . (17) 

EJ (π/l)2 3 (l/h)2

Из рисунка 3 следует, что учёт микроструктуры значительно уменьшает величину крити­
ческого усилия, необходимого для потери устойчивости стержня, для малых длин стержней 
таких, что l ; h. 

Рис. 2. Схематическое изображение зависимостикритической силы от длины стержня.
 

Рис. 3. Схематическое изображение отношения критической силы с учётом микрострук­
туры к классической критической силе. 

Так, для стержней длиной l порядка длины представительного элемента h, критическая 
сила с учётом микроструктуры примерно в пять раз меньше критической силы для идеаль­
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ного упругого материала, (то есть без учёта характерного размера h микроструктуры). Для 
стержней большой длины влияние микроструктуры мало ощутимо. 
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