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Аннотация. В работе рассматривается модель малых вынужденных поперечных ко­
лебаний разрывной стилтьесовской струны с произвольным распределением масс (вклю­
чая сосредоточенные), помещенной во внешнюю среду с локализованными особенностями 
типа пружин. Математическая модель реализуется в виде начально – краевой задачи вто­
рого порядка с особенностями в потенциале типа δ′ -взаимодействий. Мы пользуемся рас­
ширенным толкованием интеграла и меры Стилтьеса, предложенным Ю.В. Покорным. 
Чтобы подчеркнуть, что речь идет о такой мере, мы заключаем функцию, стоящую под 
знаком дифференциала в квадратные скобки. За счет расширения понятия интеграла 
удается сохранить поточечное толкование как решений, так и соотношений, что позво­
ляет проводить исследование модели методами, аналогичными классическим. В работе 
доказана единственность решения модели и исследована возможность разложения в ряд 
Фурье. 
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Abstract. In this work was considered a model of small forced transverse oscillations of the 
discontinuous Stiltjes string with arbitrary mass distribution (including concentrated masses) 
placed in the environment with localized singularities of the type of springs. The mathematical 
model is implemented in the form of initial – boundary value problem of second order with 
singularities in the potential of the type δ′ -interactions. We use advanced interpretation of 
Stiltjes integral and measures, proposed by Y. V. Pokorny. To emphasize that we are talking 
about such measure, we conclude the function standing under the sign of the differential in 
brackets. Due to the expansion of the notion of integral is possible to preserve the pointwise 
interpretation of solutions and relations that allows the study of the model by methods similar 
to classic. In this work the uniqueness of the solution of the model was proved and the possibility 
of decomposition of the solution in a Fourier series was investigated. 

Keywords: Stiltjes integral,oscillations of the string, Fourier series. 

В настоящее время достаточно активно ведутся исследования моделей колебательных про­
цессов в струнных системах, актуальных во многих отраслях естествознания и техники. 
Особенно можно выделить публикации Е. И. Моисеева, В. А. Ильина, Л. Н. Знаменской, 
А. И. Егорова, А. В. Боровских, В. В. Провоторова [1]–[5]. 
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Наличие особенностей у изучаемой системы (как внутренних, так и внешних) приводит, 
как правило, к потере гладкости решения дифференциальной модели. Последнее закрывает 
возможность использования обыкновенных производных как при моделировании, так и при 
анализе. Применение теории обобщенных функций (по Соболеву–Шварцу, Коломбо и др.) 
позволяет доказать наличие слабого решения. При этом приходится преодолевать ряд труд­
но разрешимых проблем (типа умножения функции на обобщенную). Однако поточечный 
анализ решения математической модели, очень важный для приложений, при таком подходе 
становится недоступным. 

Работы Стилтьеса о колебаниях струны с бусинками, М. Г. Крейна, Ф. Р. Гантмахера, 
О. Келлога (см. комментарии в [6]) о произвольно нагруженной струне обозначили направле­
ние исследований в интересах физической теории колебаний. Этот подход получил развитие 
в работах Ю. В. Покорного [7], [8], когда уравнение 

′ ) ′ −(pu + qu = f 

с особенностями в потенциале q типа δ-функции, было заменено поточечно задаваемым урав­
нением 

′ ′ −(pu ) ′ σ + uQ ′ = F (1)x σ σ . 

Здесь p, Q, F — функции ограниченной вариации на отрезке [0, ℓ], дифференцирование ве­
дется по σ-мере, порождаемой строго возрастающей на [0, ℓ] функцией σ(x). Уравнение (1), 
имея поточечный характер, аналогичный обыкновенному дифференциальному уравнению, 
допустило разработку [9], [10] качественных методов, направленных на анализ классических 
осцилляционных свойств для задачи Штурма-Лиувилля

′ ′ 
−(pu ) ′ σ + uQ ′ = λuMσ,x σ 
u(0) = u(ℓ) = 0. 

Последнее дало возможность исследовать колебания струн с произвольным количеством со­
средоточенных масс (не более чем счетным), помещенной во внешнюю среду с не более чем 
счетным количеством локализованных особенностей типа пружин, расположенных вдоль гео­
метрического графа [11], [12]. 

Рассмотрим теперь математическую модель малых вынужденных колебаний разрывной 
струны (цепочки из струн, упруго соединенных между собой с помощью пружин), реализуе­
мую в виде начально-краевой задачи 

 
dM ∂2u(x, t) ∂ 

 
∂u(x, t)

 
dQ(x) dF (x, t)

(x) = p(x) − u(x, t) + ,
d[σ] ∂t2 ∂[σ] ∂µ d[σ] d[σ]

 
u(x, 0) = ϕ(x), (2)
∂u 

(x, 0) = ψ(x),
∂t
 

 
u(0, t) = u(ℓ, t) = 0.
 

Функция µ(x) строго возрастает на отрезке [0, ℓ] и разрывна лишь в точках разрыва u(x, t). 
∂u 

Дифференцирование обращается интегрированием по Стилтьесу по µ-мере. При этом в 
∂µ 

каждой точке ξ разрыва µ(x) верно равенство 

∂u u(ξ + 0, t) − u(ξ − 0, t)
(ξ, t) = . 

∂µ µ(ξ + 0)− µ(ξ − 0) 

d 
Дифференцирование обращается интегралом, понимаемым в расширенном смысле. 

d[σ] 
Необходимое нам углубление понятия интеграла Стильтьеса было предъявлено впервые в 
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β

[7]. Напомним, следуя [7], что π-интеграл 
f 
ud[v] для функций u(x), v(x) ограниченной вари­

α 
ации может быть представлен в виде 

β β  
ud[v] = udv0 + 

L 
u(s − 0)Δ− v(s) + 

L 
u(s + 0)Δ+ v(s), 

α<s�β α�s<β α α 

β

где v0 — непрерывная часть v, интеграл 
f 
udv0 понимается по Лебегу-Стилтьесу. Через 

α 
Δ+v(x) мы обозначаем правый скачок функции v в точке x, а именно Δ+v(x) = v(x+0)−v(x); 
через Δ−v(x) — левый скачок в точке x, т.е. Δ−v(x) = v(x)−v(x−0). Полный скачок Δv(x) в 
точке x равен сумме левого и правого скачков. Если обратиться к общей природе интеграла, 
то интегрирующая функция v(s) в π-интеграле определяет в особых точках расщепляющиеся 
меры (левую и правую). Подчеркнем, что взятие функции, стоящей под дифференциалом в 
квадратные скобки, в обозначении π-интеграла должно напоминать, что суммирование про­
исходит именно по таким расщепляющимся в особых точках мерам. Если одна из функций 
u(x) или v(x) непрерывна, то π-интеграл совпадает с обычным интегралом Стилтьеса. 

В точках ξ, в которых u(x, t) терпит разрыв, уравнение в (2) реализуется в виде равенств 

∂2u ∂u 
Δ−M(ξ) (ξ − 0, t) = Δ−(p )(ξ, t)− u(ξ − 0, t)Δ−Q(ξ) + Δ−F (ξ, t),

∂t2 ∂µ

∂2u ∂u 
Δ+M(ξ) (ξ + 0, t) = Δ+(p )(ξ, t)− u(ξ + 0, t)Δ+Q(ξ) + Δ+F (ξ, t). 

∂t2 ∂µ

Заметим, что скачки Δ−M(ξ), Δ+M(ξ) равняются массам, сосредоточенным на разорванных 
(в точке ξ) концах струны, Δ−Q(ξ), Δ+Q(ξ) равняются упругостям внешних пружин, при­
крепленных к разорванным концам струн, p(ξ) равняется упругости пружины, соединяющей 
разорванные концы струн, Δ−F (ξ, t), Δ+F (ξ, t) — сосредоточенные на разорванных концах 
струн силы. 

В точках s, в которых функция u(x, t) непрерывна, но хотя бы одна из функций p(x), Q(x), 
M(x), F (x, t) терпит разрыв, уравнение из системы (2) понимается как 

∂2u ∂u 
ΔM(s) (s, t) = Δ(p )(s, t)− u(s, t)ΔQ(s) + ΔF (s, t). 

∂t2 ∂µ

Решение u(x, t) задачи (2) будем искать в классе функций E таких, что при каждом фик­
сированном t функция u(x, t) является µ-абсолютно непрерывной по переменной x, при этом 

′функция u (x, t) [σ]-абсолютно непрерывна по переменной x. Также предполагается, что µ

u(x, t) дважды непрерывно дифференцируема по переменной t. Кроме того, для всех пар 
(x0, t0) и для любого ε > 0 существует δ > 0, что если |µ(x) − µ(x0)| < δ, |t − t0| < δ, 
то |u(x, t) − u(x0, t0)| < ε. Функции ϕ(x), ψ(x) предполагаются µ-абсолютно непрерывными, 
причем, ϕ ′ (x), ψ ′ (x) – функции ограниченной вариации на [0, ℓ].µ µ

Теорема 1. Пусть p(x), Q(x), M(x), F (x, t) — [σ]-абсолютно непрерывны по x на [0, ℓ]; 
inf p > 0; функция M(x) строго возрастает на [0, ℓ], Q(x) не убывает на [0, ℓ]. Тогда мате­
[0,ℓ] 

матическая модель (2) не может иметь двух различных решений в классе E. 

Доказательство. Предположим, что существует два различных решения u1(x, t), u2(x, t) 
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задачи (2). Тогда разность v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) является решением задачи 

 
dM ∂2v ∂ dQ′ (x) (x, t) = (p(x)vµ(x, t))− v(x, t) (x),
d[σ] ∂t2 ∂[σ] d[σ]

v(0, t) = v(ℓ, t) = 0, (3) 
v(x, 0) = 0, 
′ 


v (x, 0) = 0.
 

t

′Умножим первое уравнение системы (3) на v и проинтегрируем:t 

ℓ ℓ ℓ 

′ ′′ ′ ′ ′ v (x, t)v (x, t) d[M(x)] = v (x, t) dx[p(x)v (x, t)]− v (x, t)v(x, t) d[Q(x)]. (4)t tt t µ t

0 0 0 

Зафиксируем произвольное T ∗ ∈ [0, T ] и проинтегрируем (4) по отрезку [0, T ∗]. Получим, что 

T ∗ ℓ T ∗ ℓ 

′ ′′ ′ ′ v (x, t)v (x, t) d[M(x)] dt = v (x, t) dx[p(x)v (x, t)] dt−t tt t µ

0 0 0 0 

T ∗ ℓ 

′ − v (x, t)v(x, t) d[Q(x)] dt. (5)t

0 0 

Воспользовавшись теоремой Фубини и начальными условиями, преобразуем интеграл слева 

T ∗ ℓ ℓ 

′ ′′ ′ v (x, t)v (x, t) d[M(x)] dt = 
1

(v (x, T ∗ ))2d[M(x)].t tt 2 t

0 0 0 

T ∗ ℓ 

′ ′ Внутренний интеграл в vt(x, t) dx[p(x)vµ(x, t)] dt проинтегрируем по частям, получим 

0 0 

T ∗ ℓ ℓ T ∗ 

′ ′ ′ ′ vt(x, t) dx[p(x)vµ(x, t)] dt = − p(x)vµ(x, t) d(vt(x, t)) dt. 

0 0 0 0 

x 
∂ ′′Заметим, что справедливо равенство vt(x, t) = (vµ(s, t)) dµ(s). ∂t

0 

Тогда 

ℓ T ∗ ℓ T ∗ 

∂′ ′ ′ ′ − p(x)vµ(x, t) dxvt(x, t) dt = − p(x)vµ(x, t) vµ(x, t) dµ(x) dt = 
∂t 

0 0 0 0 

ℓ T ∗ ℓ 
1 ∂ 1′ ′ = − p(x) 

(
v (x, t)

)2 
dµ(x) dt = − p(x)

(
v (x, T ∗ )

)2 
dµ(x).µ µ2 ∂t 2 

0 0 0 
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T ∗ ℓ
 
′
 Интеграл v (x, t)v(x, t) d[Q(x)] dt можно переписать какt

0 0 

T ∗ ℓ T ∗ ℓ 

′ v (x, t)v(x, t) d[Q(x)] dt = 
1 ∂ 

(v(x, t))2 d[Q(x)] dt = t 2 ∂t 
0 0 0 0 

ℓ T ∗ ℓ 
1 ∂ 1 

= (v(x, t))2 dt d[Q(x)] = (v(x, T ∗ ))2 d[Q(x)]. 
2 ∂t 2 

0 0 0 

Окончательно (5) может быть записано в виде 

ℓ ℓ ℓ 
1 1 1′ ′(

v (x, T ∗ )
)2 
d[M(x)] + p(x)

(
v (x, T ∗ )

)2 
dµ(x) + (v(x, T ∗ ))2 d[Q(x)] = 0.t µ2 2 2 

0 0 0 

Значит, v(x, T ∗) = 0 для всех T ∗. Поэтому v(x, T ) = 0, что и требовалось доказать. 
Исследуем вопрос о возможности представления решения математической модели 

 
dM ∂2u ∂ dQ′ (x) (x, t) = 

(
p(x)u (x, t)

) 
− u(x, t) (x),µd[σ] ∂t2 ∂[σ] d[σ]


u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, (6) 
u(x, 0) = ϕ(x), 
′ 


u (x, 0) = ψ(x),
 

t

в виде ряда Фурье по собственным функциям спектральной задачи 


d ′ dQ dM − (p(x)X (x)) +X(x) = λX(x) , 

µd[σ] d[σ] d[σ] (7) 
X(0) = X(ℓ) = 0. 

Спектральная задача (7), записанная в интегро-дифференциальной форме, подробно изучена 
в работе [13]. Показано, что спектр Λ задачи (7) состоит из неограниченной последователь­
ности вещественных, простых и положительных собственных значений, единственная точка 
сгущения которых +∞. Если занумеровать их в порядке возрастания: 0 < λ1 < λ2 < . . . < 
λn < . . ., а через ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . обозначить соответствующие им амплитудные 
функции, то {ϕi(x)}∞ обладают следующими свойствами:i=1 

1. ϕ1(x) не имеет нулевых точек внутри (0, ℓ); 

2. ϕk(x) (k = 2, 3, . . .) имеет внутри (0, ℓ) ровно k − 1 нулевых точек; 

3. нулевые точки ϕk(x) и ϕk+1(x) перемежаются. 

Отметим, что амплитудные функции, отвечающие различным собственным частотам, ор­
тогональны в смысле скалярного произведения 

ℓ 

(ϕ, ψ) = ϕ(x)ψ(x) d[M(x)]. 

0 
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Будем считать, что амплитудные функции нормированы так, чтобы 

 
ℓ  

IϕnI =
 

ϕ2 (x)d[M(x)] = 1.n 
0 

Покажем, что для всякой µ-абсолютно непрерывной функции f (x), производная которой 
имеет конечное на [0, ℓ] изменение и принимающей нулевые значения в концевых точках [0, ℓ], 
ряд Фурье по амплитудным функциям сходится равномерно и абсолютно на [0, ℓ] , где через µ

[0, ℓ] обозначено множество из [7]-[10], полученное из отрезка [0, ℓ] заменой всякой точки ξ µ 
∞

разрыва µ(x) на пары ξ−0 и ξ+0. Заметим, что тогда коэффициенты ряда Фурье 
L 

cnϕn(x), 
n=1 

построенного для функции f (x), определяются по формулам 

ℓ 

cn = f (x)ϕn(x)d[M(x)]. (8) 

0 

Покажем, что ряд Фурье 
∞L 
cnϕn(x), (9) 

n=1 

где cn определяются по формулам (8), сходится к f (x) в среднем: 

ℓ  N
 2 

lim f (x)−
L 

ckϕk(x) d[M(x)] = 0. 
N→∞ 

k=1 0

На множестве E0 µ-абсолютно непрерывных на [0, ℓ] функций X(x), производная которых 
имеет конечную на [0, ℓ] вариацию, и X(0) = X(ℓ) = 0, рассмотрим функционал 

ℓ ℓ 

′2Φ(X) = pX dµ + X2d[Q].µ 

0 0 

Функции 
N

fN (x) = f (x)−
L 

ckϕk(x) 
k=1 

принадлежат E0 при всех N . Введем следующие обозначения 

ℓ 
fN (x)

Δ2 = fN 
2 (x) d[M(x)], ψN (x) = .N ΔN 

0 

Заметим, что 
N

  
1 2Φ(ψN ) =

Δ2 Φ(f )−
L 

λkck , 
N k=1 

при этом 
Φ(ψN ) � λN+1, 
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где λN+1 – (N + 1)-ое собственное значение (7). Таким образом, 

NL1 
Δ2 
N 

2Φ(f )−
 λkc .
kλN+1 
k=1 

NL
λkc 

2 
k ограничено при всех N . Из того,
 Так как λk > 0 для всех k, то выражение Φ(f ) − 

k=1 

что λN+1 → +∞ при N → ∞ следует Δ2 → 0, откуда вытекает сходимость ряда Фурье в N 
среднем. 

∞L
Теперь остается доказать, что ряд
 ckϕk(x) сходится равномерно и абсолютно на [0, ℓ] ,µ

k=1 

так как в этом случае сходится он может только к f (x). 
В [13] показано, что решение u(x) задачи (7) может быть представлено в виде 

ℓ 

u(x) = λ K(x, s)u(s) d[M(s)]. (10) 

0 

При этом собственные функции и собственные значения задачи (7) совпадают с собствен­
ными функциями и характеристическими значениями (10). Согласно [13], оператор Au(x) = 
ℓ 

K(x, s)u(s) d[M(s)] является положительным, вполне непрерывным в пространстве Cµ[0, ℓ] 

µ — непрерывных функций; функцию влияния K(x, s) можно представить в виде 


 

−1 min{x,s} 

0 0 max{x,s} 

d dQ ′ где ζ(x) — положительное решение однородного уравнения − (p(x)X (x))+X(x) = 0,
d[σ] µ d[σ] 

доказательство существования которого можно найти в [13]. 
Образуем ядро 



 

ℓ ℓ 
dµ(t) 

p(t)ζ2(t) 

dµ(t) dµ(t)

K(x, s) =
 ,
 

p(t)ζ2(t) p(t)ζ2(t)

Ln

λk
k=1 

ϕk(x)ϕk(s)
ωn(x, s) = K(x, s)− ,
 

L 

где λk — характеристические значения, ϕk — собственные функции (10). 
Заметим, что λn+1, λn+2,. . . и функции ϕn+1(x), ϕn+2(x),. . . представляют собой полную 

совокупность характеристических чисел и собственных функций уравнения 

ℓ 

ϕ(x) = λ ωn(x, s)ϕ(s) d[M(s)]. 

0 

Для любой неотрицательной функции q(x) ∈ Cµ[0, ℓ] справедливо 

ℓ ℓ ∞ 2ck

λk 

I = ωn(x, s)q(x)q(s) d[M(x)] d[M(s)] =
 0,
 
k=1 0 0 
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где λk – собственные значения ядра ωn соответственно, совпадающие с λn+1, λn+2,. . . , которые 
являются положительными. Тогда для любого x ∈ [0, ℓ] верно (x, x) 0, т.е. µ ωn

n
ϕ2 
k(x)

L 
K(x, x) C ∗ . 

λk
k=1 

Заметим, более того, что для изучаемого случая в силу симметричности функции влияния 
будет верно равенство 

ℓ∞
1L 

= K(s, s) d[M(s)]. 
λk

k=1 0 

Применим теперь критерий Коши для доказательства равномерной сходимости функцио­
n+m

нального ряда (9). Для суммы 
L 

|ckϕk(x)| при некоторых n и m последовательно находим 
k=n 

1/2 1/2n+m n+m n+m n+m√ ϕk(x) 2 ϕ2 
k(x)

L 
|ckϕk(x)| = 

L 
|ck λk| · 

���� √ 
���� 

L 
ckλk 

L 
, 

λk λk
k=n k=n k=n k=n 

что и требовалось. 
Введем следующее обозначение: 

′ LX ≡ −(pX ) ′ + XQ ′ µ [σ] [σ]. 

Предыдущие рассуждения позволяют доказать следующую теорему. 
Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
 

1) функции µ(x), M(x) строго возрастают, а Q(x) не убывает на [0, ℓ]; функция p(x)
 
отделена от нуля; 

2) p(x), Q(x), M(x) — [σ]-абсолютно непрерывны на [0; ℓ]; 

3) ϕ(x) и ψ(x) µ-абсолютно непрерывны на [0; ℓ], производные ϕ ′ (x) и ψ ′ (x) имеют ко­µ µ

нечное на [0; ℓ] изменение;
 

4) квазипроизводные p(x)ϕ ′ (x) и p(x)ψ ′ (x) [σ]-абсолютно непрерывны на [0; ℓ];
µ µ

L(ψ)(x) L(ϕ)(x)
5) функции и µ-непрерывны на [0; ℓ];′ ′ M (x) M (x)[σ] [σ]

L(ψ)(x)
6) µ-абсолютно непрерывна на [0; ℓ] и её производная является функцией ограни­′ M (x)[σ]

ченной вариации; 

7) ϕ(0) = ϕ(ℓ) = L(ϕ)(0) = L(ϕ)(ℓ) = ψ(0) = ψ(ℓ) = 0. 

Тогда функция 

∞
Bk 

u(x, t) = 
L 

ϕk(x) Ak cos
�
λk t + √ sin

�
λk t ,

λkk=1 

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 3 80 



  

  

Дифференциал Стильтьеса в моделировании колебаний струны. . .
 

где ϕk(x) — нормированная амплитудная функция, отвечающая собственному значению λk, 
ℓ ℓ 

Ak = ϕk(x)ϕ(x)d[M(x)], Bk = ϕk(x)ψ(x)d[M(x)] является решением математической 

0 0 
модели  

dM ∂2u ∂ ∂u dQ
(x) = p(x) − u ,

d[σ] ∂t2 ∂[σ] ∂µ d[σ]
 

u(x, 0) = ϕ(x), 
∂u 

(x, 0) = ψ(x),
∂t 

 
u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, 

причем ряд для u(x, t) можно дифференцировать почленно по t дважды и по µ, [σ] также 
дважды; полученные таким образом ряды сходятся абсолютно и равномерно на множестве 
[0, ℓ]µ × [0, T ]. 
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