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Аннотация. Рассмотрено стохастическое дифференциальное уравнение, описываю
щее динамику капитала страховой компании, работающей на финансовом (B, S) - рынке 
и получающей дивиденды за владение акцией. При этом выделен случай, когда финан
совый рынок состоит из безрискового актива - банковского счета и рискового актива 
– акции. Для описания эволюции цены этой акции использовалось геометрическое бро
уновское движение, так называемая модель П. Самуэльсона. Считалось, что страховая 
компания работает только с собственным капиталом, привлечение средств извне не рас
сматривалось. Учитывая доход от инвестиционной деятельности на финансовом (B, S) 
рынке, составлено уравнение, описывающее динамику капитала страховой компании, для 
которого методами группового анализа было найдено решение в явном виде. 

Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение, групповой анализ, 
допустимый оператор, группа преобразований, первые интегралы, (B, S) – рынок. 
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Abstract. The stochastic differential equation, describing the insurance company capital 
dynamics working on financial (B, S) - market and drawing dividends for possession an share, is 
considered. A case is thus distinguished, when a financial market consists of riskfree asset - bank 
account and risk asset - share. For description of share price evolution geometrical brownian 
motion, so-called model of P.Samuelson, was used. It was considered that an insurance company 
worked only with a property capital, bringing in of facilities from outside was not examined. 
Taking into account an investment activity income on financial (B, S) - market, an equation 
was worked out, describing the dynamics of insurance company capital. It was found in the 
explicit solution by the methods of group analysis for this equation. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
 

Пусть задан финансовый (B, S)–рынок, состоящий из двух активов: безрискового (банков
ского счета), цена которого описывается уравнением: 

dB(t) = rB(t)dt, B(0) > 0, (1) 

где r (r > 0) — процентная ставка или банковский процент, B(0) — сумма на депозите в 
начальный момент времени. Цена рискового актива (акции) описывается моделью, заданной 
на стандартном вероятностном пространстве (Ω, F, P), которая имеет вид: 

dS(t) = S(t) (µdt + σdW (t)) , (2) 

где W (t) — стандартный винеровский процесс. 
Пусть страховая компания, имеющая на момент времени t капитал Xx(t) (X(0) = x) , ра

ботает на финансовом (B, S) - рынке, цены на котором описываются уравнениями (1) и (2), 
причем 
uXx(t), 0 < u < 1 — часть капитала, которую страховая компания инвестирует в акции, 
(1− u)Xx(t) — часть капитала, размещаемая компанией на банковском депозите. 
За владение акцией осуществляется выплата дивидендов D со скоростью δuS(t), 0 � δ < r 

пропорциональной рисковой составляющей капитала [1], а именно: 

dD(t) = δudt. (3) 

Считаем, что страховая компания работает только с собственным капиталом, привлечение 
средств извне не рассматривается. Если в момент времени t цена акции S(t), тогда на сумму 

uXx(t)uXx(t) можно будет купить S(t) акций. 

Учитывая доход от инвестиционной деятельности на (B, S) - рынке, уравнение, описыва
ющее динамику капитала страховой компании, имеет вид: 

dXx(t) = udB(t) + (1− u)dS(t) + dD(t), (4) 

или, учитывая (1), (2) и (3), уравнение (4) можно переписать в виде: 

dXx(t) = (rXx(t) + (1− u)S(t)(µ − r + δ)) dt + (1 − u)S(t)σdW (t). (5) 

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Решение уравнения (5) будем искать методами группового анализа, которые для детерми
нированных дифференциальных уравнений были разработаны С. Ли и развиты Л.В. Овсян
никовым, напр. [2]. Методы группового анализа стохастических дифференциальных уравне
ний были впервые предложены в работе [3] и получили более широкое применение в работах 
итальянских ученых [4]–[6]. Однако подход, предложенный авторами в [4]–[6], не позволяет в 
большинстве случаев решать стохастические дифференциальные уравнения, а также строить 
их первые интегралы. В статье [7] была доказана теорема, позволяющая строить первые инте
гралы для стохастических дифференциальных уравнений методами группового анализа этих 
уравнений. Также в работе [8] было рассмотрено линейное стохастическое дифференциальное 
уравнение общего вида с произвольными параметрами: 

du = (bu + α) dt + (σu + β)dW (t), (6) 
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где b, α, σ, β — параметры, в общем случае не равные нулю. 
Приведем основные понятия группового анализа стохастических дифференциальных урав

нений (СДУ). 
Все понятия и теоремы сформулированы для стохастического дифференциального урав

нения вида: 
t tj j

u (t) = u0 + A (h, u (h)) dh + B (h, u (h)) dW (h), (7) 

0 0 

рассматриваемого на полном вероятностном пространстве (Ω, F, P ). 
В уравнении (7) {W (t) , t ∈ [0, T ]} − d - мерный винеровский процесс относительно филь

трации {Ft, t ∈ [0, T ]}, W (i) (t) - независимые винеровские процессы, u0 −F0 -измеримый слу
чайный вектор, A : [0, T ] × Rn → Rn , B : [0, T ] × Rn → Rn × Rd - измеримые неслучайные 
функции. Предполагается, что коэффициенты уравнения (7) удовлетворяют условиям теоре
мы существования и единственности решения, сформулированной в работе [9, c. 109]. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНВАРИАНТНОСТИ СИСТЕМЫ СДУ ИТО 
ОТНОСИТЕЛЬНО ГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

Будем рассматривать обратимые преобразования переменной времени в интервале t ∈ 
[0, T ], зависящие от одного вещественного параметра a: 

s = f (t, a) , (8) 

где s ∈ [s0, sT ], a ∈ Δ ⊆ R, - групповой параметр, Δ - симметричный около нуля интервал, 
s0 = f (0, a), sT = f (T, a). 

Пусть функция f (t, a) удовлетворяет следующим условиям: 
1). f (t, 0) = t, ∀t ∈ [0, T ]; 
2). f (f (t, a) , b) = f (t, a + b), ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ Δ, ∀b ∈ Δ, таких, что (a + b) ∈ Δ; 
3). f ∈ C2 ([0, T ]× Δ), ft > 0, ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ Δ. 
Из условия 2) следует, что обратное преобразование получается изменением знака пара

метра a, т.е. f −1 (s, a) = f (f (t, a) , −a) = t = f (s, −a). 
Произведём в уравнении (7) замену переменной времени по формуле t = f (s, −a). Полу

чим: 

s s

u (s) = u0 + 

j 
A (f (r, −a) , uu (r)) fr (r, −a) dr + 

j 
B (f (r, −a) , uu (r))

J
fr (r, −a)dw (r). (9) u

s0 s0 

В полученном уравнении (9) w (s) - это новый винеровский процесс, определенный на том 
же самом вероятностном пространстве, что и исходный винеровский процесс W (t), входящий 
в уравнение (7), s = f (t, a), t ∈ [0, T ], a ∈ Δ. 

Следующая лемма устанавливает взаимосвязь винеровских процессов, входящих в урав
нения (7) и (9). 

Лемма 1. Пусть W (t) стандартный винеровский процесс, s = f (t, a) локальная однопа
раметрическая группа преобразований, где функция f (t, a) удовлетворяет условиям (1–3), 
fs (s, −a) > 0 для всех допустимых s, a. Тогда существует винеровский процесс w (s), опре
деленный на том же самом вероятностном пространстве, что и W (t), такой, что при 
всех допустимых t, s, a с вероятностью 1 справедливы равенства: 

W (f (s, −a)) = 

sj J
fh (h, −a)dw (h), (10) 

s0 
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tj
w (f (t, a)) = 

J
fh (h, a)dW (h). (11) 

0 

Следствие 1. Если s0 = f (0, a), то P {w (s0) = 0} = 1. 
Далее будем рассматривать преобразования фазовой переменной u: 

v = g (t, W (t) , u, a) . (12) 

Здесь a ∈ Δ ⊆ R, - групповой параметр, Δ - симметричный около нуля интервал.
 
Функция g удовлетворяет условиям:
 
1а) g (t, W (t) , u, 0) = u;
 
2а) g (f (t, a) , w (f (t, a)) , g (t, W (t) , u, a) , b) = g (t, W (t) , u, a + b) с вероятностью 1 для лю

бых t ∈ [0, T ], u ∈ Rn , a ∈ Δ, b ∈ Δ, таких, что (a + b) ∈ Δ, W (t) и w (s) связаны преобразо
ванием времени по формулам (10) – (11); 

3а) g ∈ C2 
(
[0, T ]× Rd × Rn × Δ

)
. 

4а) матрица первых производных функции g по переменной u невырожденная. 
Преобразования f и g, определенные формулами (8) и (12) порождают группу G. 
Дадим определение допустимой группы для СДУ Ито (7). 
Определение 1. Уравнение (7) называется инвариантным относительно группы G (или 

допускает группу G), если процесс 

v(s) = g (f (s, −a) ,W (f (s, −a)) , u (f (s, −a)) , a) 

является решением уравнения: 

s sj j
v(s) = g (0, 0, u0, a) + A(h, v(h))dh + B(h, v(h))dw(h), 

s0 s0 

где u (t) — решение уравнения (7). 

Замечание 1. Определение 1 нужно понимать следующим образом: под действием груп
повых преобразований вида (8), (12) СДУ Ито (7) преобразуется в СДУ Ито с такими же 
коэффициентами сноса и диффузии, но с другим винеровским процессом, который связан со 
старым винеровским процессом, входящим в уравнение (1) формулами (10) - (11). При этом 
также изменяется начальное условие. 

Приведем основные характеристики допустимой группы. 
Каждая допустимая группа однозначно определяется своим касательным векторным по

лем. Касательное векторное поле группы G можно также определить в виде дифференциаль
ного оператора первого порядка, который также называют инфинитезимальным оператором 
группы. Следующим определением мы фиксируем вид инфинитезимального оператора груп
пы, допустимой для СДУ Ито (7). 

Определение 2. Линейный дифференциальный оператор вида 

n

X = ξ (t) ∂t + 
п 

η(i) (t, W (t) , u)∂ui (13) 
i=1 

будем называть инфинитезимальным оператором допустимой группы G для уравнения (7). 

По координатам оператора (13) строятся уравнения Ли: 

∂f (t, a) 
= ξ (f (t, a)) , f (t, 0) = t; (14) 

∂a 
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∂g(i) (t, W (t) , u, a) 
= η(i) (f (t, a) , w (f (t, a)) , g (t, W (t) , u, a)) , η(i) (t, W (t) , u, 0) = ui, (15) 

∂a
 

i = 1, . . . n.
 

Равенства (15) выполнены с вероятностью 1 для винеровских процессов W (t) и w (s), 
связанных преобразованием времени по формулам (10) – (11), ∀u ∈ Rn , ∀t ∈ [0, T ], ∀a ∈ Δ ⊆ 
R, где Δ – некоторый симметричный около нуля интервал. 

Далее приведен критерий инвариантности СДУ (стохастического дифференциального 
уравнения) (7), который представляет собой систему линейных уравнений в частных про
изводных. 

Теорема 1. (Критерий инвариантности системы СДУ относительно допустимой 
группы.) Система уравнений (7) инвариантна относительно группы преобразований с ин
финитезимальным оператором (13) тогда и только тогда, когда коэффициенты уравнения 
и координаты оператора удовлетворяют следующей системе уравнений: 


 


 

1ξt · B − η· B + ξ · Bt + Bu · η − η= 0,2 u W 

−ηt + ξt · A − η· A + ξ · At + Au · η− (16) u

−1 1 
2Sp (ηuu · B · B∗)− Sp (ηuW · B)− 2Sp (ηWW ) = 0. 

“*” - этот знак, выставленный вверху обозначения матрицы, обозначает матрицу, транспо
нированную к данной матрице. 

Определение 3. Функция Φ �= const., где Φ : [0, T ] × Rd × Rn → R, Φ ∈ ( )
2 d nC [0, T ] R R , называется первым интегралом для СДУ (1), если с вероятностью × × 

п 

1 выполнено равенство: Φ (t, W (t) , u (t)) = Φ (0, 0, u0) , ∀t � 0. 

Для построения решения, в случае уравнения (5) первого интеграла, воспользуемся тео
ремой из [7]: 

Теорема 2. Если уравнение (1) допускает оператор 

n

X ∗ θ(i) (t, W (t) , u) · h (Φ (t, W (t) , u (t))) ∂ui , (17) ∂t +=
 

п 

i=1 

где функции θ(i) (t, W (t) , u) удовлетворяют системе определяющих уравнений (16) при усло
вии, что ξ (t) = 1, то функция Φ (t, W (t) , u (t)) является первым интегралом системы 
стохастических уравнений (7). 

Если функция Φ (t, W (t) , u (t)) является первым интегралом системы стохастических 
уравнений (7), то уравнение (7) допускает оператор 

n

X ∗ θ(i) (t, W (t) , u)∂t + h (Φ (t, W (t) , u (t))) ∂ui=
 ·
 ,
 
i=1 

где функции θ(i) (t, W (t) , u) удовлетворяют системе определяющих уравнений (16) при усло
вии, что ξ (t) = 1, функция h произвольная. 

Для упрощения записей и вычислений уравнение (5) приведем к уравнению (6), сделав 
замену 

ασ 
b = r, α = uS(µ − r + δ), β = . (18) 

µ − r + δ 

После замены (18) уравнение (5) преобразуется к виду: 

dXx(t) = (bXx(t) + α) dt + βdW (t). (19) 
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Подставим коэффициенты уравнения (19) в систему (16), положив при этом ξ (t) = 1, 
получим: { 

−ηW − ηX β = 0, 
−ηt − ηX (bX + α) + bη − (20) 

ηXX β
2 = 01

2
1
2ηWW − ηXW β −

Решая полученную систему (20), найдем:
 

η =
 e
 btI 



(X − βW (t)) e
 −bt −

j

0 

t

e −bs (bβW (s) + α) ds (21)
 .
 

Согласно приведенной выше теореме 2, функция
 

Ф
 = (X − βW (t)) e
 −bt −
j

0 

t 

e
 −bs (bβW (s) + α) ds (22)
 

является первым интегралом уравнения (19), в чем легко убедиться, применив к выражению 
(22) формулу Ито [10]: 

dФ = 0. 

Возвращаясь к старым переменным, учитывая замену (18) и определение 3 первого инте
грала, окончательно получим решение уравнения (5): 

+
 e
 rt 
j

0 

t (
ασrW (s)−rs e 
µ − r + δ 

+ uS(s)(µ − r + δ)


)


ds.
 (23)
 
ασW (t)


X
 =
 
µ − r + δ
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье рассмотрена модель финансовой математики - стохастическое дифферен
циальное уравнение, описывающее динамику капитала страховой компании, с учетом дохода 
от инвестиционной деятельности на финансовом рынке. Модель состоит из двух активов: 
безрискового (банковского счета) и рискового (акции). Рассматривался случай, когда стра
ховая компания получает дивиденды за владение акцией. Для рассматриваемого уравнения 
методами группового анализа стохастических дифференциальных уравнений было найдено 
решение в явном виде. 
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