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Аннотация. В работе показано, что два параллельных плоских дефекта в кристалле 
могут выступать в качестве волновода для квантовой квазичастицы или волны с биквад
ратным законом дисперсии. Определены энергии (частоты), при которых возбуждения 
локализуются между дефектами и свободно распространяются вдоль них. Установлено, 
что такие возбуждения соответствуют двум типам состояний: симметричным и антисим
метричным. 
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WAVEGUIDE PROPERTIES OF TWO PARALLEL PLANAR
 
DEFECTS IN THE MEDIUM WITH SPATIAL DISPERSION
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Abstract. It is shown that two parallel planar defects in the crystal can act as a waveguide 
for a quantum quasi-particle or a wave with bi-quadratic dispersion law. A range of energies 
(frequencies) in which excitations are localized between defects and propagate along them is 
determined. It was found that such excitations correspond to two types of states: symmetric 
and antisymmetric. 
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Особенности взаимодействия волн или частиц (квазичастиц) с различными дефектами в 
кристаллах активно изучаются как в теоретическом, так и в экспериментальном плане. Осо
бый интерес представляют системы, в которых имеется несколько групп волн (квазичастиц) 
с отличающимися законами дисперсии (зависимости энергии от волнового вектора), или в 
которых наблюдается более сложный, чем квадратичный закон дисперсии. В этих случаях 
даже для волн с однокомпонентным вектором смещения возникают резонансные явления, 
связанные с наличием в системе так называемых квазилокальных состояний [1]–[3]. Был 
проведен подробный анализ взаимодействия с дефектами волн, имеющих несколько ветвей 
закона дисперсии [4]–[7], биквадратный закон дисперсии [8], [9], где показано, что при опреде
ленном соотношении параметров возможно полное отражение и полное прохождение волны 
через дефект. 

Существование законов дисперсии биквадратного вида доказано экспериментально и под
тверждено теоретическими расчетами для низкоэнергетических участков энергетического 
спектра электронов и дырок в полупроводниковых кристаллов. В частности, как показано в 

� Савотченко С. Е., 2015 

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 3 

c

43 



С. Е. Савотченко
 

[10], зависимость энергии ε от квазиимпульса (волнового вектора) k = (kx, ky, kz) для невы
рожденных зон, как электронов, так и дырок кристалла In4Se3 в окрестности запрещенного 
энергетического промежутка соответствует закону дисперсии непараболического вида: 

ε(k) = E0 + αxk
2 + αyk

2 + αzk
2 + βxk

4 + βyk
4 + βz k

4 , (1) x y z x y z 

причем |αi| << |βi|, i = x, y, z. Такое вида модельное выражение достаточно хорошо описы
вает широкий класс полупроводниковых кристаллов с химическим составом типа In-Se. 

В [2] было показано, что в полупроводниковом кристалле, обладающем зонной структу
рой энергетического спектра с законом дисперсии вида (1), волновая функция стационарного 
состояния состоит из двух парциальных слагаемых. Это приводит к возникновению полного 
отражения от дефекта (граница раздела) при нетривиальных условиях, то есть когда дефект 
характеризуется отличной от нуля интенсивностью взаимодействия с квазичастицой и энер
гия налетающей квазичастицы не совпадает с границей сплошного спектра стационарных 
состояний. 

Волноводные свойства двух параллельных плоских дефектов описаны в [4], где показано, 
что они могут играть роль волновода по отношению к волне, имеющей две ветви закона 
дисперсии, если ее энергия отвечает свободно распространяющимся состояниям одной ветви 
и локализованным состояниям другой ветви. В зависимости от ориентации волнового вектора 
этой волны по отношению к выделенной изоэнергетической поверхности между дефектами 
будут «зажаты» волны, энергии которых лежат в достаточно широком диапазоне. 

Целью данной работы является установление принципиальной возможности локализации 
волн, распространяющихся воль двух параллельных плоских дефектов, аналогично работе 
[4], но с одной ветвью закона дисперсии. Другими словами, будут рассматриваться волно
водные свойства двух таких дефектов по отношению к волне, имеющей биквадратный закон 
дисперсии. 

Анализ проведем на примере модельной системы, в которой волна (квазичастица) имеет 
закон дисперсии вида (1). Пусть стационарная волна распространяется вдоль двух одинако
вых плоских дефектов, расположенных на расстоянии 2h параллельно друг другу в плоскости 
yOz. Тогда положив E0 = 0, αx = α/2, βx = β/2, α⊥ = αy = αz и считая βx >> βy и βx >> βz, 
запишем закон дисперсии в виде: 

k2ε(k) = α · k2/2 + α⊥ · ⊥ + β · k4/2 (2) 

где k = и k2 = k2 + k2 . Закону дисперсии (2) отвечает стационарное уравнение типа kx ⊥ y z 
Шредингега 

α ∂2Ψ 
 
∂2Ψ ∂2Ψ

 
β ∂4Ψ 

εΨ = − − α⊥ + + + UΨ, (3) 
2 ∂x2 ∂y2 ∂z2 2 ∂x4 

где U — потенциал, моделирующий границы раздела кристаллических полупространств. В 
случае электрона в законе дисперсии (2) ε — его энергия, α = 1/m, m — эффективная масса. 
В случае фонона ε — это квадрат его частоты, а параметр α представляет собой квадрат 
фазовой скорости s (в единицах n = 1). 

Если считать, что кристалл вдоль границ раздела однородный, то решение уравнения (3) 
следует искать в виде: Ψ(x, y, z) = ψ(x) exp{i(ky y + kzz)}. Тогда рассматриваемая система 
фактически сводится к одномерной. В этом случае, предполагая короткодействующий (ло
кальный) характер взаимодействия волны с дефектами, потенциал U можно записать в виде: 

U(x) = U0[δ(x − h) + δ(x + h)]/2, (4) 

где U0 — “мощность” δ-образного потенциального барьера, определяющая характер взаимо
действия волны с дефектами. Для электронов в качестве таких плоских дефектов могут 
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выступать плоскости, интеркалированные чужеродными атомами, а для фононов — такие 
же плоскости, а также тонкие двойниковые прослойки или две границы толстого двойника 
(в этом случае пренебрегается различием упругих свойств материнского и сдвойникованного 
кристаллов). 

Считаем, что толщина плоского дефекта a порядка межатомного расстояния, и поэтому 
все длины выражаются в единицах a. Следовательно, волновые числа измеряются в едини
цах 1/a. Тогда для фонона (звуковой волны) квадрат его частоты измеряется в единицах 
квадрата дебаевской частоты (s/a)2. Эффективная масса электрона измеряется в единицах 
электронной массы, а энергия электрона и интенсивность дефекта U0 тогда измеряются в 
атомных единицах энергии. 

Стационарное уравнение для волновой функции ψ(x) может быть записано в виде: 

α ∂2ψ β ∂4ψ 
Eψ + − = U(x)ψ, (5) 

2 ∂x2 2 ∂x4 

где обозначено E = ε−α⊥k2 . Из (5) следует, что стационарные однородные состояния ψ(x) = ⊥
ψ0 exp(ikx) имеют закон дисперсии E(k) = αk2/2 + βk4/2. 

Функция ψ считается непрерывной на всей оси Ox, а проинтегрировав уравнение (5) по x 
в пределах [±h − ξ, ±h + ξ] и устремив ξ → 0, можно получить второе граничное условие: 

� 
ψ(±h + 0) = ψ(±h − 0) 

. (6) 
α[ψ ′ (±h + 0) − ψ ′ (±h − 0)] − β[ψ ′′′ (±h + 0) − ψ ′′′ (±h − 0)] = U0ψ(±h)x x xxx xxx

Рассмотрим сначала решение уравнения (5) в области энергий E > 0 в виде четной функ
ции по x, отвечающей симметричному состоянию: 

ψs(x) =
 


 


 

q(x+h)Bse , x < −h 
As cos kx, −h < x < h (7)
 
Bse

−q(x−h), x > h 

где 
k = km{(E/Em + 1)1/2 − 1}, q = km{(E/Em + 1)1/2 + 1}, (8) 

km = (α/2β)1/2 , Em = α2/8β, α > 0, β > 0. 
Решение описывает волну, распространяющуюся вдоль параллельных дефектов, локали

зованную между ними. В этом случае параллельные дефекты воспринимаются как плоский 
волновод. Подстановка (7) в условия (6) позволяет установить, что симметричное состояние 
такого вида существует, если выполняется соотношение: 

U0 + q(α − βq2) 
= tgkh. (9) 

k(α + βk2) 

Данное соотношение определяет такие значения Е в зависимости от параметров закона 
дисперсии и интенсивности дефекта, при которых волна симметричного типа свободно рас
пространяется вдоль параллельных дефектов и быстро затухает за пределами внутреннего 
слоя. При малой толщине слоя (kh << 1) связь энергии волны с параметрами системы при
нимает вид: U0 = q(βq2 − α). 

Рассмотрим теперь решение уравнения (5) в виде нечетной функции по x, отвечающей 
антисимметричному состоянию: 


 


 

q(x+h)Bae , x < −h 
ψa(x) =
 Ba sin kx, −h < x < h (10)
 

−Bae−q(x−h), x > h 
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Такое решение описывает волну, распространяющуюся вдоль параллельных дефектов, ло
кализованную между ними. Антисимметричное локализованное во внутреннем слое состоя
ние (10) существует, если выполняется соотношение: 

q(βq2 − α)− U0 
= ctgkh. (11) 

k(α + βk2) 

Данное соотношение определяет такие значения E в зависимости от параметров закона 
дисперсии и интенсивности дефекта, при которых волна антисимметричного типа свободно 
распространяется вдоль параллельных дефектов и быстро затухает за пределами внутреннего 
слоя. 

Следует отметить, что принципиальным отличием состояний (7) и (10) от полученных в 
работе [4] является следующее. Во-первых, в данной работе в волновой функции отсутствует 
локализованная составляющая во внутреннем слое, где существует только стоячая волна в 
поперечном по отношению к плоскостям дефектам направлении и бегущая вдоль них. Во вто
рых, для существования состояний (7) и (10) не требуется выполнение условия квантования, 
то есть существования дискретного набора уровней энергии, как требовалось для реализации 
волноводных свойств в работе [4]. 

Таким образом, показано, что два параллельных плоских дефекта могут обладать волно
водными свойствами по отношению к волне с биквадратным законом дисперсии. Существуют 
два типа состояний (симметричные и антисимметричные относительно средины слоя между 
дефектами), которые «зажаты» (локализованы) в слое между дефектами, и свободно распро
страняются вдоль такого канала в широком диапазоне значений энергии, связанной опреде
ленными соотношениями с параметрами дефектов и закона дисперсии свободных состояний. 
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