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Аннотация: изучается однозначная разрешимость линейной обратной задачи для
интегро-дифференциального уравнения Фредгольма в частных производных четвертого
порядка. Сначала модифицируется метод вырожденного ядра интегрального уравнения
Фредгольма второго рода для случая интегро-дифференциальных уравнений Фредголь-
ма в частных производных четвертого порядка. Задача сводится к решению системы
дифференциально-алгебраических уравнений четвертого порядка. С помощью известных
свойств определителей относительно функции восстановления получится неоднородное
дифференциальное уравнение четвертого порядка, которое решается методом вариации
произвольных постоянных при начальных условиях.

Ключевые слова: линейная обратная задача, уравнение в частных производных
четвертого порядка, уравнение Фредгольма с вырожденным ядром, неоднородное диф-
ференциальное уравнение, однозначная разрешимость.

AN INVERSE PROBLEM FOR LINEAR FREDHOLM PARTIAL
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION OF FOURTH ORDER

T. K. Yuldashev

Abstract: it is studying the one value solvability of the linear inverse problem for a partial
Fredholm integro-differential equations of the fourth order. First, it is modified to the case of
partial Fredholm integro-differential equations of the fourth order the method of degenerate
kernel designed for Fredholm integral equations of the second kind. The considering problem
is reduced to solve a system of differential-algebraic equations of the fourth order. By the
aid of the known determinant properties in solving the inverse problem with respect to the
restore function is obtained the inhomogeneous differential equation of the fourth order, which
is solved by the variation method of arbitrary constants with initial value conditions.

Keywords: linear inverse problem, partial equation of the fourth order, Fredholm equation
with degenerate kernel, inhomogeneous differential equation, one valued solvability.

Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире, при-
водит к изучению прямых и обратных задач для уравнений в частных производных, не имею-
щих аналогов в классической математической физике. Теория начальных и краевых задач в
силу ее прикладной важности в настоящее время является одним из важнейших разделов тео-
рии дифференциальных уравнений (см., напр. [1]-[3]). Представляют большой интерес с точ-
ки зрения физических приложений дифференциальные уравнения четвертого порядка (см.,
напр. [4]–[6]). Изучение многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и
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оболочек приводит к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных производных
высоких порядков [7].

Теория обратных задач представляет собой активно развивающееся направление совре-
менной теории дифференциальных уравнений. Интенсивное исследование обратных задач
в значительной степени обусловлено необходимостью разработки математических методов
решения обширного класса важных прикладных проблем, связанных с обработкой и интер-
претацией наблюдений. Обратную задачу назовем линейной, если функция восстановления
входит в данное уравнение линейно. Линейные обратные задачи для линейных и нелинейных
уравнений в частных производных второго, третьего, четвертого и более высоких порядков
рассматривались многими авторами (см., напр. [8]–[16]). Нелинейные обратные задачи рас-
сматривались в работах [17]–[20].

В настоящей работе предлагается методика изучения линейной обратной задачи для ли-
нейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма в частных производных четвер-
того порядка с вырожденным ядром.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается в области Ω ≡ ΩT×R интегро-дифференциальное уравнение Фредгольма
вида

∂4u(t, x)

∂t4
+

T∫

0

K(t, s)
∂4u(s, x)

∂x4
ds = f(x) (1)

с начальными условиями
[
u(0, x) = ϕ1(x), ut(0, x) = ϕ2(x),
utt(0, x) = ϕ3(x), uttt(0, x) = ϕ4(x), x ∈ R,

(2)

u(t, 0) = h(t, 0) + f(0)
t4

4!
−

n∑

i=1

qi(t)N1i, (3)

ux(t, 0) = hx(t, 0) + f ′(0)
t4

4!
−

n∑

i=1

qi(t)N2i, (4)

uxx(t, 0) = hxx(t, 0) + f ′′(0)
t4

4!
−

n∑

i=1

qi(t)N3i, (5)

uxxx(t, 0) = hxxx(t, 0) + f ′′′(0)
t4

4!
−

n∑

i=1

qi(t)N4i (6)

и дополнительными условиями

u(t0, x) = ψ(x), t0 ∈ (0;T ) , x ∈ R, (7)

f(0) =M1, f
′(0) =M2, f

′′(0) =M3, f
′′′(0) =M4, (8)

где f(x) ∈ C(4) (R) — функция восстановления, ϕk(x) ∈ C4(R), k = 1, 4, K(t, s) =
n∑

i=1
ai(t)bi(s),

0 < ai(t), bi(s) ∈ C(ΩT ), Nk,Mk — заданные постоянные, k = 1, 4, ΩT ≡ [0, T ], ψ(x) ∈ C(R),

h(t, x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) · t+ ϕ3(x)
2! t2 + ϕ4(x)

3! t3, qi(t) =
t∫
0

(t−s)3

3! ai(s)ds.

Определение. Решением обратной задачи (1)–(8) называется пара непрерывных функций{
u(t, x) ∈ C4,4(Ω), f(x) ∈ C4(R)

}
удовлетворяющая уравнению (1) и условиям (2)–(8).
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Основной подход данной работы состоит в том, что модифицируется и развивается метод
интегрального уравнения Фредгольма с вырожденным ядром для случая обратной задачи
для линейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма в частных производных
четвертого порядка с вырожденным ядром.

Отличительной чертой данной работы является то, что при решении обратной задачи
(1)–(8) относительно восстанавливаемой функции получится неоднородное дифференциаль-
ное уравнение четвертого порядка. Для однозначного определения решения этого уравнения
дополнительно задаются четыре начальные условия.

2. НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА (1) – (6)

В данной работе развивается методика работы [14]. С помощью обозначения

ci(x) =

T∫

0

bi(s)
∂4u(s, x)

∂x4
ds (9)

уравнение (1) перепишется в следующем виде

∂4u(t, x)

∂t4
= −

n∑

i=1

ai(t) · ci(x) + f(x).

Четырехкратное интегрирование по t и учет условия (2) в последнем равенстве дают

u(t, x) = h(t, x)−
n∑

i=1

ci(x) · qi(t) +
t4

4!
f(x). (10)

Дифференцируем (10) четыре раза по x:

uxxxx(t, x) = hxxxx(t, x)−
n∑

i=1

c
(IV )
i (x) · qi(t) +

t4

4!
f (IV )(x). (11)

Подставляя (11) в (9), имеем

ci(x) =

T∫

0

bi(s)


hxxxx(s, x)−

n∑

j=1

c
(IV )
j (x) · qj(s) +

s4

4!
f (IV )(x)


 ds. (12)

Примем обозначение

Bi(x) =

T∫

0

bi(s)hxxxx(s, x)ds+f
(IV )(x)

T∫

0

s4bi(s)

4!
ds. (13)

Пусть

Aij =

T∫

0

bi(s)qj(s)ds > 0. (14)

Тогда дифференциальное уравнение (12) запишется в виде

ci(x) +

n∑

j=1

Aij · c(IV )
j (x) = Bi(x), i = 1, n, (15)
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(15) является системой дифференциально-алгебраических уравнений. Она решается при вы-
полнении следующего условия

c
(IV )
i (x) = −λci(x), 0 < λ = const, i = 1, n. (16)

Тогда из (15) получаем следующую систему алгебраических уравнений

ci(x)− λ
n∑

j=1

Aij · cj(x) = Bi(x), i = 1, n. (17)

Система алгебраических уравнений (17) однозначно разрешима при любых Bi(x), если
выполняется следующее условие

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λA11 −λA12 . . . −λA1n

−λA21 1− λA22 . . . −λA2n

. . . . . . . . . . . .
−λAn1 −λAn2 . . . 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (18)

При выполнении условие (18) решения системы алгебраических уравнений (17) записыва-
ются в виде

ci(x) =
∆i(λ, x)

∆(λ)
, i = 1, n, (19)

где

∆i(λ, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λA11 . . . −λA1(i−1) B1(x) −λA1(i+1) . . . −λA1n

−λA21 . . . −λA2(i−1) B2(x) −λA2(i+1) . . . −λA2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−λAn1 . . . −λAn(i−1) Bn(x) −λAn(i+1) . . . 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

С другой стороны, решая дифференциальное уравнение (16), получаем

ci(x) = eνx [D1i cos νx+D2i sin νx] + e−νx [D3i cos νx+D4i sin νx] , (20)

где ν = 4

√
λ
4 , коэффициенты Dki — подлежат определению, k = 1, 4.

Из (19) и (20) получаем, что решение дифференциально-алгебраической системы уравне-
ний (15) имеет вид

ci(x) = eνx [D1i cos νx+D2i sin νx] + e−νx [D3i cos νx+D4i sin νx] +
∆i(λ, x)

∆(λ)
, i = 1, n. (21)

Для определения коэффициентов D1i,D2i,D3i,D4i, i = 1, n, (20) подставляем в (10)

u(t, x) = h(t, x) +
t4

4!
f(x)−

−
n∑

i=1

qi(t)
{
eνx [D1i cos νx+D2i sin νx] + e−νx [D3i cos νx+D4i sin νx]

}
. (22)

Используя условий (3)-(6), из (22) имеем

D1i =
8ν3N1i − 2ν2N2i − 2νN3i −N4i

8ν3
, D2i =

2ν2N2i + 2νN3i +N4i

8ν3
,

D3i =
8ν3N1i − 6ν2N2i − 2νN3i +N4i

8ν3
, D4i =

2ν2N2i − 2νN3i +N4i

8ν3
.
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Тогда (21) приобретает вид

ci(x) = σi(x) +
∆i(λ, x)

∆i(λ)
, i = 1, n, (23)

где

σi(x) = eνx
[
8ν3N1i − 2ν2N2i − 2νN3i −N4i

8ν3
cos νx+

2ν2N2i + 2νN3i +N4i

8ν3
sin νx

]
+

+e−νx

[
8ν3N1i − 6ν2N2i − 2νN3i +N4i

8ν3
cos νx +

2ν2N2i − 2νN3i +N4i

8ν3
sin νx

]
.

Подставляя (23) в (10), имеем

u(t, x) = h(t, x) +
t4

4!
f(x)−

n∑

i=1

qi(t)

(
σi(x) +

∆i(λ, x)

∆i(λ)

)
. (24)

Выражение (13) запишем в следующем виде

Bi(x) = B1i(x) + f (IV )(x)B2i,

где B1i(x) =
T∫
0

bi(s)hxxxx(s, x)ds,B2i =
T∫
0

s4bi(s)
4! ds.

В этом случае, согласно свойству определителя имеем

∆i(λ, x) = ∆1i(λ, x) + f (IV )(x)∆2i(λ),

где

∆1i(λ, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λA11 . . . −λA1(i−1) B11(x) −λA1(i+1) . . . −λA1n

−λA21 . . . −λA2(i−1) B12(x) −λA2(i+1) . . . −λA2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−λAn1 . . . −λAn(i−1) B1n(x) −λAn(i+1) . . . 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆2i(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λA11 . . . −λA1(i−1) B21 −λA1(i+1) . . . −λA1n

−λA21 . . . −λA2(i−1) B22 −λA2(i+1) . . . −λA2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−λAn1 . . . −λAn(i−1) B2n −λAn(i+1) . . . 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Тогда (24) приобретает вид

u(t, x) = h0(t, x) +
t4

4!
f(x)− f (IV )(x)

n∑

i=1

qi(t)
∆2i(λ)

∆(λ)
, (25)

где

h0(t, x) = h(t, x)−
n∑

i=1

qi(t)

(
σ(x) +

∆1i(λ, x)

∆(λ)

)
.

Таким образом, нами доказана, что справедлива
Лемма 1. Пусть:
1). Выполняются условия (14), (16) и (18);
2). max {|ϕk(x)|} <∞, k = 1, 4, x ∈ R.
Тогда в области Ω существует единственное решение начальной задачи (1)–(6) при любой

ограниченной функции f(x) ∈ C(4) (R) вместо со своей производной четвертого порядка. Это
решение представимо в виде функции (25).
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3. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ f(x)

Примем обозначение

g(x) = (h0(t0, x)− ψ(x))

(
n∑

i=1

qi(t0)
∆2i(λ)

∆(λ)

)−1

.

Пусть

ω =
t40
4!

(
n∑

i=1

qi(t0)
∆2i(λ)

∆(λ)

)−1

> 0. (26)

Тогда используя условию (7), из (25) имеем дифференциальное уравнение:

f (IV )(x)− ωf(x) = g(x). (27)

Решая уравнения (27) методом вариации произвольных постоянных, получаем

f(x) = E1e
µx +E2e

−µx + E3 cosµx+ E4 sinµx+

+
1

4µ3

x∫

0

g(y)G(x, y)dy, (28)

где µ = 4
√
ω, коэффициенты Eki− подлежат определению, k = 1, 4,

G(x, y) =
[
eµ(x−y) − e−µ(x−y) − 2 sinµ(x− y)

]
.

Используя условий в (8), из (28) имеем

f(x) = p(x) +
1

4µ3

x∫

0

g(y)G(x, y)dy, (29)

где

p(x) =
µ3M1 + µ2M2 + µM3 +M4

4µ3
eµx +

µ3M1 − µ2M2 + µM3 −M4

4µ3
e−µx+

+
µ2M1 −M3

4µ2
cosµx+

µ2M2 −M3

4µ3
sinµx.

Таким образом, нами доказана, что справедлива
Лемма 2. Пусть:
1). Выполняются условия леммы 1 и (26);

2).
x∫
0

|g(y)| · |G(x, y)| dy <∞, |p(x)| <∞, x ∈ R.

Тогда существует на числовой оси единственное решение дифференциального уравнения
(27) при начальных условиях (8). Это решение представимо в виде функции (29).

4. ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА (1)-(8)

Подставляя в (25) функцию (29), получаем искомую функцию u(t, x). Из справедливости
доказанных выше двух лемм следует, что справедлива
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Теорема. Пусть выполняются все условия леммы 2. Тогда существует единственная пара
решений

{
u(t, x) ∈ C4,4(Ω), f(x) ∈ C4(R)

}
задачи (1)-(8).
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