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Аннотация: рассматривается пространство F = F([0, 2π],C2), являющееся одним
из следующих банаховых пространств Lp([0, 2π],C

2), L∞([0, 2π],C2), Cb([0, 2π],C
2). Изу-

чается оператор Дирака L : D(L) ⊂ F → F , заданный дифференциальным выраже-

нием l(y) = i

(
1 0
0 −1

)
dy

dt
− vy, где v(t) =

(
0 P (t)

Q(t) 0

)
, t ∈ [0, 2π], где P,Q ∈

L∞([0, 2π],C1),C1 = C - поле комплексных чисел. Область определения исследуемого
оператора определяется периодическими краевыми условиями y(0) = y(2π). Если v = 0
(нулевой потенциал), то оператор L будет обозначаться символом L0 и называться сво-
бодным оператором Дирака. При изучении оператора Дирака оператор L0 будет играть
роль невозмущенного оператора, а оператор умножения на потенциал v - возмущения.
Для исследования спектральных свойств оператора применяется метод подобных опера-
торов. Найдены операторы, подобные заданному. Получены результаты об асимптотике
спектра, а также установлена равносходимость спектральных разложений исходного и
невозмущенного операторов.

Ключевые слова: спектр оператора, оператор Дирака, метод подобных операторов,
асимптотика спектра, спектральные разложения, равносходимость спектральных разло-
жений.
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Abstract: Consider the space F = F([0, 2π],C2), which is one of the following Banach
spaces Lp([0, 2π],C

2), L∞([0, 2π],C2), Cb([0, 2π],C
2). We study Dirac operator L : D(L) ⊂

F → F , generated by differential expression l(y) = i

(
1 0
0 −1

)
dy
dt

− vy, где v(t) =
(

0 P (t)
Q(t) 0

)
, t ∈ [0, 2π], where P,Q ∈ L∞([0, 2π],C1),C1 = C. Domain of investigated

operator is determined by periodic boundary conditions y(0) = y(2π). If v = 0 (zero potential),
then operator L operator will be denoted as L0 and called as free operator Dirac. In the study of
the Dirac operator L0 plays the role of an unperturbed operator,and operator of multiplication
by the potential v is regarded as a perturbation. The method of similar operators is used to
analyze the spectral properties of the operator.Found the operators are similar of investigated
operator. The asymptotic of spectrum and the estimations for equiconvergence of spectral
decomposition are obtained.
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Спектральный анализ оператора Дирака. . .

1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Lp[0, 2π]− банахово пространство суммируемых со степенью p ∈ [1,∞) на [0, 2π]
функций.

Тогда определим через Lp = Lp([0, 2π],C
2)- банахово пространство (пространство Лебега)

суммируемых со степенью p ∈ [1,∞) на [0, 2π] и со значениями в C
2 функций, для которых

конечна величина

‖y‖p = (

2π∫

0

‖y(t)‖p
C2dt)

1/p, t ∈ [0, 2π].

Символ L∞ = L∞([0, 2π],C2) обозначает банахово пространство существенно ограничен-
ных измеримых функций с нормой

‖y‖∞ = vrai sup
t∈[0,2π]

‖y(t)‖C2 .

Через Cb = Cb([0, 2π],C
2) обозначим банахово пространство непрерывных и ограниченных

функций на отрезке [0, 2π] и со значениями в C
2 с нормой

‖y‖∞ = sup
t∈[0,2π]

‖y(t)‖C2 .

Символ F = F([0, 2π],C2) будем использовать для обозначения одного из введенных в
рассмотрение пространств.

В случае, когда F = Lp, определим пространство Соболева W 1
p ([0, 2π],C

2) = {y ∈
Lp([0, 2π],C

2), p > 1 : y абсолютно непрерывна и ẏ ∈ Lp([0, 2π],C
2)}.

Через C1([0, 2π],C2) = {y ∈ Cb([0, 2π],C
2) : ẏ ∈ Cb} обозначим банахово пространство

непрерывно дифференцируемых функций из Cb в случае, когда F = Cb.

Символ F1 = F1([0, 2π],C2) будем использовать для обозначения одного из введенных
выше пространств.

Рассмотрим оператор Дирака L : D(L) ⊂ F → F , заданный дифференциальным выраже-
нием

l(y) = i

(
1 0
0 −1

)
dy

dt
− vy, (1)

где

v(t) =

(
0 P (t)

Q(t) 0

)
, t ∈ [0, 2π], (2)

где P,Q ∈ L∞([0, 2π],C1),C1 = C - поле комплексных чисел и F = F([0, 2π],C2).

Область определения оператора L задается с помощью периодических краевых условий

y(0) = y(2π).

Для определения D(L) рассмотрим дифференциальное уравнение

i

(
1 0
0 −1

)
U̇(t) =

(
0 P (t)

Q(t) 0

)
U(t),

где U(0) = I− тождественный оператор в C
2. Данное уравнение эквивалентно уравнению

U̇(t) =

(
0 −iP (t)

iQ(t) 0

)
U(t).
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Согласно [1], операторнозначная функция U обратима. Рассмотрим семейство эволюцион-
ных операторов

U(t, s) = U(t)U−1(s), t, s ∈ [0, 2π].

Функцию y ∈ F отнесем к области определения оператора Дирака

L = i

(
1 0
0 −1

)
d

dt
− v,

если существует функция f ∈ F такая, что имеет место равенство

y(t) = U(t, 0)y(0) +
t∫

0

U(t, s)f(s)ds,

где y удовлетворяет периодическому краевому условию, определенному выше.
Отметим, что функция y по определению непрерывна.
В статье [2] спектр оператора L не зависит от выбора пространства F , в котором он дей-

ствует. Поскольку метод подобных операторов относится к возмущениям, область опреде-
ления которых содержит область определения невозмущенного оператора, то изучение опе-
ратора Дирака будем осуществлять в пространстве F при условии, что P,Q ∈ F . И ввиду
сказанного спектры таких операторов совпадают.

Заметим, что оператор Дирака, определенный выше, ранее не рассматривался (кроме как
для P,Q ∈ L2[0, 2π]).

Если v = 0 (нулевой потенциал), то оператор L будет обозначаться символом L0. Оператор
L0 будем называть свободным оператором Дирака, который при изучении оператора L будет
играть роль невозмущенного оператора, а оператор умножения на потенциал v - возмущения.

Спектр σ(L0) и собственные функции для L0 не зависят от выбора рассматриваемых про-
странств и легко определяются следующим образом:
σ(L0) = Z; каждое собственное значение λn = n, n ∈ Z и соответствующие собственные

функции имеют вид:

e1n =

(
e−iλnt

0

)
, e2n =

(
0

eiλnt

)
.

В данной статье для исследования спектральных свойств оператора Дирака используется
метод подобных операторов. Суть метода состоит в преобразовании подобия исследуемого
(возмущенного) оператора в оператор, спектральные свойства которого близки к спектраль-
ным свойствам невозмущенного оператора (в данном случае свободного оператора L0).Тем
самым существенно упрощается изучение исследуемого оператора L.

Именно методом подобных операторов исследовался оператор Дирака в статье [7] в гиль-
бертовом пространстве L2([0, π],C

2).

При попытке исследования оператора Дирака L общими методами теории возмущений
возникает несколько затруднений, связанных с наличием таких свойств, как:

(a) расстояние между собвственными значениями невозмущенного оператора L0 не уходит
в бесконечность;

(b) возмущение (оператор умножения на потенциал v) не является ограниченным опера-
тором;

(c) рассматриваемые операторы действуют не в гильбертовом пространстве. Здесь мы не
можем использовать свойство невозмущенности оператора L.

В отличии от [7], где существенно использовались методы гильбертовых пространств, в
данной статье широко используются методы гармонического анализа.
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Спектральный анализ оператора Дирака. . .

Отметим статьи [8]-[10], где изучался оператор Дирака c потенциалом в пространстве
C[0, 1], и была получена асимптотика собственных значений, а также построена асимптотика
решений соответствующих параболических уравнений.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Основная идея метода подобных операторов [3]–[7], [11]–[12] состоит в следующем. Пусть
A— линейный хорошо изученный оператор, действующий в банаховом пространстве X (он
обычно называется невозмущенным оператором), и B — другой оператор, который в неко-
тором смысле ”мал” по сравнению с A. При определенных условиях естественно ожидать,
что оператор A− B подобен оператору A− B0, где B0 имеет несложную по отношению к A
структуру. Оказалось, что процедура построения оператора B0 и оператора преобразования
оператора A − B в A − B0 тесно связана с гармоническим анализом линейных операторов
из некоторого пространства возмущений оператора A, которому принадлежит и B. Провер-
ка условия подобия операторов A − B и A − B0 обычно приводит к вопросу разрешимости
некоторых нелинейных уравнений в пространстве возмущений.

Применяя метод подобных операторов для исследования спектральных свойств оператора
L, свободный оператор L0 будем считать невозмущенным оператором. Он будет обозначаться
также символом A. Таким образом, L = A−B, где B-оператор умножения на потенциал v.

Всюду в дальнейшем X = F([0, 2π],C2) будем отождествлять с банаховым пространством
F2π(R,C

2) периодических периода 2π функций одного из пространств, включенных в F .
Через L2π

1 (R) обозначим банахову алгебру периодических периода 2π локально суммиру-
емых функций. Тогда на EndX введем структуру банахова L2π

1 (R) - модуля, определенную
следующим образом:

ϕX =
1

2π

2π∫

0

ϕ(t)T (t)XT (−t)xdt, (1)

где ϕ ∈ L2π
1 (R),X ∈ EndX , T (t) : R → EndX — периодическая периода 2π изометрическая

сильно непрерывная группа операторов.
Заметим, что ‖ϕX‖ 6 ‖ϕ‖1‖X‖.

Рассмотрим последовательности трансформаторов, входящих в допустимую тройку мето-
да подобных операторов [3]:

JmX = JX − J(fmX) + fmX = J(X − fmX) + fmX,

ΓmX = ΓX − Γ(fmX) = Γ(X − fmX) = (f ∗ (1− fm))X,

где

(JX)x = X0x =
1

2π

2π∫

0

T (t)XT (−t)x dt = ϕX,ϕ ≡ 1,

(ΓX)x =
1

2π

2π∫

0

f(t)T (t)XT (−t)x dt = fX,

fm(t) =

m∑

n=−m

(1− |n|
m

)eint, ‖fm‖ = 1, f(t) = i(t− π),

t ∈ [0, 2π), x ∈ X ,X ∈ EndX ,m ∈ Z+.
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Теперь, пользуясь формулами, определенными выше, выпишем представление операторов
JB, ΓB :

((JB)x)(s) =
1

4π

4π∫

0

(
0 P (s+τ

2 )
Q(s+τ

2 ) 0

)(
x1(τ)
x2(τ)

)
dτ, (2)

((ΓB)x)(s) =
1

4π

4π∫

0

(
0 f(s−τ

2 )P (s+τ
2 )

f( τ−s
2 )Q(s+τ

2 ) 0

)(
x1(τ)
x2(τ)

)
dτ, (3)

где x = (x1, x2) ∈ F2π(R,C
2), p > 1, s ∈ [0, 2π], f(t) = i(t− π), t ∈ [0, π), f ∈ F2π(R).

Методом подобных операторов были получены следующие результаты.
Теорема 1. Если число m ∈ Z+ таково, что ‖ΓmB‖1 < 1, (т.е. оператор I+ΓmB обратим),
то оператор L = A − B, где A = L0, B- оператор умножения на v, подобен оператору
L̃ = L0 − B̃, где

B̃ = JmB + (I + ΓmB)−1(BΓmB − (ΓmB)JmB),

причем имеет место равенство

(A−B)(I + ΓmB) = (I + ΓmB)(A− B̃).

Операторы JmB, ΓmB, BΓmB, (ΓmB)(JmB), B̃ являются компактными.

Теорема 2. Пусть число m ∈ Z+ таково, что ‖ΓmB‖1 < 1. Тогда оператор L = A − B
подобен оператору вида

A− J(X̃ − fmX̃) = A− JmX̃ = A−B0, (4)

где оператор X̃ — решение уравнения X = BΓmX−(ΓmX)(JmX)+B = Φ(X), которое можно
найти методом последовательных приближений.

Преобразование подобия оператора A − B в оператор A − B0 осуществляет оператор
I + ΓmX̃.

Непосредственно из теоремы 2 следует

Теорема 3. Возмущенный оператор является оператором с компактной резольвентой и
существует такая нумерация собственных значений,что σ(L) представим в виде

σ(L) = σ(m)

⋃
(
⋃

|n|>m+1

σn), (5)

где σ(m) — конечное множество, а

σn = {n+ β±n }, limn→∞
β±n = 0, | n |> m+ 1.

Также верно

lim
n→∞

| λ
′
n+λ

′′
n

2 − 2n | = 0, n ∈ Z, (6)

где λ
′

n, λ
′′

n — собственные значения оператора L.

Поскольку Pn — проектор Рисса, построенный по одноточечному множеству {λn} ⊂
σ(L0), n ∈ N, тогда в следующей теореме P̃(m), P̃n, n > m + 1,— проекторы Рисса, постро-
енные по оператору L и множествам σ(m), σn, n > m+ 1, соответственно.
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Теорема 4. Имеет место равносходимость спектральных разложений операторв L и L0 :

lim
n→∞

‖P̃n − Pn‖ = 0, (7)

lim
n→∞

‖P̃(m) +

n∑

|k|=m+1

(1− |k|
n
)P̃k − P(m) −

n∑

|k|=m+1

(1− |k|
n
)Pk‖ = 0. (8)
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