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Аннотация: пусть S — фиксированный конус в Rn. Оператор T , действующий в про-
странстве функций, заданных на Rn, называют причинным (относительно конуса S), если(
Tu
)
(x) определяется ограничением u на x−S для всех функций u и точек x ∈ Rn. В слу-

чае, когда S — световой конус специальной теории относительности, свойство оператора
T быть причинным означает, что поведение Tu в настоящем зависит только от поведения
u в прошлом. Причинные операторы часто возникают в представлениях решений гипер-
болических уравнений в частных производных. Причинный оператор называют причинно

обратимым, если обратный оператор существует и является причинным.
Пусть K — линейный причинный интегральный оператор. Доказано, что оператор

1+K причинно обратим, если ядро K медленно меняется и операторы с ядрами, заморо-
женными при достаточно больших значениях одного из аргументов, причинно обратимы.

Ключевые слова: причинный оператор, интегральный оператор, обратимость, ба-
нахова алгебра, световой конус.

ON CAUSAL INVERTIBILITY OF INTEGRAL OPERATORS
WITH SLOWLY VARYING AT INFINITY KERNELS

V. I. Kuznetsova, V. G. Kurbatov

Abstract: let S be a fixed cone in Rn. An operator T acting in a space of functions on
R

n is called causal (with respect to the cone S) if
(
Tu
)
(x) is defined by the restriction of u

to x − S for all functions u and points x ∈ Rn. If S is the light cone of the special relativity
theory then the property of an operator T to be causal means that the behaviour of Tu at
the present depends only on the behaviour of u in the past. Causal operators often arise in
the representations of solutions of hyperbolic partial differential equations. A causal operator
is called causally invertible if the inverse operator exists and is causal.

Let K be a linear causal integral operator. It is proved that the operator 1+K is causally
invertible if the kernel of K varies slowly and the operators with kernels frozen at large values
of one of its arguments are causally invertible.

Keywords: causal operator, integral operator, invertibility, Banach algebra, light cone.

Причинность означает, что прошлое не может зависеть от будущего. Это обстоятельство
естественно учитывать при описании различных явлений, происходящих во времени. Опера-
тор T называют причинным, если поведение Tu в любой текущий момент времени полностью
определяется поведением u в прошлом. Настоящая статья посвящена многомерной причин-
ности [1], [2], [3], [4], [5], порожденной некоторым замкнутым воспроизводящим конусом S в
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R
n. Многомерные причинные операторы возникают в ходе решения гиперболических уравне-

ний в частных производных (в частности, причинность, проявляющаяся при использовании
уравнений Максвелла, приводит к специальной теории относительности); при моделировании
нелинейных одномерных причинных операторов с помощью рядов Вольтерры [6], [7], [8]; при
исследовании смешанных функционально-дифференциальных уравнений [9], [10]; в теории
уравнений с частными интегралами [11].

В статье рассматривается интегральный оператор вида

(
Tu
)
(x) = u(x) +

∫

x−S

k(x, ξ)u(ξ) dξ

в пространстве Lp(R
n). Ядро k предполагается измеримым и допускающим суммируемую

оценку (1), см. ниже. Символ S означает конус в R
n. Предполагается, что ядро k медлен-

но меняется. Это позволяет свести исследование некоторых свойств оператора T к проверке
аналогичных свойств сверточных операторов, ядра которых получаются в результате “за-
мораживания” ядра k. В случае дифференциальных уравнений эта идея является класси-
ческой [12], [13], [14], [15]. Для интегральных операторов Фредгольма идея замораживания
эксплуатировалась ранее в [16], а для разностных — в [17], [18]. По сравнению с [16] в насто-
ящей статье рассматривается случай, когда функции принимают значения в бесконечномер-
ном пространстве, и доказывается (теорема 4), что для причинной обратимости оператора
T достаточно, чтобы причинно обратимыми были не все операторы с замороженными ядра-
ми, а лишь операторы, соответствующие достаточно большим значениям x или ξ. Отметим
также один специальный тип медленного изменения на бесконечности — стационарность на
бесконечности [19], [20].

Близкие вопросы, связанные с причинной обратимостью, в одномерном случае (n = 1)
изучались в [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27]. Отметим также связь методов настоящей статьи
с теорией предельных операторов [28], [29], [30].

1. КОНУСЫ В Rn

Символами E, E0, µ(E) и χE обозначаются замыкание, внутренность, мера и характеристи-
ческая функция множества E ⊆ R

n соответственно.
Пусть n ∈ N. Замкнутое (в обычной топологии R

n) подмножество S ⊆ R
n называют ко-

нусом, если x1 + x2 ∈ S для всех x1, x2 ∈ S, и λx ∈ S для всех x ∈ S и λ > 0, а также
S ∩ (−S) = {0}. Конус S называют воспроизводящим, если S− S = R

n. Сопряженным (отно-
сительно стандартного скалярного произведения 〈·, ·〉 в R

n) к конусу S называют множество

S
∗ = { y ∈ R

n : 〈x, y〉 > 0 для всех x ∈ S }.

Пример 1. (a) Очевидно, S = [0,+∞) — воспроизводящий конус в R, при этом S
∗ = S.

(b) Аналогичным образом, S = { (t1, t2, . . . , tn) ∈ R
n : t1, t2, . . . , tn > 0 } — воспроизводящий

конус в R
n, при этом S

∗ = S.
(c) Световой конус S = { (t0, t1, t2, t3) ∈ R

4 : t0 >
√
t21 + t22 + t23 } в R

4 является воспроизво-
дящим, при этом S

∗ = S.

Предложение 1.

(a) Конус в R
n является воспроизводящим тогда и только тогда, когда он имеет непу-

стую внутренность.

(b) Если конус S — воспроизводящий, то множество S
∗ является конусом.
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(c) S
∗∗ совпадает с S. В частности, S∗ состоит не только из нуля.

(d) Пересечение конусов является конусом. Если S1 ⊂ S2, то S
∗
2 ⊂ S

∗
1.

(e) Сопряженный к конусу является воспроизводящим.

Доказательство. (a) Предположим, что конус S является воспроизводящим. Пусть e1, . . . ,
en — базис в R

n. Поскольку S− S = R
n, элементы базиса можно представить в виде

ei = e′i − e′′i , i = 1, . . . , n,

где e′i, e
′′
i ∈ S. Нетрудно видеть, что векторы

g0 = e′′1 + · · ·+ e′′n,

gi = g0 + e′i − e′′i , i = 1, . . . , n,

лежат в конусе, а их выпуклая оболочка имеет непустую внутренность.
Обратно. Если конус содержит множество x + U , где U — симметричная (т.е. U = −U)

окрестность нуля, то S− S содержит λ(x+U)−λ(x+U) = 2λU для любого λ > 0. Очевидно,
множества 2λU покрывают R

n. Тем самым S− S покрывает R
n.

(b) Очевидно, что x+ y ∈ S
∗ для всех x, y ∈ S

∗, и λx ∈ S
∗ для всех x ∈ S

∗ и λ > 0.
Покажем, что S

∗ ∩ (−S
∗) = {0}. Предположим противное: пусть существует y 6= 0 такой,

что как 〈x, y〉 > 0, так и 〈x,−y〉 > 0 для всех x ∈ S. В этом случае 〈x, y〉 = 0 для всех x ∈ S.
Следовательно, конус S содержится в некотором собственном подпространстве пространства
R
n и поэтому в силу (a) не может быть воспроизводящим.
(c) Очевидно, S ⊆ S

∗∗. Возьмем произвольный вектор x0 ∈ R
n, не принадлежащий конусу

S. По теореме Хана–Банаха [31, теорема 3.4] существует вектор z ∈ R
n такой, что 〈x0, z〉 < 0,

и 〈x, z〉 > 0 для всех x ∈ S. Очевидно, z ∈ S
∗. Следовательно, x0 /∈ S

∗∗. Отсюда S
∗∗ ⊆ S.

(d) Очевидно.
(e) В силу (b) множество S

∗ − S
∗ является подпространством. Предположим, что оно не

совпадает с Rn. Тогда по другому варианту теоремы Хана–Банаха [31, теорема 3.5] существует
ненулевой вектор x0 ∈ R

n такой, что 〈x0, y〉 = 0 для всех y ∈ S
∗. Но тогда в силу (c) как x0,

так и −x0 принадлежат S. Это противоречит условию S ∩ (−S) = {0}.

2. ПРИЧИННЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Пусть X и Y — банаховы пространства. Символом B(X,Y ) будем обозначать множество
всех линейных ограниченных операторов, действующих из X в Y . Если X = Y , будем исполь-
зовать сокращенное обозначение B(X), а символом 1 обозначать тождественный оператор.

Пусть E — банахово пространство с нормой | · |, а Ω ⊆ R
n — измеримое подмножество.

Будем обозначать через Lp(Ω,E), 1 6 p 6 ∞, банахово пространство классов совпадающих
почти всюду измеримых функций u : Ω → E, ограниченных по обычным нормам [32]. Сим-
волом L0(Ω,E) обозначим подпространство пространства L∞(Ω,E), состоящее из функций u,
обладающих свойством: для любого ε > 0 существует такое компактное множество K ⊂ R

n,
что ess supx/∈K ‖u(x)‖ < ε. Пространство Lp(R

n,E) будем сокращенно обозначать символом
Lp. Ниже нам потребуется следующая лемма, описывающая важное свойство измеримых
множеств.

Лемма 2 ([33, гл. 1, § 2, предложение 1]). Пусть E ⊆ R
n — измеримое подмножество.

Тогда почти во всех точках ξ ∈ E выполняется равенство

lim
r→+0

µ
(
B(ξ, r) ∩ E

)

µ
(
B(ξ, r)

) = 1,

где B(ξ, r) — шар радиуса r с центром в ξ.
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Точки ξ, обладающие описанным в лемме 2 свойством, называют точками плотности
множества E.

Предположим, что в R
n фиксирован (замкнутый) воспроизводящий конус S. Для a, b ∈

R
n условимся писать a 6 b, если b − a ∈ S. Обозначим через R

n
расширение R

n двумя
несобственными элементами +∞ и −∞. Будем считать, что −∞ 6 x 6 +∞ для всех x ∈ R

n.
В частности, R = [−∞,+∞].

Оператор T ∈ B(Lp) называют причинным (относительно конуса S), если для любых
u ∈ Lp и x ∈ R

n

u(ξ) = 0, ξ ∈ x− S, ⇒
(
Tu
)
(ξ) = 0, ξ ∈ x− S.

Причинность соответствует тому, что “настоящее” может зависеть только от “прошлого”. Мно-
жество всех причинных операторов T ∈ B(Lp) обозначим символом B

S(Lp).
Для каждого x ∈ R

n обозначим через (Lp)x подпространство

(Lp)x = {u ∈ Lp : u(ξ) = 0 при почти всех ξ ∈ x− S }.

Отметим, что (Lp)x изометрически изоморфно пространству Lp

(
R
n \ (x − S)

)
. Положим

(Lp)−∞ = Lp и (Lp)+∞ = {0}. Подчеркнем, что

(Lp)a ⊇ (Lp)b для всех a 6 b. (1)

Очевидно, причинность оператора T ∈ B(Lp) можно определить как выполнение условия

T (Lp)x ⊆ (Lp)x для всех x ∈ R
n. (2)

Отметим, что для x = +∞ и x = −∞ условие (2) выполнено для любого T ∈ B(Lp).

Понятие причинного оператора переносится на операторы, действующие в произвольном
банаховом пространстве X, в котором выделено семейство {Xx ⊆ X : x ∈ R

n } замкнутых
подпространств, обладающее свойством Xa ⊆ Xb при a 6 b, называемое ниже направлением.
Положим X−∞ = X и X+∞ = {0}. Если X и Y — пара пространств с направлениями, то
оператор T ∈ B(X,Y ) называют причинным, если

TXx ⊆ Yx для всех x ∈ R
n.

Множество всех причинных операторов T ∈ B(X,Y ) обозначим символом B
S(X,Y ). Если

X = Y , будем использовать сокращение BS(X).
Банаховы пространства X и X1 с направлениями назовем причинно изоморфными, если

существует ограниченный обратимый Θ : X → X1, который отображает Xx на (X1)x при всех
x ∈ R

n
. Пусть X, Y , X1 и Y1 — пространства с направлениями. Операторы T : X → Y и T1 :

X1 → Y1 будем называть причинно подобными, если существуют причинные изоморфизмы
ΘX : X → X1 и ΘY : Y → Y1 такие, что ΘY T = T1ΘX , т.е. диаграмма

X
T−−−−→ Y

ΘX

y
yΘY

X1
T1−−−−→ Y1

коммутативна. Как правило, мы не будем различать причинно изоморфные пространства, а
также причинно подобные операторы.
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Пусть X — банахово пространство с направлением. Для каждого подмножества A ⊆ R
n

рассмотрим подпространство

XA = {u ∈ X : u ∈ Xx для всех x ∈ A }. (3)

Иными словами, XA = ∩x∈AXx. Поэтому подпространство XA замкнуто. Очевидно, для каж-
дого оператора T ∈ B

S(X,Y )

TXA ⊆ YA для всех A ⊆ R
n.

Отметим, что (Lp){x} = (Lp)x для всех x ∈ R
n, а также (Lp)∅ = Lp и (Lp)Rn = {0}.

Предложение 3. Пусть A ⊆ R
n — произвольное подмножество. Тогда замыкание A+ S

множества A+S (множества A−S) отличается от внутренности (A+S)0 множества A+
S (множества A−S) на множество меры ноль. В частности, множество A+S (множество
A− S) измеримо.

Доказательство. Зафиксируем x0, принадлежащий внутренности S
0 конуса S. Это значит,

что x0 + U ⊆ S для некоторой открытой окрестности U нуля.
Покажем, что внутренность множества −x0+A+S содержит замыкание множества A+S.

Возьмем произвольный x ∈ A+ S и покажем вначале, что x+ U ⊆ −x0 +A+ S. Для любого
u ∈ U имеем тождество x+u = −x0+x+x0+u. По предположению −x0+x ∈ −x0+A+S, а
x0 + u ∈ S. Отсюда следует, что x+ u = (−x0 +x) + (x0 + u) ∈ −x0 +A+ S+ S = −x0 +A+ S.
Итак, каждая точка x ∈ A+S содержится в −x0+A+S вместе с окрестностью x+U , причем
U не зависит от x. Отсюда вытекает, что замыкание A+S включено в −x0+A+S. В качестве
следствий отметим, что множества −tx0 + A + S, t ∈ R, монотонно зависят от t ∈ R и что
замыкание A+ S множества A+S содержится в

⋂
t>0(−tx0+A+S)0 =

⋂
t>0

[
−tx0+(A+S)0

]
.

Пусть K ⊆ R
n — произвольное компактное множество. Рассмотрим функцию

h(t) = µ
[(
−tx0 + (A+ S)0

)
∩K

]
, t ∈ R.

Представим функцию h в виде

h(t) =

∫

Rn

χ−tx0+(A+S)0(x)χK(x) dx =

∫

Rn

χ(A+S)0(x+ tx0)χK(x) dx, t ∈ R.

Поскольку свертка функции χ(A+S)0 ∈ L∞ с функцией χK ∈ L1 является непрерывной функ-
цией, функция h непрерывна. Из доказанного выше включения A+ S ⊆ (−tx0 +A+ S)0 при
t > 0 имеем неравенство

µ
(
(A+ S) ∩K

)
6 µ

(
(−tx0 +A+ S)0 ∩K

)
.

Переходя в этом неравенстве к пределу при t→ +0, получаем

µ
(
(A+ S) ∩K

)
6 µ

(
(A+ S)0 ∩K

)
.

В силу произвольности K отсюда следует, что µ
(
A+ S \ (A+ S)0

)
= 0.

Следствие 4. Для любого A ⊆ R
n имеем

(Lp)A = {u ∈ Lp : u(ξ) = 0 при почти всех ξ ∈ A− S } =

= {u ∈ Lp : u(ξ) = 0 при почти всех ξ ∈ (A− S)0 } =

= {u ∈ Lp : u(ξ) = 0 при почти всех ξ ∈ A− S }.
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Доказательство. Три множества, перечисленные в формулировке, совпадают в силу пред-
ложения 3.

Очевидно, если u(ξ) = 0 для почти всех ξ ∈ A − S, то u принадлежит (Lp)A в смысле
определения (3).

Обратно, пусть u принадлежит (Lp)A в смысле определения (3), т.е. при любом x ∈ A
имеем u(ξ) = 0 при почти всех ξ ∈ x − S. Покажем, что u(ξ) = 0 для почти всех ξ ∈ A − S.
Предположим противное: пусть множество E тех точек ξ ∈ A − S, в которых u(ξ) 6= 0,
имеет ненулевую меру. Пусть ξ0 ∈ E — точка плотности множества E. По предположению
ξ0 ∈ x0 − S, где x0 ∈ A. Поскольку S — конус, из ξ0 ∈ x0 − S следует, что ξ0 − S ⊆ x0 − S. В
то же время, поскольку S имеет непустую внутренность (предложение 1(a)),

lim
r→+0

µ
(
B(ξ0, r) ∩ (ξ0 − S)

)

µ
(
B(ξ0, r)

) 6= 0.

Следовательно, пересечение множеств E и ξ0− S имеет ненулевую меру. Тогда и пересечение
множеств E и x0 − S имеет ненулевую меру. Но по предположению u(ξ) = 0 при почти всех
ξ ∈ x0 − S. Это противоречит определению E.

Предложение 5. Пусть g ∈ S
∗, g 6= 0. Для каждого τ ∈ R множество

(Lp)[τ,+∞]g = {u ∈ Lp : u(x) = 0 для почти всех x таких, что 〈x, g〉 6 τ }

совпадает с (Lp)Ã, где Ã = { y ∈ R
n : 〈y, g〉 = τ } — гиперплоскость, а также с (Lp)A, где

A = { y ∈ R
n : 〈y, g〉 6 τ } — полупространство.

Доказательство. Покажем, что множество x таких, что 〈x, g〉 6 τ совпадает с множествами
Ã− S и A− S.

Пусть x ∈ A−S. Это значит, что для некоторого y, обладающего свойством 〈y, g〉 6 τ , имеет
место включение x ∈ y−S. Тогда в силу определения сопряженного конуса 〈x, g〉 6 〈y, g〉 6 τ .

Пусть x удовлетворяет неравенству 〈x, g〉 6 τ . Возьмем произвольный s ∈ S такой, что
〈s, g〉 = τ − 〈x, g〉 (если таких s нет, то конус S содержится в подпространстве { z : 〈z, g〉 = 0 }
и, следовательно, не может быть воспроизводящим). Положим y = x + s и представим x в
виде x = y − s. Очевидно, что 〈y, g〉 = 〈x, g〉+ 〈s, g〉 = τ , т.е. y ∈ Ã. Следовательно, x ∈ Ã− S.

Вложение Ã− S ⊆ A− S очевидно.

Пусть X — банахово пространство с направлением. Для каждого подмножества B ⊆ R
n

обозначим через X[∅,B] фактор-пространство X/XB , а через QB : X → X[∅,B] — канониче-
скую проекцию. Далее, для любых A ⊆ B ⊆ R

n обозначим через X[A,B] фактор-пространство
XA/XB . Очевидно, X[A,B] канонически изоморфно образу подпространства XA ⊆ X в X[∅,B]

при действии канонической проекции QB. Пространство X[A,Rn] = XA/XRn = XA/{0} отож-
дествим с XA.

Для g ∈ S
∗, g 6= 0, и α 6 β, α, β ∈ R, вместо X[A,B] с A = { s ∈ R

n : 〈s, g〉 6 α } и
B = { s ∈ R

n : 〈s, g〉 6 β } (см. предложение 5) будем использовать обозначение X[α,β]g .

Предложение 6. Для любых A ⊆ B ⊆ R
n существует изометрический причинный изо-

морфизм

ΘB
A : (Lp)[A,B] → (Lp)

B
A

пространств (Lp)[A,B] = (Lp)A/(Lp)B и

(Lp)
B
A = {u ∈ Lp : u(x) = 0 для почти всех x /∈ (B − S) \ (A− S) }.
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Доказательство. Как уже отмечалось в следствии 4,

(Lp)A = {u ∈ Lp : u(x) = 0 для почти всех x ∈ A− S }.

Очевидно,
Lp = (Lp)A ⊕ (Lp)

A,

где
(Lp)

A = {u ∈ Lp : u(x) = 0 для почти всех x /∈ A− S }.
Поскольку A− S ⊆ B − S, подпространство (Lp)A можно разложить в прямую сумму

(Lp)A = (Lp)B ⊕ (Lp)
B
A .

Поэтому (Lp)[A,B] канонически (изометрически и причинно) изоморфно (Lp)
B
A .

Пусть X и Y — банаховы пространства с направлениями. Пусть T ∈ B
S(X,Y ), а A ⊆

B ⊆ R
n — произвольные подмножества. Обозначим через TA : XA → YA ограничение T на

XA; через T[∅,B] : X[∅,B] → Y[∅,B] — фактор-оператор T[∅,B](u + XB) = Tu + YB , u ∈ X,
порожденный T ; а через T[A,B] : X[A,B] → Y[A,B] — фактор-оператор T[A,B](u +XB) = TAu+
(X)B , u ∈ XA, порожденный TA : XA → YA. Оператор T[A,B] будем называть ограничением
T на [A,B].

Обозначения типа T[α,β]g : X[α,β]g → Y[α,β]g для α 6 β, α, β ∈ R и g ∈ S
∗, g 6= 0, имеют

очевидный смысл.

Предложение 7. Пусть X и Y — банаховы пространства с направлениями, T ∈ B
S(X,Y ),

а A ⊆ B ⊆ R
n — произвольные подмножества. Тогда

‖T[A,B]‖ 6 ‖T‖.

Доказательство. Это известное свойство фактор-оператора.

Предложение 8 ([24, предложение 5]). Пусть A ⊆ C ⊆ D ⊆ B; A,B,C,D ⊆ R
n.

(a) Пусть X — пространство с направлением. Тогда пространства (X[A,B])[C,D] и X[C,D]

причинно изоморфны.

(b) Пусть X и Y — банаховы пространства с направлениями, а T ∈ B
S(X,Y ). Тогда

операторы (T[A,B])[C,D] и T[C,D] причинно подобны.

Очевидно, для фиксированного A ⊆ R
n семейство подпространств {Xx ∩ XA : x ∈ R

n }
образует направление в пространстве XA. Аналогичным образом естественные проекции под-
пространств Xx в X[∅,B] (при условии, что они замкнуты) образуют направление в X[∅,B].
Наконец, естественные проекции подпространств Xx ∩ XA в X[A,B] = XA/XB образуют на-
правление в X[A,B].

Пусть T ∈ B
S(X), а A ⊆ B ⊆ R

n. Очевидно,

T[A,B] (X[A,B])x ⊆ (X[A,B])x, x ∈ R
n
.

Иными словами, T[A,B] также является причинным.

Предложение 9 ([24, предложение 4]). Пусть X, Y и Z — банаховы пространства с на-
правлениями, а T ∈ B

S(X,Y ) и R ∈ B
S(Y,Z). Тогда RT ∈ B

S(X,Z), причем

(RT )[A,B] = R[A,B] T[A,B] для любых A ⊆ B ⊆ R
n.
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3. ПРИЧИННАЯ ОБРАТИМОСТЬ

Пусть X и Y — банаховы пространства с направлениями. Оператор T ∈ B
S(X,Y ) назовем

причинно обратимым, если оператор T−1 существует и также является причинным. Если X
и Y — нулевые пространства, будем считать, что (единственный) оператор 0 ∈ B

S(X,Y ) при-
чинно обратим. Естественным образом определим одностороннюю причинную обратимость.

Отметим, что согласно определению пространства X и X1 с направлениями причинно
изоморфны тогда и только тогда, когда связывающий их изоморфизм Θ : X → X1 является
причинно обратимым оператором.

Множество B
S(X) всех причинных операторов образует замкнутую подалгебру в алгебре

B(X) всех линейных ограниченных операторов, действующих в X. В этом случае причинная
обратимость — это обратимость в алгебре B

S(X). Причинная обратимость не совпадает с
обычной. Действительно, пусть h ∈ S, но −h /∈ S; тогда оператор сдвига

(
Sx
)
(t) = x(t − h)

обратим, но обратный к нему
(
S−1x

)
(t) = x(t + h) причинным уже не является. Причинная

обратимость оператора T тесно связана [21], [22], [23], [24] с устойчивостью уравнения Tx = f .
Пусть A ⊆ B ⊆ R

n. Будем говорить, что оператор T ∈ B
S(X,Y ) причинно обратим на

[A,B], если причинно обратим оператор T[A,B] : X[A,B] → Y[A,B].
Для g ∈ S

∗, g 6= 0, и α 6 β, α, β ∈ R, будем говорить, что оператор T ∈ B
S(X,Y ) причинно

обратим на [α, β]g , если причинно обратим оператор T[α,β]g : X[α,β]g → Y[α,β]g .

Предложение 10. Пусть A ⊆ C ⊆ D ⊆ B; A,B,C,D ⊆ R
n. Пусть X и Y — банаховы

пространства с направлениями, а T ∈ B
S(X,Y ). Тогда из причинной обратимости опера-

тора T на [A,B] слева (справа) следует причинная обратимость оператора T на [C,D] слева
(справа). При этом ‖(T[C,D])

−1‖ 6 ‖(T[A,B])
−1‖.

Доказательство. Вытекает из предложений 9 и 7.

Теорема 1 ([2, теорема 12]). Пусть T : X → Y — причинный оператор, а множества
A,B,Ek ⊆ R

n, k = 0, 1, . . . ,m, удовлетворяют условию A = E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ Em = B.
В этом случае оператор T причинно обратим на [A,B] тогда и только тогда, когда он
причинно обратим на каждом [Ek−1, Ek], k = 1, 2, . . . ,m.

Предложение 11. Пусть X — банахово пространство с направлением и T ∈ B
S(X). Если

‖T‖ < 1,

то оператора 1− T причинно обратим.

Доказательство. Доказательство вытекает из формулы К. Неймана

(1− T )−1 = 1+ T + T 2 + . . . .

4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРИЧИННЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Основной пример причинного оператора, рассматриваемого в настоящей статье, — инте-
гральный оператор (4). Интегральные причинные операторы (по большей части в случае
n = 1) обычно называют интегральными операторами Вольтерра.

Предложение 12. Пусть 1 6 p 6 ∞ или p = 0.

(a) ([24, предложение 5.4.3]) Пусть k : R
n × R

n → B(E) — измеримая функция и для
некоторой βk ∈ L1(R

n,R) выполнена оценка

‖k(x, ξ)‖ 6 βk(x− ξ) для почти всех (x, ξ) ∈ R
n × R

n. (1)
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Тогда для любого u ∈ Lp интеграл

(
Ku
)
(x) =

∫

Rn

k(x, ξ)u(ξ) dξ, x ∈ R
n, (2)

существует при почти всех x ∈ R
n и определяет функцию Ku ∈ Lp. При этом

‖K : Lp → Lp‖ 6 ‖βk‖L1 . (3)

(b) Для того чтобы оператор (2) был причинным, необходимо и достаточно, чтобы
βk(y) = 0 при y /∈ S или, что равносильно, k(x, ξ) = 0 при почти всех (x, ξ) таких, что
x− ξ /∈ S. При этом формула (2), определяющая K, приобретает вид

(
Ku
)
(x) =

∫

x−S

k(x, ξ)u(ξ) dξ, x ∈ R
n. (4)

(c) Обратимость (причинная обратимость) оператора 1+K, где K задан формулой (2)
(формулой (4)) не зависит от p.

Доказательство. (b) Предположим, что оператор K является причинным. Покажем, что
k(x, ξ) = 0 при п.в. x− ξ /∈ S.

Прежде всего заметим, что множество пар (x, ξ), для которых x−ξ /∈ S, открыто, поскольку
оно является прообразом открытого множества R

n\S при непрерывном отображении (x, ξ) 7→
x− ξ. Возьмем произвольные точки x и ξ, удовлетворяющие условию x− ξ /∈ S, и выберем их
компактные окрестности W и V соответственно так, чтобы (W − V ) ∩ S = ∅.

Покажем, что (W−S)∩V = ∅. Действительно, в противном случае для некоторых w ∈W ,
s ∈ S и v ∈ V выполнялось бы равенство w − s = v или w − v = s, что противоречит
предположению (W − V ) ∩ S = ∅.

Пусть функция u ∈ Lp равна нулю п.в. вне V . Тогда по доказанному она тем более равна
нулю п.в. на W −S. Отсюда в силу причинности оператора K функция Ku также равна нулю
п.в. на W − S. В частности, Ku равна нулю п.в. на W .

Обозначим через E
∗ сопряженное к E пространство. По доказанному для любых ограни-

ченных измеримых функций u : R
n → E и z : R

n → E
∗, равных нулю вне V и W соответ-

ственно, имеем ∫

Rn

〈(
Ku
)
(x), z(x)

〉
dx = 0,

где символ 〈e, e∗〉 означает результат применения функционала e∗ ∈ E
∗ к вектору e ∈ E.

Отсюда ∫

W

∫

V

〈
k(x, ξ)u(ξ), z(x)

〉
dξ dx = 0

для любых ограниченных измеримых функций u : V → E и z : W → E
∗.

Возьмем произвольные e ∈ E и e∗ ∈ E
∗. Очевидно, из последнего равенства вытекает, что

∫∫

W×V

〈
k(x, ξ)e, e∗

〉
u(ξ)z(x) dξ dx = 0

для любых ограниченных измеримых функций u : V → C и z : W → C. Как следствие, для
любых последовательностей ui : V → C и zi : W → C имеем

∫∫

W×V

〈
k(x, ξ)e, e∗

〉 ∞∑

i=1

ui(ξ)zi(x) dξ dx = 0
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при условии, что ряд
∑∞

i=1 ‖〈k(·, ·)e, e∗
〉
ui(·)zi(·)‖L1 сходится. Нам потребуется только один

частный случай этой формулы. Пусть B — открытый шар радиуса r с центром в точке (x0, ξ0),
а χB — его характеристическая функция. Очевидно, B можно представить в виде объеди-
нения счетного числа прямоугольных (т.е. имеющих вид [a1, b1] × · · · × [a2n, b2n]) множеств,
пересечения которых друг с другом имеют меру ноль. Поэтому из предыдущей формулы
вытекает, что ∫∫

W×V

〈
k(x, ξ)e, e∗

〉
χB(x, ξ) dξ dx = 0.

Покажем, что функция k п.в. на W × V равна нулю. Предположим противное: пусть

ess sup
x∈W, ξ∈V

‖k(x, ξ)‖ = C > 0.

Возьмем произвольное ε > 0. По определению существенного супремума множество N1 точек
(x, ξ) ∈ W × V , в которых ‖k(x, ξ)‖ > C − ε, имеет некоторую ненулевую меру δ > 0. С
другой стороны, в силу критерия измеримости Лузина [32, гл. 4, § 5, предложение 1] найдется
компактное множество N2 ⊆W ×V такое, что сужение функции k на N2 непрерывно, а мера
N2 отличается от меры W ×V не более, чем на δ/2. Положим N3 = N1 ∩N2. Очевидно, N3 —
множество ненулевой меры.

Пусть (x0, ξ0) ∈ N3 — точка плотности множества N3. Выберем e ∈ E и e∗ ∈ E
∗ так, чтобы

〈
k(x0, ξ0)e, e

∗
〉
> C − 2ε.

Обозначим через B = B(x0, ξ0; r) шар с центром в точке (x0, ξ0) настолько малого радиуса
r, что

Re
〈
k(x, ξ)e, e∗

〉
> C − 3ε, (x, ξ) ∈ B ∩N3.

Пусть χB : V ×W → C — характеристическая функция B. Тогда

0 =

∣∣∣∣∣

∫∫

W×V

〈
k(x, ξ)e, e∗

〉
χB(x, ξ) dξ dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫∫

B

〈
k(x, ξ)e, e∗

〉
dξ dx

∣∣∣∣∣ >

>

∫∫

B∩N3

Re
〈
k(x, ξ)e, e∗

〉
dξ dx−

∣∣∣∣∣

∫∫

B\N3

〈
k(x, ξ)e, e∗

〉
dξ dx

∣∣∣∣∣ >

> (C − 3ε)µ(B ∩N3)− Cµ(B \N3).

В силу леммы 2 отношение µ(B\N3)
µ(B∩N3)

при r → 0 стремится к нулю. Поэтому при достаточно ма-
лых r и ε правая часть последней оценки строго больше нуля. Это противоречие показывает,
что функция k п.в. на W × V равна нулю.

В силу выбора W и V отсюда следует, что k(x, ξ) = 0 при п.в. x− ξ /∈ S.
Обратное утверждение (о том, что из βk(y) = 0 при y /∈ S следует причинность оператора

K) очевидно.
(c) Для обычной обратимости утверждение вытекает из теоремы 1.1 и предложения 2.1

статьи [34]. Для перехода к причинной обратимости следует воспользоваться утверждением
(b).

Предложение 13. Пусть причинный оператор K задан формулой (2). Изоморфизм ΘB
A из

предложения 6 устанавливает причинное изометрическое подобие оператора K[A,B] опера-
тору

(
KB

A u
)
(x) =

∫

(B−S)\(A−S)

k(x, ξ)u(ξ) dξ, x ∈ (B − S) \ (A− S),
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действующему в (Lp)
B
A (см. определение (Lp)

B
A в предложении 6). При этом

‖K[A,B]‖ = ‖KB
A ‖ 6

∫

[
(B−S)\(A−S)

]
−
[
(B−S)\(A−S)

]
βk(s) ds. (5)

Доказательство. Оператор KB
A : (Lp)

B
A → (Lp)

B
A определим как дополняющий диаграмму

(Lp)[A,B]

K[A,B]−−−−→ (Lp)[A,B]

ΘB
A

y
yΘB

A

(Lp)
B
A

KB
A−−−−→ (Lp)

B
A

до коммутативной. Очевидно, KB
A можно представить в виде

(
KB

A u
)
(x) =

∫

Rn

χ(B−S)\(A−S)(x)k(x, ξ)χ(B−S)\(A−S)(ξ)u(ξ) dξ, x ∈ R
n.

Поэтому функцию βk в оценке (1) можно переопределить как ноль на дополнении к множе-
ству

[
(B−S)\(A−S)

]
−
[
(B−S)\(A−S)

]
. Отсюда в силу оценки (3) получаем оценку (5).

Следствие 14. Пусть оператор K задан формулой (4). Пусть g ∈ S
∗, g 6= 0. Тогда для

любых α 6 β, α, β ∈ R оператор K[α,β]g причинно подобен оператору

(
Kβ

α u
)
(x) =

∫

α6〈ξ,g〉<β

k(x, ξ)u(ξ) dξ, α 6 〈x, g〉 < β,

действующему в (Lp)
β
α = {u ∈ Lp : u(x) = 0 для почти всех α 6 〈x, g〉 < β }.

Следствие 15. Пусть оператор K задан формулой (4). Пусть g ∈ S
∗, g 6= 0. Тогда для

любых α 6 β, α, β ∈ R,

‖K[α,β]g‖ 6

∫

{ s:−(β−α)<〈s,g〉<β−α }

βk(s) ds.

Доказательство. В силу следствия 14 имеем

‖K[α,β]g‖ 6

∫

{ s:α6〈s,g〉<β }−{ s:α6〈s,g〉<β }

βk(s) ds =

∫

{ s:−(β−α)<〈s,g〉<β−α }

βk(s) ds.

Предложение 16. Пусть оператор K задан формулой (4). Пусть g ∈ S
∗, g 6= 0. Тогда для

любых α 6 β, α, β ∈ R, оператор 1+K причинно обратим на [α, β]g .

Доказательство. Возьмем некоторое δ > 0 и рассмотрим разбиение α = t0 < t1 < · · · < tm =
β отрезка [α, β], в котором ti − ti−1 < δ для всех i = 1, 2, . . . ,m. В силу следствия 15 имеем

‖K[ti−1,ti]g‖ 6

∫

{ s:−δ<〈s,g〉<δ }

βk(s) ds.

В силу [32, гл. IV, § 4, п. 5, следствие предложения 7] интеграл
∫
{ s:−δ<〈s,g〉<δ } βk(s) ds стре-

мится к нулю при δ → 0. Тем самым можно выбрать δ > 0 так, чтобы

‖K[ti−1,ti]g‖ < 1, i = 1, 2, . . . ,m.

В силу предложения 11 оператор 1+K причинно обратим на [ti−1, ti]g при всех i = 1, 2, . . . ,m.
Отсюда по теореме 1 следует причинная обратимость на [α, β]g .
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Лемма 17.

(a) Если линейный оператор T имеет двусторонний обратный, то любой его односторон-
ний обратный совпадает с T−1.

(b) Если оператор T ∈ B(X), где X — банахово пространство, обратим слева, то его образ
замкнут.

Доказательство. (a) Пусть T−1
l — левый обратный. Тогда, умножая тождество T−1

l T = 1

справа на T−1, получаем T−1
l = T−1. Случай правосторонней обратимости разбирается ана-

логично.
(b) Пусть T−1

l — левый обратный. Из тождества T−1
l T = 1 имеем оценку ‖x‖ = ‖T−1

l Tx‖ 6

‖T−1
l ‖ · ‖Tx‖, откуда ‖Tx‖ > ‖x‖

‖T−1
l

‖
. Последнее неравенство влечет замкнутость образа опе-

ратора T .

Теорема 2. Пусть оператор K задан формулой (4), g ∈ S
∗, g 6= 0, и γ ∈ R. Если оператор

T = 1+K односторонне причинно обратим на [−∞, γ]g (на [γ,+∞]g), то он и двусторонне
причинно обратим на [−∞, γ]g (на [γ,+∞]g).

Доказательство. Рассмотрим, к примеру, случай [−∞, γ]g. Возьмем произвольные α < β 6
γ, α, β ∈ R. В силу условия и предложения 10 оператор 1 + K односторонне причинно об-
ратим на [α, β]g , причем нормы односторонних обратных к (1 + K)[α,β]g равномерно по α и
β ограничены. Но согласно предложению 16 оператор (1 + K)[α,β]g двусторонне причинно
обратим на [α, β]g. Поэтому в силу леммы 17(a) нормы двусторонних обратных к (1+K)[α,β]g
равномерно по α < β 6 γ ограничены. Аналогичное утверждение справедливо и в случае
[γ,+∞]g.

Пусть p 6= ∞ и оператор 1 + K обратим слева на [−∞, γ]g. Тогда в силу леммы 17(b)
образ оператора (1 +K)[−∞,γ]g замкнут. Возьмем произвольное f ∈ (Lp)[−∞,γ]g , f 6= 0. Для
произвольного ε > 0 выберем δ ∈ (−∞, γ) так, чтобы ‖f − χ[δ,γ]gf‖ 6 ε, где χ[δ,γ]g(x) = 1
при δ 6 〈x, g〉 < γ и χ[δ,γ]g(x) = 0 при остальных x. По доказанному в первом абзаце χ[δ,γ]gf
имеет прообраз. Значит, образ (1 +K)[−∞,γ]g всюду плотен и поэтому (в силу замкнутости)
совпадает со всем (Lp)[−∞,γ]g .

Пусть p 6= ∞ и оператор 1 + K обратим справа на [−∞, γ]g. Тогда образ оператора
(1+K)[−∞,γ]g совпадает со всем пространством (Lp)[−∞,γ]g . Покажем, что (1+K)[−∞,γ]g имеет
нулевое ядро. По доказанному в первом абзаце для любого δ ∈ (−∞, γ) выполняется оценка
‖(1+K)[δ,γ]gu‖ > C‖u‖, u ∈ (Lp)[δ,γ]g , где C не зависит от δ. Поскольку

⋃
δ∈(−∞,γ)(Lp)[δ,γ]g всю-

ду плотно в (Lp)[−∞,γ]g , та же оценка выполняется для всех u ∈ (Lp)[−∞,γ]g . Следовательно,
(1+K)[−∞,γ]g имеет нулевое ядро.

Пусть p 6= 0 и оператор 1 + K обратим слева на [γ,+∞]g. Тогда ядро оператора
(1 + K)[γ,+∞]g состоит из нуля. Покажем, что его образ совпадает со всем пространством.
Возьмем произвольную возрастающую последовательность δm → +∞ и для произвольной
f ∈ (Lp)[γ,+∞]g рассмотрим функции fm = χ[γ,δm]gf . По доказанному в первом абзаце уравне-
ния (1+K)[γ,δm]gum = fm имеют единственные решения um, причем нормы um равномерно по
m ограничены. В силу причинности оператора K имеем um(x) = um+1(x) при γ 6 〈x, g〉 < δm.
Таким образом, um сходится к некоторой функции u ∈ (Lp)[γ,+∞]g . Нетрудно видеть, что
(1+K)[γ,+∞]gu = f .

Пусть оператор 1 +K обратим справа на [γ,+∞]g. Тогда образ (1 +K)[γ,+∞]g совпадает
со всем пространством (Lp)[γ,+∞]g . Покажем, что его ядро состоит из нуля. Предположим
противное: пусть (1 + K)[γ,+∞]gu = 0 для некоторого u ∈ (Lp)[γ,+∞]g , u 6= 0. Выберем δ ∈
(γ,+∞) так, чтобы χ[γ,δ]gu 6= 0. В силу причинности оператора 1+K из (1+K)[γ,+∞]gu = 0
имеем (1+K)[γ,δ]g(χ[γ,δ]gu) = 0, что противоречит утверждению первого абзаца.
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Во всех случаях в силу леммы 17(a), поскольку двусторонний обратный существует, а
односторонний обратный является причинным, двусторонний обратный также является при-
чинным.

Докажем теперь, что причинная обратимость в L∞ равносильна причинной обратимости
в L0. Рассмотрим, к примеру, случай [−∞, γ]g. Переопределим k(x, ξ) нулем при γ 6 〈x, g〉.
Тогда в силу предложения 11 оператор 1+K будет заведомо причинно обратим на [γ,+∞]g.
Теперь из теоремы 1 следует его причинная обратимость на [−∞,+∞]g. Далее сошлемся
на [24, теорема 5.2.7], где доказана равносильность его обычной обратимости в L∞ и в L0,
причем обратный в L0 является сужением обратного в L∞, а обратный в L∞ может быть
получен посредством предельного перехода (1+K)−1f = limn→∞(1+K)−1(χ[−n,n]gf).

5. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
С МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИМИСЯ ЯДРАМИ

Напомним, что если интегральный оператор (4) является сверточным, то условия его при-
чинной обратимости выписываются явно.

Теорема 3 ([3]). Пусть k ∈ L1

(
R
n,B(E)

)
. Тогда причинный спектр оператора свертки

(
Ku
)
(x) =

∫

x−S

k(x− ξ)u(ξ) dξ =

∫

S

k(ξ)u(x − ξ) dξ (1)

в алгебре B
S(Lp), 1 6 p 6 ∞ или p = 0, совпадает с множеством

⋃{
σ
(
ΨK(y, ω)

)
: y ∈ S

∗, ω ∈ R
n
}
∪ {0},

где σ(a) — спектра оператора a, а

ΨK(y, ω) =

∫

S

e〈−y+iω, ξ〉k(ξ) dξ.

Рассмотрим вначале произвольный интегральный оператор (2). Предположим, что ядро
k(x, ξ) интегрального оператора (2) меняется медленно с изменением x − ξ. В этом случае
естественно попытаться заменить локально ядро k(x, ξ) замороженным ядром, зависящим
только от разности аргументов x− ξ, превратив тем самым оператор в сверточный.

Рассмотрим [16] два типа операторов с замороженными ядрами, порожденные оператором
K. Первый — это семейство операторов

(
Kx0u

)
(x) =

∫

Rn

k(x0, x0 − x+ ξ)u(ξ) dξ

с замороженными ядрами kx0(ξ) = k(x0, x0 − ξ), зависящее от параметра x0 ∈ R
n; и второй

— семейство операторов

(
Kξ0u

)
(x) =

∫

Rn

k(ξ0 − ξ + x, ξ0)u(ξ) dξ

с замороженными ядрами kξ0(x) = k(ξ0 + x, ξ0), зависящее от параметра ξ0 ∈ R
n. Очевидно,

операторы Kx0 и Kξ0 являются операторами свертки.

Предложение 18 ([16, предложение 2]).
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(a) Для почти всех x0 ∈ R
n ядро kx0(ξ) = k(x0, x0 − ξ) определено при почти всех ξ ∈ R

n

и при почти всех ξ ∈ R
n удовлетворяет оценке ‖kx0(ξ)‖ 6 βk(ξ). Таким образом,

оператор Kx0 определен при почти всех x0 ∈ R
n.

(b) Для почти всех ξ0 ∈ R
n ядро kξ0(x) = k(ξ0 + x, ξ0) определено при почти всех x ∈ R

n

и при почти всех x ∈ R
n удовлетворяет оценке ‖kξ0(x)‖ 6 βk(x). Таким образом,

оператор Kξ0 определен при почти всех ξ0 ∈ R
n.

Предположим, что для некоторого x0 ∈ R
n ядро kx0(ξ) = k(x0, x0 − ξ) оператора Kx0

принадлежит L1

(
R
n,B(E)

)
и оператор 1+Kx0 обратим. Известно (см., например, [24, теорема

4.5.5(f)]), что в этом случае обратный оператор имеет вид 1−Nx0 , где Nx0 — оператор свертки
с некоторой функцией из L1

(
R
n,B(E)

)
. Из технических соображений удобно представить

ядро оператора Nx0 в виде

(
Nx0u

)
(x) =

∫

Rn

n(x0, x0 − x+ ξ)u(ξ) dξ.

Предположим теперь, что оператор 1 +Kx0 обратим для почти всех x0 ∈ R
n и, кроме того,

при почти всех (x, ξ) ∈ R
n × R

n выполняется оценка

‖n(x, ξ)‖ 6 βn(x− ξ) (2)

для некоторой функции βn ∈ L1(R
n,R). В этом случае рассмотрим оператор

(
Nu
)
(x) =

∫

Rn

n(x, ξ)u(ξ) dξ. (3)

Аналогичным образом предста́вим обратный к оператору 1+Kξ0 (в предположении, что
он существует) в виде 1−M ξ0 , где

(
M ξ0u

)
(x) =

∫

Rn

m(ξ0 − ξ + x, ξ0)u(ξ) dξ.

В случае, когда операторы 1 + Kξ0 обратимы при почти всех ξ0 ∈ R
n и при почти всех

(x, ξ) ∈ R
n × R

n выполняется оценка

‖m(t, ξ)‖ 6 βm(t− ξ) (4)

для некоторой функции βm ∈ L1(R
n,R), рассмотрим оператор

(
Mu

)
(x) =

∫

Rn

m(x, ξ)u(ξ) dξ. (5)

Предложение 19 ([16, предложение 3]).

(a) Пусть оператор 1 + Kt0 обратим при почти всех x0 ∈ R
n. Тогда функция n : R

n ×
R
n → B(E) может быть выбрана измеримой. Таким образом, если в этом случае

выполнена оценка (2), то формула (3) определяет линейный ограниченный оператор,
действующий в Lp при всех 1 6 p 6 ∞ и p = 0.

(b) Пусть оператор 1 + Kξ0 обратим при почти всех ξ0 ∈ R
n. Тогда функция m : R

n ×
R
n → B(E) может быть выбрана измеримой. Таким образом, если в этом случае

выполнена оценка (4), то формула (5) определяет линейный ограниченный оператор,
действующий в Lp при всех 1 6 p 6 ∞ и p = 0.
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Будем описывать скорость изменения ядер операторов K, N и M в терминах измери-
мых функций αk, αn, α

k, αm : R
n → R. Предположим, что при почти всех (x, h) ∈ R

n × R
n

выполняются оценки
∫

Rn

‖k(x, ξ) − k(x+ h, ξ + h)‖ dξ 6 αk(h), (6)

∫

Rn

‖n(x, ξ)− n(x+ h, ξ + h)‖ dξ 6 αn(h) (7)

и при почти всех (ξ, h) ∈ R
n × R

n выполняются оценки
∫

Rn

‖k(x, ξ) − k(x+ h, ξ + h)‖ dx 6 αk(h), (8)

∫

Rn

‖m(x, ξ) −m(x+ h, ξ + h)‖ dx 6 αm(h). (9)

Очевидно, функции αk, αn, αk и αm без ограничения общности можно считать четными.
Основным результатом настоящей статьи является следующая теорема.

Теорема 4. Пусть 1 6 p 6 ∞ или p = 0. Пусть K — причинный интегральный опера-
тор (4), причем выполнена оценка (1).

(a) Пусть операторы 1+Kx0 причинно обратимы в Lp при почти всех достаточно боль-
ших x0 ∈ R

n и выполнены оценки (2) и (7), а также оценка
∫

S

βk(h)αn(h) dh < 1.

Тогда оператор 1+K причинно обратим в Lp.

(b) Пусть операторы 1+Kx0 причинно обратимы в Lp при почти всех достаточно боль-
ших x0 ∈ R

n и выполнены оценки (2) и (6), а также оценка
∫

S

βn(h)αk(h) dh < 1.

Тогда оператор 1+K причинно обратим в Lp.

(c) Пусть операторы 1+Kξ0 причинно обратимы в Lp при почти всех достаточно боль-
ших ξ0 ∈ R

n и выполнены оценки (4) и (9), а также оценка
∫

S

βk(h)α
m(h) dh < 1.

Тогда оператор 1+K причинно обратим в Lp.

(d) Пусть операторы 1+Kξ0 причинно обратимы в Lp при почти всех достаточно боль-
ших ξ0 ∈ R

n и выполнены оценки (4) и (8), а также оценка
∫

S

βm(h)αk(h) dh < 1.

Тогда оператор 1+K причинно обратим в Lp.
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Доказательство. Разбор всех случаев одинаков. Ограничимся поэтому утверждением (a). В
силу предложения 12(c) можно считать, что операторы 1+Kx0 причинно обратимы в L∞.

Возьмем g ∈ S, g 6= 0. Выберем достаточно малое α ∈ R так, чтобы

‖k(x, ξ)‖ 6 βk(x− ξ), 〈x, g〉 < α, ξ ∈ R
n,

∫

Rn

‖n(x, ξ)− n(x+ h, ξ + h)‖ dξ 6 αn(h), 〈x, g〉 < α, 〈x+ h, g〉 < α.

И выберем достаточно большое β ∈ R так, чтобы аналогичные оценки выполнялись для
множества β 6 〈x, g〉.

Покажем, что оператор 1 +K причинно обратим справа в L∞ как на [−∞, α]g, так и на
[β,+∞]g. Доказательство этого факта в существенном повторяет доказательство теоремы 1
из [16]. Рассмотрим оператор

KN = 1− (1+K)(1−N) = KN −K +N.

Далее так же, как и в [16], с использованием предложения 11 легко доказывается, что опе-
ратор 1+K причинно обратим справа в L∞ как на [−∞, α]g, так и на [β,+∞]g при условии,
что ‖(KN )[−∞,α]g‖ < 1 и ‖(KN )[β,+∞]g‖ < 1.

Нетрудно видеть (подробнее см. [16]), что оператор KN является интегральным с ядром

kn(x, ξ) =

∫

Rn

k(x, σ)
(
n(σ, ξ)− n(x, x− σ + ξ)

)
dσ =

=

∫

(x−S)∩(ξ+S)

k(x, σ)
(
n(σ, ξ)− n(x, x− σ + ξ)

)
dσ.

Оценим норму оператора (KN )[−∞,α]g : (L∞)[−∞,α]g → (L∞)[−∞,α]g . В силу следствия 14 и
известной формулы для нормы интегрального оператора в L∞ имеем

‖(KN )[−∞,α]g‖ = ess sup
〈x,g〉<α

∫

〈ξ,g〉<α

‖kn(x, ξ)‖ dξ 6

6 ess sup
〈x,g〉<α

∫

〈ξ,g〉<α

[ ∫

(x−S)∩(ξ+S)

‖k(x, σ)‖ ·
∥∥n(σ, ξ)− n(x, x− σ + ξ)

∥∥ dσ
]
dξ 6

6 ess sup
〈x,g〉<α

∫

〈ξ,g〉<α

[ ∫

〈σ,g〉<α

βk(x− σ) ·
∥∥n(σ, ξ)− n(x, x− σ + ξ)

∥∥ dσ
]
dξ 6

6 ess sup
〈x,g〉<α

∫

〈σ,g〉<α

βk(x− σ)

[ ∫

〈ξ,g〉<α

∥∥n(σ, ξ)− n(x, x− σ + ξ)
∥∥ dξ

]
dσ 6

6 ess sup
〈x,g〉<α

∫

Rn

βk(x− σ)

[∫

Rn

∥∥n(σ, ξ)− n
(
σ + (x− σ), ξ + (x− σ)

)∥∥ dξ
]
dσ 6

6 ess sup
〈x,g〉<α

∫

Rn

βk(x− σ)αn(x− σ) dσ < 1.

Аналогично оценивается норма оператора (KN )[β,+∞]g : (L∞)[β,+∞]g → (L∞)[β,+∞]g .
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Таким образом, оператор 1+K причинно обратим справа в L∞ как на [−∞, α]g, так и на
[β,+∞]g. Из теорем 2 и 1, а также предложения 16 следует, что он причинно обратим во всем
пространстве. Остается сослаться на предложение 12(c).

При разборе случаев (c) и (d) удобно в качестве основного пространства взять L1.
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