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Аннотация: в статье рассматривается связь максимальных префиксных кодов с бес-
конечными итерациями языков. Приведено необходимое условие коммутирования в гло-
бальном надмоноиде свободного моноида и рассмотрены частные случаи такого коммути-
рования: когда один из языков состоит из одного или двух слов. В терминах максималь-
ных префиксных кодов сформулирован критерий эквивалентности пары конечных язы-
ков. Произведён подсчёт числа максимальных префиксных кодов с ограничением длины
слов над алфавитом произвольной мощности. Приведён ряд нерешённых задач, сформу-
лированы гипотезы необходимых условий коммутирования, требующие проверки в буду-
щем.
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ITERATIONS OF LANGUAGES AND MAXIMAL PREFIX
CODES

S. Y. Korabelshchikova, B. F. Melnikov

Abstract: in this paper we consider the relationship between maximal prefix codes and
iterations of finite languages. There is obtained the necessary conditions of commutation in the
global supermonoid of the free monoid and considered some special cases such commutation:
i.e., when one of considered languages consists of one or two words. In the terms of maximal
prefix codes, we formulated the criterium for equivalence of two finite languages. We counted
the number of maximal prefix codes having the limitation for the length of words over the
alphabet of arbitrary power. We consider some unsolved problems, and formulated necessary
conditions of commutation, which requires verification in the future.
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1. ВВЕДЕНИЕ. МАКСИМАЛЬНЫЕ ПРЕФИКСНЫЕ
КОДЫ И ПРОБЛЕМА РАВЕНСТВА В РАЗНЫХ

КЛАССАХ ЯЗЫКОВ

Максимальные префиксные коды рассматриваются в нескольких разных разделах широко
известной монографии [1]. В настоящей статье мы опишем их связь с некоторыми вопросами
теории формальных языков, в частности – с бесконечными итерациями языков, рассмотрен-
ными одним из авторов настоящей статьи в [2] и др.

В качестве «мотивации» (т.е. почему мы рассматриваем эти задачи) отметим следующее.
Определяемое нами далее отношение эквивалентности A ≡ B, а также приведённые в [2]
необходимые и достаточные условия его выполнения (прежде всего – в префиксном случае),
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могут быть применены при решении разных задач, относящихся ко многим областям теории
формальных языков. Опишем очень кратко только небольшую часть этих областей.

• На основе условий выполнения отношения A ≡ B можно сформулировать некоторые
необходимые и достаточные условия коммутирования в глобальном надмоноиде (су-
пермоноиде) свободного моноида и некоторых его подмоноидах – [3], [4]. Иными сло-
вами – сформулировать некоторые критерии для выполнения равенства A · B = B · A,
где A,B ⊆ Σ∗. В настоящей статье этим вопросам посвящены разделы 3. и 4.

• В некоторых подклассах класса контекстно-свободных (КС) языков разрешима пробле-
ма эквивалентности — в отличие от всего этого класса; см. [5], [6], [7]. Важно отметить,
что мы при этом имеем в виду не «пресловутый» класс детерминированных контекстно-
свободных языков, проблема эквивалентности для которого была сформулирована ещё
в конце 1960-х, 1) и впоследствии была решена. 2)

Итак, мы имеем в виду подклассы, не совпадающие с классом детерминированных КС-
языков. Однако с помощью этих подклассов могут быть описаны некоторые реальные
языки программирования – см. примеры в [7]. Для описания этих подклассов мы ча-
сто рассматриваем пары языков, удовлетворяющих определяемому далее отношению
эквивалентности A ≡ B.

• Задачи, рассматриваемые в настоящей статье, возникают при графическом описании
класса КС-языков и некоторых его подклассов – см. [9], [13], [14], [23], [24], [25] — в
частности, при решении проблем эквивалентности в этих подклассах. 3)

• Возможным практическим приложением этой теории является применение префикс-
ных кодов при обработке файлов для их защиты при частичном повреждении. См. тео-
ретические аспекты данной проблемы в [15], [16], некоторые вопросы, демонстрирующие
связь этой проблемы с материалом настоящей статьи, – в [17], [18], а описание практи-
ческого программного продукта – в [19].

• «Бесконечный случай» – т.е. когда мы в (1) допускаем возможность бесконечных язы-
ков A или B – по-видимому, менее интересен, чем «конечный». Однако всё-таки в неко-
торых задачах необходимость рассмотрения бесконечных языков A и B возникает –
например, в случае когда рассматривается задача описания условий эквивалентности
морфических образов т.н. скобочных языков. См. [6], [7], [18], [20], [21]; отметим, что в
этих работах мы рассматривали и другие варианты применения морфизмов бесконеч-
ных языков при описании некоторых подклассов класса КС-языков.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Как уже отмечалось, бесконечные итерации конечных языков были впервые рассмотрены
одним из авторов настоящей статьи в [2]. Иными словами, рассматривались ω-языки вида
Aω, где A – конечный язык над заданным алфавитом Σ. (Мы предполагаем, что |Σ| > 2, а
также – если специально не сказано иного – что A 6∋ ε.) Для двух конечных языков A и B
мы рассматривали их равенство Aω = Bω, которое равносильно выполнению специального

1) См., например, [8, разд. 4.2].
2) Частичные решения см. в [9], [10], [11], а полное – в [12].
3) Более того, развитие этого графического подхода даёт возможность описать – также графически –

языки, имеющие в иерархии Хомского типы 1 и 0.
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отношения эквивалентности, также определённого в [2]: A∗ ≡∞B∗ тогда и только тогда, когда
{
(∀u ∈ A∗) (∃ v ∈ B∗) (u ∈ Pref (v))

(∀ v ∈ B∗) (∃u ∈ A∗) (v ∈ Pref (u)) .
(1)

Здесь Pref (u) – множество всех префиксов слова u, включая ε и u. Ниже записью Opref (u)
будем обозначать множество всех собственных префиксов слова u (также включая ε). Ана-
логично для языков:

Pref (A) = {u |u ∈ Pref (v), v ∈ A } ,
Opref (A) = {u |u ∈ Opref (v), v ∈ A } .

Для языка A ⊆ Σ∗ обозначим

pv (A) = {u ∈ A | (∀v ∈ A) (u /∈ Opref (v)) } .

Для некоторых языка A ⊆ Σ∗ и слова u ∈ Σ∗ будем писать

A | u = { v ∈ Σ∗ |uv ∈ A } .

В [2] мы рассматривали равенство ω-языков и определённую с помощью (1) эквивалент-
ность – в случае произвольных ω-языков и языков соответственно. А в настоящей работе мы
будем рассматривать их только для ω-языков типа Aω и языков типа A∗. Вследствие этого
ниже в данной статье мы будем писать A ≡ B – вместо использовавшегося в [2] обозначения
A∗ ≡∞B∗; итак, условие A ≡ B выполняется тогда и только тогда, когда выполняются оба
условия (1).

В [2] были получены необходимые и достаточные условия эквивалентности A ≡ B; стоит
отметить, что существенно проще эти условия могут быть получены в т.н. префиксном случае,
т.е. когда

(∀u, v ∈ A, u 6= v) (u /∈ Pref (v)) ,

Отметим также, что в большинстве рассматриваемых нами задач случай бесконечных ите-
рируемых языков менее интересен – это отражено в названии статьи [2]. 4)

Итак, мы повторили основные обозначения, применявшиеся, прежде всего, в [2], [3], [4],
[6] и др. Очень важно упомянуть также статью [21], одним из основных результатов кото-
рой является следующее утверждение (необходимое условие коммутирования в глобальном
надмоноиде свободного моноида): если

A ·B = B ·A, (2)

то A ≡ B.
А основной доказанный в [2] факт ([2, Th. 1]) можно эквивалентно сформулировать сле-

дующим образом.
Критерий эквивалентности A ≡ B.

Для некоторой пары конечных языков A и B, таких что A ≡ B, существует ко-
нечный язык D (пусть D = {u1, . . . , un }), для которого выполнено следующее
условие. Для некоторого нового алфавита ∆ = { c1, . . . , cn } существуют два язы-
ка A′, B′ ⊆ ∆∗, такие что:

4) Можно провести аналогию между рассматриваемыми нами проблемами и т.н. примером М.-П.Шют-
ценберже ([1, гл. 5, пр. 3.3.1]): над конечным алфавитом подобных примеров не существует.

Отметим ещё, что приведённая в этой же главе ([1, гл. 5]) теория, относящаяся к максимальным префиксным
кодам, связана и с проблемами, рассматриваемыми далее в настоящей статье.
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• оба языка (A′ и B′) в качестве подмножеств содержат максимальные пре-
фиксные коды над алфавитом ∆; 5)

• для морфизма

h : ∆∗ → Σ∗, где h(c1) = u1 , . . . , h(cn) = un ,

выполнены условия h(A′) = A и h(B′) = B.

Обозначения, связанные с этим критерием (употреблявшиеся в [2] и др.) таковы. Всё мно-
жество максимальных префиксных кодов над алфавитом ∆ будет обозначаться mp (∆). Для
применяемых в формулировке критерия обозначений морфизма h и языков (D, A′ и др.)
множества, полученные из mp (∆) с помощью применения морфизма h, будем обозначать
mp (D). Кроме того, будем писать A′, B′ ∈ mp+ (∆) и A,B ∈ mp+ (D). Заметим, что для
любого A ∈ mp+ (∆) выполнено условие

pv (A) ∈ mp (∆) .

Итак, согласно [2], рассмотренное нами в [21] необходимое условие коммутирования (2)
может быть заменено на сформулированный критерий эквивалентности A ≡ B – также яв-
ляющийся для (2) необходимым условием.

В двух следующих разделах мы рассмотрим простые частные случаи такого коммутиро-
вания. Специально отметим, что в некоторых из исследуемых нами далее задач достаточно
рассматривать только случай префиксных языков – в котором доказательство необходимых и
достаточных условий эквивалентности A ≡ B существенно проще, чем в рассматривавшемся
в [2] общем случае.

3. КОММУТИРОВАНИЕ В СЛУЧАЕ, КОГДА ОДИН ИЗ
ЯЗЫКОВ СОСТОИТ ИЗ 1 СЛОВА

В этом и следующем разделах на множества A и B не накладывается требование префикс-
ности, однако одно из множеств (всюду пусть A) должно содержать не более 2 элементов. 6)

Будем считать, что к языкам A и B уже был применён специальный инверсный морфизм,
который может быть построен на основе изложенного в разделе 2. . Таким образом, пусть

A,B ∈ mp+ (Σ) .

При этом:
• употребление одного алфавита – вместо рассматривавшихся ранее двух – недоразуме-

ний не вызовет;

• а критерии равенства (2) для произвольных множеств, одно из которых содержит не
более 2 элементов, могут быть получены из приведённых ниже путём применения к A
и B произвольного морфизма, причём не обязательно инъективного.

Кроме этого, пусть всюду в данном разделе алфавит Σ будет равен либо {0}, либо {0, 1},
либо {0, 1, 2} (в зависимости от числа |Σ|, которое не будет превышать 3).

Сначала рассмотрим случай |A| = 1. Если A = {ε}, то условие (2) выполняется для
поизвольного B. Иначе из условий

|A| = 1 и A ∈ mp+ (Σ)

5) Эти коды, вообще говоря, различны.
6) При этом, конечно, в некоторых частных случаях условие префиксности можно получить в качестве

тривиального следствия.
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получается следующее:
|Σ| = 1 и A = {0k}

для некоторого положительного k. Кроме того, B ⊆ Σ∗, а, как несложно убедиться, любое
подмножество B множества {0}∗ при любом k удовлетворяет условию

{0k} · B = B · {0k} .

Таким образом, приведённое в разделе 2. необходимое условие равенства (2)

A,B ∈ mp+ (Σ)

в случае |A| = 1 является необходимым и достаточным.

4. КОММУТИРОВАНИЕ В СЛУЧАЕ, КОГДА ОДИН ИЗ
ЯЗЫКОВ СОСТОИТ ИЗ 2 СЛОВ

Теперь пусть |A| = 2.
Несложно показать, что согласно приведённому выше критерию эквивалентности A ≡ B,

а также определению mp+ , возможны только следующие два варианта (и только они):
• |Σ| = 1, A =

{
0k, 0l

}
при некоторых различных k, l > 0;

• |Σ| = 2, A = Σ.

Очевидно, что в первом случае условие

B ∈ mp+ (Σ)

является, как и при |A| = 1, не только необходимым, но и достаточным; оно для однобуквен-
ного алфавита Σ уже было рассмотрено. Далее будем исследовать второй вариант.

Обозначим
B̃ = pv (B) .

Несложно убедиться, что, поскольку A = {0, 1}, из (2) следует равенство

{0, 1} · B̃ = B̃ · {0, 1} (1)

(ср. это равенство с примером, рассмотренным в разделе 6. ).
Докажем, что

B̃ = Σn

для некоторого n ∈ N0. Это утверждение является следствием такого факта: если

k 6
∥∥∥B̃
∥∥∥
min

,

то для каждого слова длины k (u ∈ Σk) числа
∣∣∣B̃|u

∣∣∣ равны между собой 7) ; докажем сфор-

мулированный факт индукцией по k.
База индукции (случай k = 0) очевидна, поскольку при этом есть только одно число

∣∣∣B̃|ε
∣∣∣ =

∣∣∣B̃
∣∣∣ ;

7) Т.е. число слов языка {w |uw ∈ B̃ } не зависит от выбранного слова u ∈ Σk.
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докажем шаг индукции. Согласно сделанным обозначениям,

B̃ =
⋃

u∈Σk

uB̃|u . (2)

Пусть k + 1 6
∥∥∥B̃
∥∥∥
min

; предположение индукции –

(
∀u ∈ Σk

) (
|B|u| = const

)
.

Значит, вследствие (1),
(
∀u ∈ Σk, a ∈ {0, 1}

) (∣∣∣
(
{0, 1}B̃

)
|au
∣∣∣ = const

)
,

что даёт (
∀v ∈ Σk+1

)(∣∣∣
(
{0, 1}B̃

)
|v
∣∣∣ = const

)
,

а из последнего, согласно (1) и (2), получаем
(
∀v ∈ Σk+1

)(∣∣∣B̃|v
∣∣∣ = const

)
;

тем самым доказан шаг индукции.
Итак,

pv (B) = Σ
‖B‖min

.

Обозначив
B1 = B \pv (B) ,

можно таким же способом доказать, что

pv (B1) = Σ
‖B1‖min

,

и т.д. Поэтому выполняется следующая

Теорема 1. Если A = Σ = {0, 1} и A ·B = B ·A, то

B =
⋃

i∈I

Σi

для некоторого I ⊆ N0.

Заметим, что мы не пользовались какими-либо ограничениями на |B|, поэтому в форму-
лировке утверждения 1 множество индексов I ⊆ N0 может быть и бесконечным.

Случаи, когда A содержит больше двух элементов, даже, к примеру, |A| = 3, сложны для
детального исследования. Действительно, после применения упомянутого инверсного мор-
физма только для одного множества A имеется бесконечно много вариантов, даже если до-
полнительно потребовать выполнение условия A 6∋ ε, а именно:

• |Σ| = 1, множество A произвольное (только этот случай исследуется легко);

• |Σ| = 2, A = { 0, 10, 11 };

• |Σ| = 2, A = { 0, 1, u } для произвольного слова u такого, что |u| > 2 (здесь имеется
бесконечно много «подслучаев»);

• |Σ| = 3, A = Σ.
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5. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ПОДСЧЁТА ЧИСЛА
МАКСИМАЛЬНЫХ ПРЕФИКСНЫХ КОДОВ

Для некоторых алфавитов
∆ = { b1, b2, . . . , bn } (1)

и Σ рассмотрим морфизм

h : ∆∗ → Σ∗, где h(b1) = u1 , h(b2) = u2 , . . . , h(bn) = un ,

(в терминах теории кодирования – [22] и др. – это отображение является алфавитным коди-
рованием, задаваемым схемой h).

Код называется однозначно декодируемым, если любое слово в кодирующем алфавите либо
не является кодовым, либо является кодом ровно одного сообщения – см. [1, стр. 134] или [22,
стр. 260]. В терминах теории формальных языков то же самое формулируется следующим об-
разом: инверсный морфизм h−1 является инъективной функцией. При т.н. помехоустойчивом
кодировании алфавит сообщений совпадает с кодирующим, и выбирается равным множеству
элементов некоторого конечного поля, рассматриваемого нами, например, в [17]. При этом
однозначная декодируемость кода зависит от множества

C = {u1, u2, . . . , un} = h(∆) (2)

элементарных кодов, и сама функция h при этом не принципиальна. 8) Очевидно, что свой-
ство префикса гарантирует однозначную декодируемость кода и эффективный алгоритм де-
кодирования.

Префиксному коду (2) можно сопоставить корневое дерево, в котором каждой цепи от
корня до концевой вершины соответствует элементарный код, и наоборот. Пусть, например,
кодирующий алфавит ∆ = {b1, b2, b3, b4}, а множество элементарных кодов

C = { b1b3, b3, b1b1, b1b2, b4b2b3, b1b4, b4b1, b4b2b4 } .

Здесь свойство префикса выполняется, и коду соответствует кодовое дерево, изображённое
на рис. 1.
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Рис. 1

При этом, согласно [1, стр. 147], префиксный код является полным, если порядок ветв-
ления всех неконцевых вершин кодового дерева равен мощности кодирующего алфавита ∆.

8) В (2), как и в некоторых местах далее, мы рассматриваем ∆ не как алфавит (множество букв), а как
множество однобуквенных слов.

112 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 2



Итерации языков и максимальные префиксные коды

Несложно доказывается, что в случае конечных алфавитов (который мы рассматриваем)
понятия «полный код» и «максимальный код» всегда совпадают.

Произведём подсчёт количества различных максимальных префиксных кодов с ограни-
чением t на длину слов над кодирующим алфавитом мощности q. Эта задача эквивалентна
задаче подсчёта всех корневых деревьев с порядком ветвления не концевых вершин q и име-
ющим не более t ярусов.

Первый случай: t = 1. Не более 1 яруса (то есть ровно 1 ярус) имеет 1 кодовое дерево,
соответствующее множеству всех однобуквенных элементарных кодов (2).

Второй случай: t = 2. Не более чем 2 яруса имеют 2q деревьев. Из q концевых вершин
первого яруса выбираем произвольное подмножество вершин, от которых пойдут пучки из
q ребер во 2-й ярус. Количество подмножеств q-элементного множества равно 2q, включая
пустое подмножество, соответствующее 1-ярусному дереву.

Третий случай: t = 3. Сначала подсчитаем деревья, имеющие ровно 3 яруса; посчитаем q
вспомогательных сумм – по количеству вершин для ветвления в первом ярусе. 9)

C(q, 1) · C(q, 1) + C(q, 1) · C(q, 2) + · · ·+ C(q, 1) · C(q, q) + (3)

+ C(q, 2) · C(2q, 1) + C(q, 2) · C(2q, 2) + · · ·+ C(q, 2) · C(2q, 2q) + (4)

+ . . . +

+ C(q, q) · C(q2, 1) + C(q, q) · C(q2, 2) + · · · + C(q, q) · C(q2, q2) . (5)

Здесь:
• (3) соответствует ситуациям, в которых в первом ярусе выбрана 1 вершина для ветвле-

ния, а во втором – 1, 2, . . . , q из q имеющихся;

• (4) соответствует ситуациям, в которых в первом ярусе выбраны 2 вершины для ветв-
ления, а во втором – 1, 2, . . . , 2q из 2q имеющихся;

• (5) соответствует ситуациям, в которых в первом ярусе выбраны q вершин для ветвле-
ния, а во втором – 1, 2, . . . , q2 из q2 имеющихся.

Таким образом, общее число деревьев, имеющих не более чем 3 яруса – 2q плюс сумма (3),
(4) и (5). Заменяя 2q на сумму C(q, 0) + C(q, 1) + · · ·+ C(q, q), получаем

C(q, 0) + C(q, 1) + · · ·+ C(q, q) +

+ C(q, 1) · C(q, 1) +C(q, 1) · C(q, 2) + · · ·+ C(q, 1) · C(q, q) +

+ C(q, 2) · C(2q, 1) + C(q, 2) · C(2q, 2) + · · ·+ C(q, 2) · C(2q, 2q) +

+ . . . +

+ C(q, q) · C(q2, 1) + C(q, q) · C(q2, 2) + · · · + C(q, q) · C(q2, q2) .

Далее, вынеся за скобки общие множители, перепишем последнее в виде

C(q, 0) + C(q, 1) · (1 + C(q, 1) + C(q, 2) + · · · + C(q, q)) +

+ C(q, 2) · (1 + C(2q, 1) + C(2q, 2) + · · · +C(2q, 2q)) +

+ . . . +

+C(q, q) · (1 + C(q2, 1) + C(q2, 2) + · · ·+ C(q2, q2)) ;

после замены суммы в скобках на степени двойки получаем

C(q, 0) + C(q, 1) · 2q + C(q, 2) · 22q + · · ·+ C(q, q) · 2q·q.
9) C(n,m) – число сочетаний из n по m.
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Итого мы получаем такое число максимальных префиксных кодов с длиной слов не более 3
в q-буквенном кодирующем алфавите:

q∑

i=0

C(q, i) · 2i·q.

Аналогичными рассуждениями мы получаем число максимальных префиксных кодов с дли-
ной слов не более 4 в q-буквенном кодирующем алфавите:

1 + C(q, 1) ·
q∑

i=0
C(q, i) · 2i·q + C(q, 2) ·

2q∑
i=0

C(2q, i) · 2i·q+

+ · · ·+ C(q, q) ·
q2∑
i=0

C(q2, i) · 2i·q.

Продолжая аналогичным образом, мы по индукции доказываем следующую теорему.

Теорема 2. Число максимальных префиксных кодов с длиной слов не более t (t > 3) в q-
буквенном кодирующем алфавите задаётся формулой

q∑
i1=0

C(q, i1) ·
( i1·q∑
i2=0

C(i1 · q, i2) ·
( i2·q∑
i3=0

C(i2 · q, i3) ·

· . . . ·
( it−3·q∑
it−2=0

C(it−3 · q, it−2) · 2it−2·q
)
. . .
))
.

(Параметры i1, i2, . . . it−2 соответствуют количеству ветвящихся вершин в 1-м, 2-м, . . . , t−2-м
ярусах соответственно.)

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ПРИМЕРЫ И НЕКОТОРЫЕ
ГИПОТЕЗЫ

В данном разделе рассматриваются некоторые интересные примеры и задачи для даль-
нейшего решения.

Во-первых, рассмотрим некоторые примеры. В префиксном случае пары языков A и B, для
которых выполнено условие (2), могут быть построены на основе сформулированного выше
критерия эквивалентности A ≡ B. Кроме того очевидно, что также условие (2) выполняется
для произвольных языков A и B, каждый из которых может быть записан в виде

⋃

i∈I

Σi

для некоторого множества индексов I ⊆ N0.
Приведём менее очевидный пример – пример непрефиксных языков A и B над алфавитом

Σ = {0, 1}:
A = Σ ∪ { 00, 01, 11 } ∪Σ3, B = Σ ∪ Σ2 ; (1)

тогда
A · B = B ·A =

⋃

26i65

Σi .

Все примеры (эти и любые другие) могут быть изменены с помощью применения к языкам
A и B одного и того же морфизма, причём не обязательно инъективного.
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Далее сформулированы две гипотезы, для которых у авторов в настоящее время нет ни
доказательств, ни контрпримеров.

Первая гипотеза.
Если (2), то выполнено равенство

pv (A) · pv (B) = pv (B) · pv (A) . (2)

При этом отметим, что для произвольного языка

A ∈ mp+ (Σ)

по определению множества mp выполнено условие

pv (A) ∈ mp (Σ) .

Поэтому если первая гипотеза верна (т.е. если равенство (2) действительно выполняется для
любых коммутирующих языков A и B), то, согласно сформулированному в разделе 2. кри-
терию эквивалентности A ≡ B,

pv (A) = Ck и pv (B) = C l

для некоторых C ⊆ Σ∗ (префиксного множества) и чисел k, l ∈ N0.
На основе этих равенств формулируется

Вторая гипотеза.
При сделанных обозначениях можно выбрать множество C таким образом, что
A,B ⊆ C∗.

(Заметим, что, например, пары бесконечных языков

A = Σ2Σ∗ и B = Σ4Σ∗

для произвольного алфавита Σ контрпримерами ко второй гипотезе не являются, поскольку
мы можем выбрать не только C = Σ2, но и C = Σ.)

Для анализа обеих сформулированных гипотез может оказаться полезным следующий
факт: вообще говоря,

pv (A) · pv (B) 6= pv (A · B) . (3)

Для подтверждения (3) рассмотрим такой пример:

Σ = {0, 1}, A = B = { 0, 01, 100, 101, 110, 111 } ;

заметим, что здесь
A, B, AB ∈ mp+ (Σ).

Неравенство (3) при этом можно проверить непосредственно. 10)

10) А можно показать и почти без «вычислений», используя следующие соображения:

pv (A) = pv (B) = { 0, 100, 101, 110, 111 } ,

значит,
pv (A) · pv (B) 6∋ 010 ,

в то время как pv (AB) ∋ 010.
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Отметим ещё, что с задачей описания критериев равенства A ·B = B ·A, а также со многи-
ми из задач, рассматривавшихся в предыдущих разделах и в процитированных нами преды-
дущих статьях (прежде всего – [4], [5]), непосредственно связана задача «извлечения корня»
из заданного языка: для заданного языка A ⊆ Σ∗ требуется найти максимально возможное
n ∈ N и зависящий от n язык B ⊆ Σ∗, такие что A = Bn. До конца эта задача авторами ещё
не исследована, поэтому приведём лишь один интересный пример, имеющий некоторую ана-
логию с примером (1): для произвольного алфавита Σ (в том числе – при |Σ| = 1 и |Σ| = ω)
из языка ⋃

26i610

Σi

извлекается не только «очевидный» квадратный корень

⋃

16i65

Σi ,

но и ⋃

i∈{ 1,2,4,5 }

Σi .

Таким образом, в случае языков операция извлечения корня заданной степени не является
(однозначной) функцией.

Сформулируем также в общем виде одну проблему, постановка и частичное решение кото-
рой для двоичного алфавита (т.е. |Σ| = 2) и значения d = 3 (см. определение ниже) приведено
в [15, стр. 262].

В помехоустойчивом кодировании обычно используется равномерный код, то есть длины
всех слов одинаковы. Расстоянием Хэмминга между словами одинаковой длины называется
количество позиций, в которых различаются эти слова. Минимум из попарных расстояний
различных кодовых слов называют минимальным расстоянием кода и обозначают d(C) или
просто d. (Пример: C = {010, 110, 101}; при этом d = 1, т.к. расстояние между словами
010 и 110 равно 1, между словами 010 и 101 равно 3, между словами 110 и 101 равно 2,
а min{1, 3, 2} = 1.) От этого значения зависит корректирующая способность кода: код с
минимальным расстоянием d обнаруживает d−1 и исправляет [(d−1)/2] ошибок.

Возникает такая задача: оценить максимальные размеры равномерных кодов (двоичных,
троичных и т.д.) фиксированной длины n, имеющих минимальное расстояние d – т.е. любые
два слова должны находиться на расстоянии d или больше. Отметим, что [15, стр. 262] при-
ведено частное решение – для двоичного алфавита приведены максимальные размеры кодов,
исправляющих 1 ошибку (т.е. d = 3). Результаты, приведённые в [15], таковы: для n = 3 ответ
2; для n = 4 ответ 2; для n = 5 ответ 4; для n = 6 ответ 8; для n = 7 ответ 16; для n = 8
ответ 20. Итак, на основе материала данной статьи, возможно, удастся отыскать решение для
бо́льших значений |Σ| и/или d.
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