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Аннотация: в данной статье рассматривается слабо нелинейное векторно-
операторное дифференциальное уравнение первого порядка в комплексном гильбертовом
пространстве. Эта статья написана по мотивам работы Перова А.И. “Частотные признаки
существования ограниченных решений”, в которой изучались нелинейные дифференци-
альные уравнения в конечномерном гильбертовом пространстве. В статье введены ин-
тегральные и частотные постоянные, основное частотное условие, условие Каратеодори,
используется оценка А. Г. Баскакова. На их основе получен главный результат статьи, а
именно, две теоремы, содержащие условия, при которых рассматриваемое уравнение име-
ет единственное ограниченное решение, а также условия его абсолютной устойчивости.
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BOUNDED SOLUTIONS
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Abstract: in this paper are considered the weekly nonlinear vector-operator differential
equation of the first order in a complex Hilbert space. This article is written based on the article
of A. I. Perov "The frequency signs for the existence of the bounded solutions"which studied
nonlinear differential equations in finite-dimensional Hilbert space. The article introduced the
integral and frequency constants, the main frequency condition, Caratheodory condition and
were used the estimate of A. G. Baskakov. On their basis, obtained by the main result of this
paper, namely, two theorems containing the conditions under which the considered equation
has a unique bounded solution, as well as the conditions for its absolute stability.
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Пусть H — комплексное гильбертово пространство, скалярное произведение в котором за-
писывается с помощью круглых скобок, а норма элемента x из H обозначается |x|(= (x,x)1/2).
Банахова алгебра линейных ограниченных операторов A, действующих в H, обозначается
EndH с нормой A(= sup{|Ax|/|x| : 0 6= x ∈ H}).

Эта статья написана по мотивам работы [1], в которой изучались нелинейные дифферен-
циальные уравнения в конечномерном гильбертовом пространстве.

В комплексном гильбертовом пространстве H рассмотрим слабо нелинейное векторно-
операторное дифференциальное уравнение первого порядка

ẋ = Ax+ f(t,x), (1)
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где · = d/dt, x ∈ H, A ∈ EndH, а f(t, x) : R × H → H — нелинейная векторная функция,
удовлетворяющая условию Липшица или условию типа Липшица.

Здесь производная понимается в сильном смысле как предел по норме конечноразностного
отношения [x(t +∆t) − x(t)]/∆t при ∆t → 0, точно также как непрерывность, измеримость
и т.п., причём слово сильно, как правило, опускается.

Во всей статье предполагается, что спектр σ(A) оператора A не пересекается с мнимой
осью

σ(A)
⋂
iR = ∅. (2)

Это предположение заведомо будет выполняться, если спектр лежит в открытой левой полу-
плоскости

Re(λ) < p при λ ∈ σ(A). (3)

Такой оператор назовём гурвицевым (в честь известного немецкого математика Адольфа Гур-
вица), в то время как оператор, удовлетворяющий условию (2), — бóлевым (в честь рижского
математика Пирса Георгиевича Боля).

Как известно (см., например, [2, с. 119–121]), для любой векторной измеримой ограничен-
ной функции f(t) : R → H любое неоднородное векторно-операторное дифференциальное
уравнение

ẋ = Ax+ f(t) (4)

при условии (2) имеет единственное ограниченное решение x(t) : R → H, и это решение
представимо в интегральной форме

x(t) =

+∞∫

−∞

G(t− s)f(s) ds, (5)

где G(t) есть (приведённая) операторная ограниченная функция Грина, то есть функция
Грина задачи об ограниченных решениях. Поясним, что решение называется ограниченным
(иногда равномерно-ограниченным), если

|x(t)| 6 c, −∞ < t < +∞, (6)

где x — положительная постоянная.
В теории ограниченных решений важны две величины, связанные с оператором A:

k(A) =

+∞∫

−∞

|G(t)| dt, (7)

s(A) = max
−∞<θ<+∞

|(iθI −A)−1|, (8)

где I ∈ EndH есть единичный оператор. Так как частотная характеристика W (iθ) =
(iθI −A)−1 является преобразованием Фурье ограниченной операторной функцией Грина,

(iθI −A)−1 =

+∞∫

−∞

G(t)e−iθt dt, (9)

то в силу формул (7) и (8) находим, что

s(A) 6 k(A). (10)
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Выше мы через W (p) (обозначили резольвенту оператора A, т.е. W (p) = (pI−A)−1 : ρ(A) →
EndH, где ρ(A) = C \ σ(A) есть множество регулярных точек оператора A.

Обозначим через Lp = Lp(R,H) банахово пространство векторных измеримых функций
x(t) : R → H с нормой

‖x‖p =




+∞∫

−∞

|x(t)|p dt




1/p

, 1 6 p < +∞,

‖x‖∞ = vrai sup
−∞<θ<+∞

|x(t)|.

Отметим, что пространство L = L2(R,H) есть гильбертово пространство со скалярным про-
изведением

〈x,y〉 =
+∞∫

−∞

(x(t),y(t)) dt.

Интегральный оператор K, определённый формулой (5), действует в каждом из этих про-
странств и является линейным ограниченным оператором, норма которого в L обозначается
‖K‖p. Для нас важно, что

‖K‖2 = s(A). (11)

Этот факт устанавливается с помощью теоремы Планшереля (см., например, [3, c. 390–392];
[4, c. 92–95]). Отметим ещё, что

‖K‖C 6 ‖K‖∞ 6 k(A). (12)

Здесь есть C = C(R,H) есть банахово пространство векторных непрерывных ограниченных
функций с sup-нормой.

Во всей статье предполагается, что нелинейная векторная функция f(t,x) : R × H → H

удовлетворяет условию Каратеодори: измерима по t при любом фиксированном x из H и
непрерывна по x при почти всех t из R, и либо удовлетворяет условию Липшица

|f(t,x)− f(t,y)| 6 l|x− y|, (13)

либо удовлетворяют условию типа Липшица

|f(t,x)| 6 m+ l|x|, (14)

где l и m — некоторые положительные постоянные. В обоих случаях положим

f0(t) ≡ f(t,0), −∞ < t < +∞, (15)

и будем предполагать, что эта измеримая векторная функция является ограниченной.
Отметим, что при выполнении каждого из условий (13) или (14), любое решение нели-

нейного уравнения (1) нелокально продолжимо, то есть продолжимо на всю числовую пря-
мую, причем если выполнено условие Липшица (13), то это решение однозначно определяется
любыми своими начальными условиями; если же выполняется условие типа Липшица (14),
то в случае бесконечномерного пространства H нужно ещё предполагать, что выполнены
какие-либо условия, гарантирующие локальную разрешимость, так как в бесконечномерном
пространстве H отсутствует теорема Пеано.

В обоих приводимых ниже теоремах важную роль играет основное частотное условие

qσ = s(A)l < 1. (16)
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В завершение подготовительной работы введём ещё постоянную

c = 4d(1 + (|A| + l)d), (17)

где
d = s(A)/(1 − qσ), (18)

Начало и конец доказательства теорем и лемм обозначается соответственно значками � и �.
Теорема 1. Пусть выполнены условия Липшица (13), условие (15) и основное частотное

условие (16). Тогда слабо нелинейное дифференциальное уравнение (1) имеет единственное
ограниченное решение x(t). Для этого решения справедлива оценка

‖x‖∞ 6 c‖f0‖∞, (19)

где постоянная c определяется формулой (17).
Если оператор A гурвицев, то ограниченное решение x(t) абсолютно устойчиво, причём

|x(t)− y(t)|etγ → 0 при t → +∞, (20)

для любого другого решения y(t) уравнения (1), где γ — фиксированная постоянная, 0 < γ <
1/d, и постоянная d определяется формулой (18).

� Приступая к доказательству первой части теоремы 1, предположим, что уравнение
(1) имеет ограниченное решение, и докажем для него справедливость оценки (19). Прежде
всего, рассмотрим любое неоднородное векторно-операторное дифференциальное уравнение
(сравни с (4)):

ẋ = Ax+B(t)x+ f(t), (21)

в котором B(t) : R → EndH есть измеримая ограниченная операторная функция, причем

|B(t)| 6 l, −∞ < t < +∞, (22)

а f(t) : R → H есть произвольная измеримая ограниченная векторная функция.
Запишем уравнение (21), которое, очевидно, удовлетворяет всем требованиям теоремы 1

в виде
Lx ≡ (d/dt− (A+B(t)))x = f , (23)

и покажем, что дифференциальный оператор L : W 1
2 → L− 2 обратим в L2, причём

‖L−1‖ 6 d, (24)

где постоянная d определяется формулой (18).
Действительно, если Lx = f , то в силу формулы (5) мы можем написать

x(t) =

+∞∫

−∞

G(t− s){B(s)x(s) + f(s)} ds, (25)

откуда в силу формулы (11) и условия (22) получаем ‖x‖2 6 s(A)(l‖x‖2+‖f‖2), что приводит
к оценке ‖x‖2 6 s(A)/(1− s(A)l)‖f‖2, которая в силу произвольности f ∈ L2 и означает, что
справедлива оценка (24).

Как известно из [5] и [6], из обратимости дифференциального оператора L в L2 вытекает
его обратимость в любом Lp. Для нас важна оценка Баскакова А.Г. [7, с. 413]

‖L−1‖∞ 6 4‖L−1‖2(1 + (|A+ l)‖L−1‖2), (26)
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которая в нашем случае в силу оценки (24) принимает вид

‖L−1‖∞ 6 c, (27)

где постоянная c определяется равенством (17). Мы видим, что для ограниченных решений
уравнения (21) оценка (19) установлена.

Отметим, что оценка (26) в цитированной выше работе [7, с. 413] была установлена в
предположении непрерывности B(t) в операторной топологии; мы же требуем от B(t) толь-
ко измеримости и ограниченности. Однако, как легко убедиться в том, используя, скажем,
усреднение по Стеклову, что оценка (26) справедлива и в этом случае.

Пусть теперь x(t) — произвольное решение слабо нелинейного дифференциального урав-
нения (1). Применяя приводимую ниже лемму 1 к непрерывной функции x = x(t) и изме-
римой функции y = y(t) ≡ f(t,x(t)) − f(t,0), для которых в силу условия Липшица (13)
верно неравенство |y(t)| 6 l|x(t)|, получаем, что существует такая измеримая операторная
функция B(t) : R → EndH, что f(t, x(t)) − f(t, 0) = B(t)x(t) и |B(t)| 6 l. Таким образом,
мы видим, что каждое решение слабо нелинейного уравнения (1) является одновременно и
решением некоторого линейного уравнения (21), в котором f(t) = f(t, 0) = f0(t) (см. (15)).
Поэтому, если x(t) есть ограниченное решение слабо нелинейного уравнения (1), то x(t) яв-
ляется также ограниченным решением линейного уравнения (21), и, следовательно, для него
по доказанному выше, справедлива оценка (19).

Итак, оценка (19) установлена нами в самом общем случае.
Использованный нами в предыдущем абзаце приём известен как “принцип линейного вклю-

чения” [8, с. 159-161], [9].
Перейдём к доказательству существования и единственности ограниченного решения сла-

бо нелинейного дифференциального уравнения (1). В периодическом случае, когда допол-
нительно выполнено условие f(t + ω,x) = f(t,x) при некотором ω > 0, существование и
единственность ω–периодического решения уравнения (1) даже в более общей ситуации до-
казаны в статье [10].

Это доказательство было основано на классическом принципе сжимающих отображений.
Для доказательства существования и единственности ограниченного решения в общем слу-
чае, мы прибегнем к помощи леммы о продолжении гомеоморфизма по параметру [11, c.
26–27]. Слегка в изменённом виде она приведена здесь под именем леммы 3.

Возьмём в качестве банахова пространства X банахово пространство W 1
∞ абсолютно непре-

рывных x(t) : R → H с ограниченными x(t) и ẋ(t)

‖ẋ‖W 1
∞

= ‖x‖∞ + ‖ẋ‖∞.

В качестве банахова пространства Y возьмём L∞. Рассмотрим нелинейных дифференци-
альный оператор, зависящий от параметра µ:

F ≡ ẋ(t)−Ax(t)− µf(t,x(t)) : X → Y, 0 6 µ 6 1. (28)

В условиях теоремы 1 при всех достаточно малых µ > 0 этот оператор непрерывно обратим.
Пусть x1, x2 ∈ X и Fµ = y1, Fµ = y2. Тогда для ∆x(t) = x1(t)− x2(t) можно написать

(∆̇x)(t)−A∆x(t)− µ{f(t,x1(t))− f(t,x2(t))} = y1(t)− y2(t).

По лемме 1 можно указать такую измеримую ограниченную операторную функцию B(t) :
R → EndH, что |B(t)| 6 l, и

(∆̇x)(t)−A∆x(t)− µB(t)∆x(t) = ∆y(t). (29)
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Мы видим, что ∆x(t) есть ограниченное решение линейного уравнения. По доказанному ранее
(по оценке (19)) имеем

‖∆x‖∞ 6 c(µ)‖∆y‖∞. (30)

Поэтому
‖F−1(y1)− F

−1(y2)‖∞ 6 c‖y1 − y2‖ (31)

и выполнено второе требование леммы 3.
Наконец, при любых µ и γ из отрезка [0, 1] в силу условия Липшица имеем

‖Fµ(x1)− Fγ(x1)− (Fµ(x2)− Fγ(x2))‖ =

= ‖ẋ1−Ax1−µf(t,x1)−(ẋ1−Ax1−γf(t,x1))−(ẋ2−Ax2−µf(t,x2)−(ẋ2−Ax2−γf(t,x2)))‖ =

= ‖(γ − µ)(f(t,x1)− f(t,x2))‖ = |µ− γ| · ‖f(t,x1)− f(t,x2)‖ 6 l|µ− γ| · ‖x1 − x2‖.

Третье требование леммы 3 также выполнено.
Перейдём к доказательству второй части теоремы 1.
Пусть оператор A гурвицев, то есть выполнено условие (8). Покажем, что существующее в

этих условиях единственное ограниченное решение уравнения (1) является абсолютно устой-
чивым, причем имеет место соотношение (20). Без ограничения общности можно считать,
что единственным ограниченным решением уравнения (1) является нулевое решение, то есть
f(t, 0) ≡ 0. После замены

x = e−tγy (32)

уравнение (1) примет вид
ẏ = Bγy + gγ(t,y), (33)

где
Bγ = γI +A, gγ(t, x[y]) = etγf(t, e−tγy). (34)

Проверим, что при всех γ, для которых 0 < γ < 1/d, уравнение (33) удовлетворяет всем
требованиям теоремы 1.

Так как при любом θ ∈ R оператор iθI − A непрерывно обратим, то при выполнении
условия 0 < γ < |(iθI −A)−1| оператор iθI −Bγ также непрерывно обратим. Если при этом

0 < γ < min
−∞<θ<+∞

1

|(iθI −A)−1| =
1

s(A)
(35)

(см. (8)), то при всех θ оператор iθI −Bγ имеет непрерывно обратный. В силу того, что по-
лученное утверждение верно при любом γ, удовлетворяющем ограничению (35), то оператор
Bγ также гурвицев.

Покажем, что при выполнении условия (35) имеет место оценка

s(Bγ) 6
s(A)

1− γs(A)
. (36)

Действительно, так как

(iθI −Bγ)
−1 = (I − γ(iθI −A)−1)−1(iθI −A)−1

и

(I − γ(iθI −A)−1)−1 =

∞∑

k=0

γk(iθI −A)−k,
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то

|(iθI −Bγ)
−1| 6

∞∑

k=0

γk|(iθI −A)−1|k(iθI −A)−1 6

∞∑

k=0

γk(s(A))k+1 =
s(A)

1− γs(A)
,

откуда и вытекает оценка (36).
Отметим далее, что в силу (13) согласно (34) векторная функция gγ(t,y) также удовле-

творяет условию Липшица
|gγ(t,y)− gγ(x,z)| 6 l|y − z| (37)

с той же самой константой l. Далее, gγ(t, 0) ≡ 0 и gγ(t,y) измерима по t. Поэтому если
выполнено условие s(Bγ)l < 1, то согласно [12, теорема 4] нулевое решение уравнения (33)
абсолютно устойчиво, что влечёт за собой стремление к нулю любого решения этого уравне-
ния при t→ +∞. В силу оценки (36) последнее заведомо будет выполнено, если имеет место
неравенство s(A)/(1 − γs(A)) < 1, которое равносильно тому, что 0 < γ < 1/d. �

Можно показать, что существующее в условиях теоремы 1 ограниченное решение урав-
нения (1) является стационарным (то есть независящим от времени), периодическим, почти
периодическим или рекуррентным в зависимости от того, стационарной, периодической, по-
чти периодической или рекуррентной по t, является f(t,x) соответственно.

Заметим, что если в формулах (16), (17) и (18) заменить s(A) на k(x[A]) или даже на ‖K‖C
(см. неравенства (10) и (12)), то доказательство теоремы 1 существенно упрощается и сводит-
ся в своей первой части к стандартному применению классического принципа сжимающих
отображений к интегральному оператору, определяемому интегральным уравнением

x(t) =

+∞∫

−∞

G(t− s)f(s,x(s)) ds

и рассматриваемому в пространстве C (это сделано в статье [13]).
Лемма 1. Пусть x и y — фиксированные векторы из H, причём

|y| 6 l|x|, (38)

где l — некоторая неотрицательная постоянная. Тогда можно построить такой линейный
оператор B ∈ EndH, что

Bx = y, |B| 6 l. (39)

� В статье [1] эта лемма 1 доказана излишне сложно. Если x = 0, то согласно (38) и y = 0.
В этом случае положим B = 0, и требования (39) выполнены. Если x 6= 0, то положим

Bh =
(h,x)

(x,x)
y. (40)

Определение корректно (x 6= 0) и B есть линейный ограниченный оператор из EndH. Далее,
Bx = (x,x)y/(x,x) = y и по неравенству Шварца

|Bh| 6 |h||x|
(x,x)

|y| = |y|
|x| |h| 6 l|h|,

откуда в силу произвольности h выполняется оценка |h| 6 l. Мы видим, что все требования
(39) снова выполнены. �

Лемма 2 [1]. Пусть x и y — фиксированные векторы из H, причём

|y| 6 m+ l|x|, (41)
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где m и l — некоторые неотрицательные числа. Тогда можно построить такой вектор c

из H и линейный оператор B ∈ EndH, что

y = c+Bx, где |c| 6 m и |B| 6 l. (42)

Пусть X и Y — банаховы пространства. Условимся называть нелинейный оператор F :
X → Y, действующий из банахова пространства X в банахово пространство Y, непрерывно
обратимым, если он осуществляет гомеоморфное отображение X на Y.

Лемма 3 (сравни с [11, с. 26–27]). Пусть задано семейство нелинейных операторов F :
X → Y, 0 6 µ 6 1, действующих из банахова пространства X в банахово пространство Y,
причём выполнены условия:

1) Оператор F0 непрерывно обратим;

2) Если при некотором µ, 0 6 µ 6 1, оператор Fµ непрерывно обратим, то обратный
оператор F−1

µ : Y → X удовлетворяет условию Липшица

‖F−1
µ (y1)− F−1

µ (y2)‖ 6 c‖y1 − y2‖ (43)

с фиксированной константой Липшица c;

3) При любых µ и ν, 0 6 µ, ν 6 1, разность Fµ − Fγ удовлетворяет условию Липшица

‖Fµ(x1)− Fµ(x1)− {Fµ(x2)− Fν(x2)}‖ 6 δ(|µ − ν|)‖x1 − x2‖ (44)

с фиксированной функцией δ(|µ− ν|) : [0, 1] → R, непрерывной в нуле, причём δ(0) = 0.

Тогда оператор Fµ непрерывно обратим при любом µ, 0 6 µ 6 1, и, следовательно, урав-
нение

Fµ(x) = y (45)

при любом y из X имеет единственное решение x = F−1
µ (y) из X.

� Пусть при некотором µ, 0 6 µ 6 1 нелинейный оператор Fµ непрерывно обратим (на-
пример, µ = 0 см. условие 1)). Проверим, что все нелинейные операторы Fν непрерывно
обратимы, если разность ν − µ по модулю достаточно мала. Покажем, что уравнение

Fν(x) = y (46)

при любом y из Y имеет единственное решение x из X. Перепишем это уравнение в виде,
допускающем применение принципа сжимающих отображений:

x = F−1
µ {Fµ(x)− Fν(x) + y} ≡ Φµ(x). (47)

Проверим, что нелинейный оператор Φν(x) : X → X при достаточно малой разнице ν − µ по
модулю является сжимающим. Действительно, так как

Φν(x1)− Φν(x2) = F−1
µ {Fµ(x1)− Fν(x1) + y} − F−1

µ {Fµ(x2)− Fν(x2) + y},

то в силу условий 2) и 3) имеем

‖Φν(x1)− Φν(x2)‖ 6 c‖Fµ(x− 1)− Fν(x1)− Fµ(x2) + Fν(x2)‖ 6 cδ(|µ − ν|)‖x1 − x2‖,

и при
δ(|µ − ν|) < 1/c (48)

отображение Φν оказывается сжимающим. �
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Вернёмся к уравнению (1), в котором относительно линейной части — оператора A —
сохраним прежнее предположение (2), а предположение относительно нелинейной функции
f(t,x) немного ослабим: считая по-прежнему, что f(t,x) измерима по t и непрерывна по x

(условие Кратеодори) вместо условия Липшица (13) потребуем только выполнения условия
типа Липшица (14).

Теорема 2. Пусть выполнено условие типа Липшица (14). Пусть выполнено основное
частотное условие (16). Пусть выполнено условие компактности: для любых отрезка [a, b]
и числа r > 0 множество {f(t,x)} при t ∈ [a, b] и |x| 6 r компактно в H.

Тогда слабо нелинейное дифференциальное уравнение (1) имеет по крайней мере одно огра-
ниченное решение. Для любого ограниченного решения x(t) этого уравнения справедлива
оценка

‖x‖∞ 6 cm ≡ r, (49)

где постоянная c определена формулой (17), а постоянная m взята из условия типа Лип-
шица (14).

Если оператор A гурвицев, то уравнение (1) является равномерно S-диссипативным, где

S = {x ∈ H : |x| 6 r}. (50)

� Прежде всего установим оценку (49). Пусть x(t) — произвольное решение слабо нели-
нейного дифференциального уравнения (1), определённое на всей числовой прямой R: ẋ(t) =
Ax(t) + f(t,x(t)). Применив лемму 2 к непрерывной функции x = x(t) и измеримой функ-
ции y = y(t), где y(t) ≡ f(t,x(t)), на основании условия типа Липшица (14), получим, что
существуют такие измеримые ограниченные векторная функция c(t) и операторная функция
B(t), для которых f(t,x(t)) = B(t)x(t)+ c(t), причём |c(t)| 6 m, а |B(t)| 6 l. Таким образом
мы видим, что каждое решение слабо нелинейного дифференциального уравнения (1) явля-
ется одновременно и решением некоторого линейного дифференциального уравнения (21), в
котором f(t) = c(t), а операторная функция B(t) удовлетворяет ограничению (22). Поэтому
если x(t) есть ограниченное решение слабо нелинейного дифференциального уравнения (1),
то x(t) является также ограниченным решением построенного нами линейного неоднородного
дифференциального уравнения (21) и, следовательно, для него, согласно формуле (27), спра-
ведлива оценка ‖x‖∞ 6 c‖f‖∞. Но в нашем случае ‖f‖∞ = ‖c‖∞ 6 m. Отсюда и вытекает
оценка (49).

Существование ограниченного решения уравнения (10) может быть установлено следую-
щим образом. Фиксируем произвольный отрезок [a, b] и рассмотрим на нём краевую задачу

ẋ = Ax+ f(t,x), a 6 t 6 b;x(a) = x(b). (51)

Её можно свести к нелинейному векторно-операторному уравнению

x(t) =

b∫

a

G(t− s, ω)f(s,x(s)) ds (ω = b− a), (52)

где операторная функция Грина G(t, ω) есть приведённая операторная ω-периодичная функ-
ция Грина, определённая формулой

G(t, ω) = (I − eAω)−1e(t−a)A, a 6 t 6 b. (53)

Если обозначить через F интегральный оператор, определяемый правой частью формулы
(52), то он действует в пространстве L2[a, b](H) и в силу условия (14) удовлетворяет неравен-
ству

‖Fx‖L2[a,b] 6 s(A){m+ l‖x‖L2[a,b]}, (54)
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В силу основного частотного условия (16) qσ ≡ s(A)l < 1. Поэтому оператор F отображает
шар S в себя: FS ⊆ S, где S = {x ∈ L2[a, b] : ‖x‖L2[a,b] 6 ρ}, ρ = s(A)m/(1 − qσ). Так как
оператор F непрерывен и компактен (вполне непрерывен), то согласно принципу Шаудера он
имеет в шаре S по крайней мере одну неподвижную точку, то есть краевая задача (51) имеет
по крайней мере одно решение x[a, b](t), a 6 t 6 b.

Это решение, будучи продолжением ω-периодичным образом на всю числовую прямую, яв-
ляется ω-периодичесвикм решением слабо нелинейного ω-периодичного дифференциального
уравнения

ẋ = Ax+ f̃(t,x), (55)

у которого f̃(t,x) совпадает с f(t,x) при a 6 t 6 b, и на остальные t продолжимо ω–
периодическим образом. Нетрудно видеть, что f̃(t,x) обладает теми же общими свойствами,
что и f(t, x) (то есть удовлетворяет всем условиям теоремы 2); в частности, она удовлетворя-
ет условию типа Липшица (14). Так как ω–периодическое решение уравнения (55) является
ограниченным решением этого уравнения, то по уже доказанному выше, для него справед-
лива оценка

|x[a, b](t)| 6 r, a 6 t 6 b. (56)

Теперь рассмотрим произвольную последовательность отрезков [ak, bk], где ak < bk и ak →
−∞, а bk → +∞ при k → +∞. Для каждого отрезка [ak, bk] рассмотрим решения xk(t) =
x[ak, bk](t). Для нас важно, что

|xk(t)| 6 r, |ẋk(t)| 6 ṙ ≡ m+ (|A+ l)r при ak 6 t 6 bk. (57)

По теореме Арцела-Асколи с помощью канторовского диагонального процесса из последо-
вательности решений xk(t) можно выделить такую подпоследовательность xkj(t), которая
сходится к некоторой векторной функции x(t) равномерно на каждом конечном промежут-
ке, то есть

xkj(t) =⇒ x(t) локально. (58)

Ясно, что предельная функция x(t) является решением уравнения (1), определённым при
всех t, и ограниченным, так как в силу (57) и (58) имеем |x(t)| 6 r, −∞ < t < +∞. Итак,
существование ограниченного решения уравнения (1) доказано.

Теперь перейдём к доказательству второй части теоремы 2.
Пусть оператор A гурвицев. Тогда нетрудно видеть, что совокупность всех решений урав-

нений вида (1) с фиксированным оператором A ∈ EndH и всевозможными нелинейностями
f(t,x), подчинёнными требованию (14) с фиксированными m и l, образуют нормальное се-
мейство [12]. Поэтому в конечномерном случае, согласно [12, теорема 9] для равномерного
S-диссипативного уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы все ограниченные решения
x(t) этого уравнения лежали в шаре S, то есть x(t) ∈ S при −∞ < t < +∞. Но полученная
нами оценка (49) говорит о том, что это требование выполнено. Поэтому уравнение (1) яв-
ляется равномерно S-диссипативным. Эти же рассуждения проходят и в бесконечномерном
случае в силу содержащегося в условиях теоремы 2 требования компактности. �

Можно показать, что в условиях теоремы 2 всегда существует такое ограниченное решение,
которое является стационарным, периодическим, почти периодическим или рекуррентным в
зависимости от того, стационарной, периодической, почти периодической или рекурентной
по t является f(t,x) (сравни с [14]).

Отметим работы [15]–[22], в которых получены интересные результаты.
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