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Аннотация: работа посвящена исследованию моделей СМО в компьютерных сетях
и имеет прикладное применение. В работе исследуются характеристики незавершенной
работы в моделях систем массового обслуживания с бесконечным накопителем, одним
обслуживающим прибором с экспоненциальным обслуживанием. На вход СМО поступа-
ет дважды стохастический пуассоновский поток, интенсивность которого λ (t) является
скачкообразным процессом с интервалами постоянства, распределенными по экспонен-
циальному закону. Предполагается, что значения процесса λ (t) в точках разрыва сле-
ва и справа независимы. В данной работе для моделей систем массового обслуживания
M/G/1 и M/M/1 (в обозначениях Кендала) со скачкообразной интенсивностью входного
потока получены следующие результаты: выведены уравнения типа Такача относительно
стационарных и нестационарных характеристик незавершенной работы; найдены преоб-
разования Лапласа и Лапласа-Стилтьеса решений стационарных уравнений. Для СМО
M/M/1: получены стационарные моменты незавершенной работы, доказано существова-
ние и единственность стационарного режима по незавершенной работе.

Ключевые слова: система массового обслуживания, скачкообразная интенсивность
дважды стохастического пуассоновского потока, уравнения Такача, незавершенная рабо-
та.
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ВВЕДЕНИЕ

Локальные сети (ЛС) в учреждениях и офисах создают для их пользователей новые воз-
можности интегрального характера благодаря прикладным программам. Развивается авто-
матизированный документооборот, создаются различные массивы управленческой, коммер-
ческой и другой информации общего назначения.

Наличие рабочих мест, подключенных не только к локальным ресурсам, но и к мировой
базе данных в Интернет, создало новую ситуацию для администраторов ЛС. Появилась необ-
ходимость мобильно реагировать на изменяющиеся запросы пользователей и соответствую-
щим образом "подстраивать" ресурсы ЛС: увеличивать или уменьшать производительности
серверных станций, возможно, изменять топологию ЛС, создавать дополнительные ресурсы
ЛС в виде новых маршрутизаторов.

В настоящее время активно проводятся исследования по проектированию и анализу функ-
ционирования информационных сетей. Основная цель данных исследований — разработка
положений и научно обоснованных технических решений, обеспечивающих эффективность и
повышение качества администрирования информационных сетей (ИС).

Аналитическими моделями ИС в целом и отдельных ее элементов являются, соответствен-
но, системы массового обслуживания (СМО) и сети СМО. Вопросы моделирования СМО в
ИС исследуются в теории массового обслуживания, частные результаты такого исследования
приведены в работе [1], [2].

Одним из важных вероятностных процессов теории массового обслуживания является
незавершенная работа U (t), которая представляет собой количество времени, необходимое
для освобождения системы от всех заявок находящихся в ней в момент времени t. В момент
прихода очередной заявки незавершенная работа равна времени ожидания заявки начала
обслуживания. Незавершенная работа в системах массового обслуживания с постоянными
параметрами достаточно хорошо изучена в работах [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10]. Однако на
практике чаще приходится сталкиваться с системами, параметры которых изменяются с те-
чением времени.

Кроме того, функционирование узлов локальных, а также глобальных информационных
сетей типа Интернет описывается СМО с параметрами, изменяющимися в случайные момен-
ты времени [1], [2], [11], [12], [13].

В литературе для СМО с изменяющимися параметрами принято название: СМО, функци-
онирующие в случайной среде [14]. В некоторых случаях на вход таких СМО поступает пуас-
соновский поток заявок со случайной интенсивностью λ(t), то есть так называемый дважды
стохастический (ДС) поток. В данной работе в качестве λ(t) рассматривается скачкообраз-
ный процесс, а СМО, функционирующую в случайной среде с входным ДС пуассоновским
потоком будем называть для краткости дважды стохастической (ДС) СМО.

В силу специфики потока сообщений на узлах локальных и глобальных компьютерных
сетей системы массового обслуживания со скачкообразной интенсивностью входного потока
используются при моделировании узлов локальных вычислительных сетей, системы обслу-
живания с диффузионной интенсивностью входного потока используются при моделировании
узлов глобальных вычислительных сетей [1]. В работе [2] исследованы модели СМО для биб-
лиотечных серверов, серверов баз данных, proxy и web серверов в информационных сетях
с количеством рабочих станций в сети более 600. С применением статистического анализа
в работе был сделан вывод о том, что функционирование библиотечного сервера в локаль-
ной сети описывается моделью СМО с бесконечным накопителем, пуассоновским входным
потом заявок со скачкообразной интенсивностью входного потока, одним обслуживающим
прибором с экспоненциальным законом обслуживания.

Указанный статистический вывод в работе [2], сделанный на основе эмпирических на-
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блюдений, можно также обосновать теоретически. Скачкообразный характер интенсивности
входного потока возникает в связи с тем, что заявки на обслуживание поступают по множе-
ству каналов. По каждому каналу проходит пуассоновский поток со своей интенсивностью,
причём суммарный поток будет являться пуассоновским, а его интенсивность равна сумме
интенсивностей потоков линий связи [1]. Вследствие того, что по ряду причин канал или
несколько каналов в случайные моменты времени отключаются из работы, интенсивность
потока претерпевает скачки. В узлах информационных сетей обслуживание происходит по
экспоненциальному закону в связи с тем, что сообщения обрабатываются с постоянной ско-
ростью, а длина сообщений является случайной величиной, распределённой по экспоненци-
альному закону из-за того, что сумма длительностей обслуживания на одном временном
интервале не зависит от суммы длительностей обслуживания на других временных интерва-
лах.

Рассмотренная модель СМО имеет практическое применение, как в информационных се-
тях, так и в социальных системах, например, таких как морские порты, аэропорты, банки и
т.д. Например, в информационных сетях в качестве обслуживающих устройств используются
коммутаторы, которые производят коммутацию входящих в его порты информационных по-
токов, направляя их в соответствующие выходные порты, обеспечивая эффективную работу
всей системы. Таким образом, каждый сервер можно рассматривать как отдельную СМО.

В работах [6], [11], [12], [13], [15] исследовалась незавершенная работа в ДС СМО типа
M/G/1 со скачкообразной интенсивностью входного потока приближенными методами ана-
лиза. В работе [3] в аналогичной СМО исследовались приближенными методами уравнения
типа Такача, искомые характеристики незавершенной работы раскладываются в ряд по ма-
лому параметру.

В работе [16] исследовались вопросы существования и единственности распределения чис-
ла заявок в стационарном режиме СМО M/M/1 с постоянной интенсивностью входного по-
тока матричными методами. В работе [17] исследовалось стационарное распределение числа
заявок в ДС СМО типа M/M/1 со скачкообразной интенсивностью входного потока с приме-
нением метода производящих функций. Исследование показало возможность установления
стационарного режима в СМО при определенных условиях на параметры СМО.

В данной работе рассматриваются для моделей ДС СМО типа M/G/1 и M/M/1 (в обозна-
чениях Кендала) со скачкообразной интенсивностью входного потока следующие вопросы:

1. приводятся уравнения типа Такача относительно стационарных и нестационарных ха-
рактеристик незавершенной работы;

2. находится интеграл от преобразования Лапласа-Стилтьеса решения уравнения Такача
в стационарном режиме;

3. вычисляются моменты незавершенной работы;
4. исследуется существование и единственность стационарного режима по незавершенной

работе.
Интересные результаты получены в работах [20]–[23].

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассмотрим ДС СМО типа M/G/1 с одним прибором, бесконечным накопителем, с про-
извольным законом обслуживания Bη (u), то есть время обслуживания η распределено по
закону Bη (u) = P {η < u}. В частном случае для ДС СМО типа M/M/1 время обслужива-
ния распределено по экспоненциальному закону с параметром µ.

На вход рассматриваемой ДС СМО M/G/1 поступает дважды стохастический пуассо-
новский поток, интенсивность которого λ(t) представляет собой следующий скачкообразный
процесс. Процесс λ(t) в течение случайного интервала времени T сохраняет постоянное значе-
ние, затем меняет его на новое. Случайная величина T распределена по экспоненциальному
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закону с параметром α, α > 0. Интенсивность λ(t) изменяется на отрезке [a, b] и имеет в
точках разрыва справа плотность распределения

ϕ (x) = P {x < λ (t0 + 0) < x+ dx} /dx, x ∈ [a, b]

то есть в работе предполагается, что значение процесса λ(t0 − 0), λ(t0 + 0) в точках разрыва
t0 является независимыми случайными величинами.

Обозначим: λ̄ =
b∫
a
xϕ(x) dx — среднее значение интенсивности входного потока в точках

разрыва. В работе [17] получено

f(t, x) = ϕ(x) + [f(0, x)− ϕ(x)] e−αt,

откуда следует
f(x) = ϕ(x). (1)

Следовательно, λ̄ — среднее значение интенсивности входного потока λ(t) в стационарном ре-
жиме. Считаем, что выполняется необходимое условие существования стационарного режима
в СМО:

λ̄ < µ. (2)

В дальнейшем интенсивность входного потока в нестационарном режиме будем обозначать
λ(t), в стационарном — через λ.

Обозначим через f (t, x) = P {x < λ (t) < x+ dx} /dx — нестационарную плотность λ(t), а
через f (x) = P {x < λ < x+ dx} /dx — стационарную плотность λ.

Введем обозначения для распределения незавершенной работы. Обозначим через
H (ω, t) = P {U (t) 6 ω} — нестационарную функцию распределения незавершенной рабо-
ты; через h (ω) = P {U 6 ω} стационарную функцию распределения незавершенной работы
U в стационарном режиме [6]. В частности, в качестве h (ω) можно рассматривать предел
h (ω) = limH (ω, t) при t→ ∞.

Обозначим через H (ω, t, x) — совместное нестационарное распределение незавершенной
работы U(t) и интенсивности входного потока λ(t), причем H (ω, t, x) — есть функция рас-
пределения по ω, плотность распределения по x:

H (ω, t, x) = P {U (t) 6 ω, x < λ (t) < x+ dx} /dx, (3)

через h (ω, x) – совместное стационарное распределение незавершенной работы U и интен-
сивности входного потока λ, причем h (ω, x) — есть функция распределения по ω, плотность
распределения по x:

h (ω, x) = P {U 6 ω, x < λ < x+ dx} /dx, (4)

где через U обозначена незавершенная работа в стационарном режиме. В частности, в каче-
стве h (ω, x) можно рассматривать предел h (ω, x) = limH (ω, t, x) при t → ∞. При начальных
условиях Pk (0) = pk, k > 0, СМО сразу находится в стационарном режиме.

Для краткости будем называть: H (ω, t, x) совместной нестационарной функцией распре-
деления незавершенной работы, h (ω, x)– совместной стационарной функцией распределения
незавершенной работы.

Введем также совместные плотности распределения по ω: через H (ω, t, x) =
P {ω 6 U (t) 6 ω + dω, x < λ (t) < x+ dx} / (dx · dω) совместную нестационарную плотность
распределения незавершенной работы и интенсивности входного потока, через h (ω, x) =
P {ω 6 U 6 ω + dω, x < λ < x+ dx} / (dx · dω) — совместную стационарную плотность рас-
пределения незавершенной работы и интенсивности входного потока.
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Введем плотности распределения по ω: H (ω, t, x) =
P {ω 6 U (t) 6 ω + dω, x < λ (t) < x+ dx} /dω — нестационарную плотность распределения
незавершенной работы и интенсивности входного потока, h (ω) = P {ω 6 U 6 ω + dω} /dω
— стационарную плотность распределения незавершенной работы. Заметим, что стационар-
ная плотность распределения незавершенной работы h (ω) выражается через совместную

плотность распределения h (ω) =
b∫
a
h (ω, x)dx.

Введем также обозначения для функций при условии ω > 0:

H+ (ω, t) = H (ω, t) ,H+ (ω, t) = H (ω, t) ,h+ (ω) = h (ω) , h+ (ω) = h (ω) .

Нестационарная вероятность P0 (t) и стационарная вероятность p0 того, что в СМО нет
заявок, называются вероятностями простоя. Согласно определению нестационарная и стаци-
онарная функции распределения незавершенной работы имеют вид

H (ω, t) =





0, ω < 0;
0, ω = 0−;
P0 (t) , ω = 0+;
H+ (ω, t) , ω > 0;

h (ω) =





0, ω < 0;
0, ω = 0−;
p0, ω = 0+;
h+ (ω) , ω > 0,

(5)

где приняты обозначения: 0+ = limω при ω → 0, ω > 0, 0− = limω при ω → 0, ω < 0.
Таким образом, нестационарную и стационарную функции распределения незавершен-

ной работы будем рассматривать в пространстве кусочно-непрерывных функций. Обозначим
через δ (ω) дельта-функцию Дирака. Так как плотность распределения равна производной
функции распределения, в (5) функции распределения имеют разрыв в точке ω = 0, то из
(5) следует, что нестационарная и стационарная плотности распределения незавершенной
работы H (ω, t), h (ω) принадлежат классу обобщенных функций и представляются в виде:

H (ω, t) = P0 (t) δ (ω) +H+ (ω, t) , h (ω) = p0δ (ω) + h+ (ω) .

Заметим, что вероятность отсутствия заявок в нестационарном режиме в рассматривае-

мой ДС СМО равна H (0+, t) = P0 (t) =
b∫
a
Q0 (t, x) dx, где плотность Q0 (t, x) определяется

следующим образом: Q0 (t, x) = P {ν (t) = 0, x < λ (t) < x+ dx} /dx, ν (t) — число заявок в
момент времени t. Плотность Q0 (t, x) исследовалась в [3]. Таким образом,

H (ω, t, x) = Q0 (t, x) δ (ω) +H+ (ω, t, x) ,

где H+ (ω, t, x) = H (ω, t, x) при ω > 0.
Вероятность отсутствия заявок в стационарном режиме в рассматриваемой ДС СМО равна

h (0+) = p0 (t) =
b∫
a
q0 (x) dx, где плотность q0 (x) определяется следующим образом: q0 (x) =

P {ν = 0, x < λ < x+ dx} /dx, ν — число заявок в стационарном режиме. Плотность q0 (x)
исследовалась в [3]. Таким образом,

h (ω, x) = q0 (t, x) δ (ω) + h+ (ω, x) , где h+ (ω, x) = h (ω, x) при ω > 0.

УРАВНЕНИЯ ТИПА ТАКАЧА

Для ДС СМО типа M/G/1 со скачкообразной интенсивностью входного потока с приме-
нением динамики Колмогорова-Чепмена получается интегро-дифференциальное уравнение,
которому удовлетворяет нестационарная функция распределения H (ω, t, x):

∂

∂t
H (ω, t, x) = − (α+ x)H (ω, t, x) + x

ω∫

0

B (ω − s)
∂

∂s
H (s, t, x) ds+

∂H (ω, t, x)

∂ω
+
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+ αϕ (x)

b∫

a

H (ω, t, y) dy, ω > 0, (6)

с начальным условием: H (ω, 0, x) = ξ (ω, x), с односторонним краевым условием по ω:
H (0+, t, x) = Q0 (t, x).

Заметим, что уравнение (6) отличается от классического интегро-дифференциального
уравнения Такача наличием слагаемого с интегральным оператором

αϕ (x)

b∫

a

H (ω, t, y) dy, ω > 0,

поэтому уравнение (6) будем называть уравнением типа Такача.
Для ДС СМО типа M/G/1 со скачкообразной интенсивностью входного потока стационар-

ная функция распределения h (ω, x) удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению
типа Такача следующего вида

− (α+ x)h (ω, x)+x

ω∫

0

B (ω − s)
∂

∂s
h (s, x) ds+

∂

∂ω
h (ω, x)+αϕ (x)

b∫

a

h (ω, y)dy = 0, ω > 0, (7)

с односторонним краевым условием h (0+, x) = q0 (x).
Следует отметить, что уравнения (6), (7) являются сингулярными по α. Из решения урав-

нений (6), (7) не получаются предельным переходом при α → 0 решения уравнений (6), (7)
при α = 0. Поэтому, все исследования, проделанные выше для ДС СМО, необходимо повто-
рить отдельно для СМО при α = 0, так как необходимо выяснить:

• вопросы существования и единственности решений;
• вопросы сходимости нестационарного решения к стационарному;
• вопрос независимости стационарного решения от начальных условий.
Хотя отдельные результаты при α = 0 известны, например преобразование Лапласа,

Лапласа–Стилтьеса, но в целом указанные выше вопросы остались открытыми при α = 0.
Поскольку, по определению стационарного режима, в стационарном режиме характери-

стики не меняются с течением времени, т.е. выполняется H (ω, t, x) = h (ω, x), то отсюда
∂

∂t
H (ω, t, x) = 0. Следовательно, в стационарном режиме из уравнения (6) следует урав-

нение (7). В стационарном режиме условие H (0+, t, x) = Q0 (t, x) превращается в условие
h (0+, x) = q0 (x).

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА, ЛАПЛАСА-СТИЛТЬЕСА

В литературе для функции Ψ(ω) определяется преобразование Лапласа [18], [19]:

Ψ∗(r) =

∞∫

0−

e−ωrΨ(ω) dω

и преобразование Лапласа-Стилтьеса:

Ψc(r) =

∞∫

0−

e−ωrΨ′ (ω) dω
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В данной работе вводится ряд преобразований Лапласа и Лапласа-Стилтьеса для ста-
ционарного уравнения типа Такача, находятся эти преобразования, вычисляются моменты
незавершенной работы, доказано существование стационарного режима.

Обозначим через h∗ (r, x), B∗ (r) преобразования Лапласа:

h∗ (r, x) =

∞∫

0−

e−ωrh (ω, x) dω, B∗ (r) =

∞∫

0−

e−ωrB (ω) dω, Re r > 0, (8)

через hc (r, x), Bc (r) обозначены преобразования Лапласа-Стилтьеса

hc (r, x) =

∞∫

0−

e−ωrh (ω, x) dω,Bc (r) =

∞∫

0−

e−ωrB′ (ω) dω,Re r > 0. (9)

Между преобразованиями Лапласа и Лапласа-Стилтьеса имеет место связь [18]

h∗ (r, x) =
hc (r, x) + h (0−, x)

r
, B∗ (r) =

Bc (r) +B (0−)

r
. (10)

Учитывая, что h (0−, x) = B (0−) = 0, получаем

h∗ (r, x) =
hc (r, x)

r
, B∗ (r) =

Bc (r)

r
.

Обозначим L (x, y) = r + xBc (r)− (α+ x) через Dxy обозначим область определения пре-
образования Лапласа-Стилтьеса hc (r, x)

Dxy = {(r, x) : Re z > 0, x ∈ [a, b]} .

Обозначим интеграл от преобразования Лапласа-Стилтьеса hc (r, x) по x ∈ [a, b] через
Rc (r):

Rc (r) =

b∫

a

hc (r, x)dx, (r, x) ∈ Drx. (11)

В данной работе доказана теорема 1.
Теорема 1. Для ДС СМО типа M/G/1 со скачкообразной интенсивностью входного пото-

ка интеграл Rc (r) от преобразования Лапласа–Стилтьеса решения уравнения (7) относитель-
но стационарной функции распределения незавершенной работы h (ω, x) имеет следующий
вид

Rc (r) =

b∫
a
rq0 (x)L

−1 (r, x) dx

1 +
b∫
a
αϕ (x)L−1 (r, x) dx

=
R1 (r)

R2 (r)
, (12)

где через R1, R2 обозначены числитель и знаменатель в (12), соответственно.
Доказательство. Применяя преобразование Лапласа к уравнению (7) получим

− (α+ x)h∗ (r, x) + rh∗ (r, x)− h
(
0+, x

)
+ xhc (r, x)B

∗ (r, x) + αϕ (x)

b∫

a

h∗ (r, y)dy = 0, (13)
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откуда с учетом h∗ (r, x) = hc (r, x)/r имеем

hc (r, x) =

rhc (0
+, x)− αϕ (x)

b∫
a
hc (r, y) dy

− (α+ x) + r + xBc (r)
. (14)

С учетом того, что h (0+, x) = q0, следует

hc (r, x) =

rq0 (x)− αϕ (x)
b∫
a
hc (r, y) dy

L
.

Проинтегрировав по x ∈ [a, b] и выразив интеграл Rc (r), получим

b∫

a

hc (r, x)dx = r

b∫

a

q0 (x)L
−1dx−

b∫

a

αϕ (x)L−1

b∫

a

hc (r, y) dydx,

Rc (r)


1 +

b∫

a

αϕ (x)L−1 (r, x) dx


 = r

b∫

a

q0 (x)L
−1 (r, x) dx,

Rc (r) =

b∫
a
rq0 (x)L

−1 (r, x) dx

1 +
b∫
a
αϕ (x)L−1 (r, x) dx

=
R1 (r)

R2 (r)
. (15)

В работе [3] показано существование и единственность функции q0 (x), а также приводится
метод нахождения данной функции. Теорема доказана.

Обозначим

G1 (r) =

b∫

a

q0 (x)

L (r, x)
dx, G2 (r) =

b∫

a

ϕ (x)
K (r, x)

L (r, x)
dx, K (r, x) = 1− x

r + µ
. (16)

В данной работе доказана теорема 2.
Теорема 2. Для ДС СМО типа M/M/1 со скачкообразной интенсивностью входного пото-

ка интеграл Rc (r) от преобразования Лапласа–Стилтьеса решения уравнения (7) относитель-
но стационарной функции распределения незавершенной работы h (ω, x) имеет следующий
вид

Rc (r) =
G1 (r)

G2(r)
. (17)

Доказательство. Приведем преобразование Лапласа-Стилтьеса Rc (r) к виду (17). Так как

r +
xµ

r + µ
− x =

1

r + µ

(
r2 + rµ+ xµ− rx− xµ

)
=

1

r + µ
r (r + µ− x) =

= r
r + µ− x

r + µ
= r

(
1− x

r + µ

)
= rK (r, x) .

Отсюда следует

R1 (r) = r

b∫

a

q0 (x)

L (r, x)
dx = rG1 (x),
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R1 (r) = 1 + r

b∫

a

αϕ (x)

L (r, x)
dx =

b∫

a

ϕ (x) r(r−x+µ)
r+µ

L (r, x)
dx =r

b∫

a

ϕ (x)
K (r, x)

L (r, x)
dx =rG2 (r) .

Окончательно из (15) следует

Rc (r) =
R1 (r)

R2(r)
=
rG1 (r)

rG2(r)
=
G1 (r)

G2(r)
,

что и требовалось доказать. Теорема доказана.

СТАЦИОНАРНЫЕ МОМЕНТЫ НЕЗАВЕРШЕННОЙ РАБОТЫ

Нахождение обратного преобразования Лапласа-Стилтьеса функции Rc (r) для СМО
M/G/1 и M/M/1 связано со значительными затруднениями, однако через Rc (r) выраже-
ны моменты незавершенной работы. Среднее значение MU и дисперсия DU незавершенной
работы находятся в явном виде. Выражение моментов незавершенной работы MU , DU через
производные функции Rc (r) в точке r = 0 приводит следующая теорема 3, доказанная в
данной работе.

Теорема 3. Для дважды стохастической СМО типа M/G/1 со скачкообразной интен-
сивностью входного потока при условии (2) существуют, единственны и выражаются через
преобразование Лапласа-Стилтьеса Rc (r) решения уравнения (7) моменты незавершенной
работы следующим образом:

MU = R′
c (0) , DU = (p0 − 1) (MU)2 +R′′

c (0) . (18)

Доказательство. Найдем моменты незавершенной работы. Для математического ожидания
имеем

MU =

∞∫

0−

ωh (ω)dω =

∞∫

0−

ω (p0δ (ω) + h+ (ω))dω = 0 · p0 +
∞∫

0+

ωh+ (ω) dω = R′
c (0) ,

где Rc (r) =
∞∫
0+
e−ωrh+ (ω)dω, R′

c (r) = −
∞∫
0+
ωe−ωrh+ (ω)dω, R′

c (0) = −
∞∫
0+
ωh+ (ω)dω.

Для дисперсии имеем

DU =

∞∫

0−

(ω −MU)2 [p0δ (ω) + h+ (ω)] dω = p0 (0−MU)2 +

∞∫

0−

(ω −MU)2 h+ (ω)dω =

= p0 (MU)2 +

∞∫

0+

ω2h+ (ω) dω − (MU)2 = (p0 − 1) (MU)2 +R′′
c (0) ,

где R′′
c (r) =

∞∫
0+
ω2e−ωrh+ (ω) dω, R′′

c (0) =
∞∫
0+
ω2h+ (ω) dω. Теорема доказана.

Обозначим для 0 6 k 6 3, 0 6 j 6 1,

Ckj =

b∫

a

q0 (x)
(
1− xµ−1

)k (
xµ−1

)j
dx,

Dkj =

b∫

a

ϕ (x)
(
1− xµ−1

)k (
xµ−1

)j
dx, E = µ−1, F = α−1.
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Рассмотрим теперь ДС СМО типа M/G/1 c экспоненциальным обслуживанием B (u) =
1 − e−µu с параметром µ. Обозначим среднее значение интенсивности входного потока λ̄ =
b∫
a
xϕ (x)dx, ρ = λ̄

µ . Находя R′
c (0), получим

R′
c (0) = −αA1 +A0

αp0
, (19)

где A0 = D20 − C10, A1 = ED20.
Находя R′′

c (0), получим

R′′
c (0) =

α2B2 + αB1 +B0

α2p20
, (20)

где через B0, B1, B2 обозначены следующие коэффициенты:

B0 = 2C20D10 − 2D10D30 − 2C10D20 + 2D2
20,

B1 = 2EC01D10 − 4ED10D11 − 2EC10D01 + 2ED20D01 + 2ED20D01,

B2 = 2E2D10D01 + 2E2D2
01.

В данной работе доказана теорема 4, в которой поясняются выводы коэффициентов A0,
A1, B0, B1, B2.

Теорема 4. Для дважды стохастической СМО типа M/M/1 со скачкообразной интенсив-
ностью входного потока при условии (2) существуют и единственны моменты незавершенной
работы MU и DU равные, соответственно:

MU =
αA1 +A0

αp0
, (21)

DU = (p0 − 1) (MU)2 +R′′
c (0) , (22)

0 < p0 =

b∫

a

q0 (x)dx =

b∫

a

ϕ (x)

(
1− x

µ

)
dx < 1. (23)

Доказательство. Найдем сначала моменты незавершенной работы MU , DU . С целью
вычисления моментов MU , DU незавершенной работы согласно теореме 3, вычислим соот-
ветствующие производные по r. Из (17) имеем

R′
c (r) =

G′
1 (r)G2 (r)−G1 (r)G

′
2 (r)

G2
2 (r)

,

R′′
c (r) =

1

G4
2 (r)

[(
G′

1 (r)G2 (r)−G1 (r)G
′
2 (r)

)′
G2

2 (r) −

−
(
G′

1 (r)G2 (r)−G1 (r)G
′
2 (r)

)
2G2 (r)G

′
2 (r)

]
,

R′′
c (r) =

1

G3
2 (r)

[(
G′

1 (r)G2 (r)−G1 (r)G
′
2 (r)

)′
G2 (r)−

(
G′

1 (r)G2 (r)−G1 (r)G
′
2 (r)

)
2G′

2 (r)
]
.

(24)
При r = 0 имеем

R′
c (0) =

G′
1G2 (0)−G1 (0)G

′
2 (0)

G2
2 (0)

. (25)
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Покажем, что знаменатель дроби в (24) не равен 0. Из (16) получим

G2 (0) = − 1

α

b∫

a

ϕ (x)

(
1− x

µ

)
dx. (26)

В [3] найдена вероятность p0:

p0 =

b∫

a

q0 (x)dx =

b∫

a

ϕ (x)

(
1− x

µ

)
dx. (27)

С учетом (26), (27) имеем

G2 (0) = − 1

α
p0. (28)

Покажем, что
0 < p0 < 1. (29)

Левое неравенство в (29) гарантирует отличие от 0 знаменателя в (25). Правое неравенство
в (29) означает, что для p0 выполняется условие вероятности.

Из условия отсутствия перегрузок x < µ следует 1 − x
µ > 0, откуда, с учетом ϕ (x) > 0,

вытекает, что

p0 =

b∫

a

ϕ (x)

(
1− x

µ

)
>

b∫

a

0dx = 0.

Далее, так как −x
µ < 0, то есть 1− x

µ < 1, то отсюда получаем

p0 =

b∫

a

q0 (x)dx =

b∫

a

ϕ (x)

(
1− x

µ

)
dx <

b∫

a

ϕ (x)dx < 1.

Таким образом, выполняется (29), что влечет оценку

G2 (0) = − 1

α
p0 < 0, (30)

то есть знаменатель дроби в (25) не равен 0.
Из (24) при r = 0 получим

R′′
c (0) =

1

G3
2 (0)

[(
G′

1 (0)G2 (0)−G1 (0)G
′
2 (0)

)′
G2 (0)−

(
G′

1 (0)G2 (0)−G1 (0)G
′
2 (0)

)
2G′

2 (r)
]
.

(31)
Как показано выше знаменатель в (31) отличен от 0 согласно (30).
Вычисление выражений в (31) сводится к вычислению соответствующих производных.

Найдем сначала производные L′
r и K ′

r, а затем значение функций и их производных при
r = 0:

L (r, x) = r +
xµ

r + µ
− α− x, L′ (r, x) = 1− xµ

(r + µ)2
, L′′ (r, x) =

2xµ

(r + µ)3
,

L (0, x) = −α, L′ (0, x) = 1− x

µ
, L′′ (0, x) =

2x

µ2
,

K (r, x) = 1− x

r + µ
, K ′ (r, x) =

x

(r + µ)2
, K ′′ (r, x) = − 2x

(r + µ)3
,
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K (0, x) = 1− x

µ
, K ′ (0, x) =

x

µ2
, K ′′ (0, x) = −2x

µ3
.

Найдем производные от G1 (r)

G1 (r) =

b∫

a

q0 (x)

L (r, x)
dx, G′

2 (r) = −
b∫

a

q0 (x)

L2 (r, x)
L′ (r, x)dx,

G′′
2 (r) = 2

b∫

a

q0 (x)

L3 (r, x)

(
L′ (r, x)

)2
dx−

b∫

a

q0 (x)

L2 (r, x)
L′′ (r, x)dx.

Производные от G2 (r) равны

G2 (r) =

b∫

a

ϕ (x)
K (r, x)

L (r, x)
dx,

G′
2 (r) =

b∫

a

ϕ (x)
K/ (r, x)

L (r, x)
dx−

b∫

a

ϕ (x)
K ′ (r, x)

L2 (r, x)
L′ (r, x) dx,

G′′
2 (r) =

b∫

a

ϕ (x)
K ′′ (r, x)

L (r, x)
dx−

b∫

a

ϕ (x)
K ′ (r, x)

L2 (r, x)
L′ (r, x) dx−

−
b∫

a

ϕ (x)
K ′ (r, x)

L2 (r, x)
L′ (r, x) dx+ 2

b∫

a

ϕ (x)
K (r, x)

L3 (r, x)

(
L′ (r, x)

)3
dx.

При r = 0 получим

G1 (0) = −FD10, G
′
1 (0) = −F 2C10, G

′′
1 (0) = −2F 3C20 − 2E2FC01,

G2 (0) = −FD10, G′
2 (0) = EFD01 − F 2D20,

G′′
2 (0) = 2E2FD01 − 4EF 2D11 − 2F 3D30.

Заметим, что при r = 0 знаменатель L (0, x) = −α отличен от 0.
Покажем, что G1 (0) = G2 (0). Действительно

Rc (0) =

b∫

a

∞∫

0−

h (ω, x) dωdx =

b∫

a

f (x) dx = 1.

Так как Rc (0) =
G1(0)
G2(0)

, то G1 (0) = G2 (0).
Применяя теорему 3 для вычисления среднего значения MU незавершенной работы по-

лучим с учетом равенства G1 (0) = G2 (0)

MU = −R′
c (0) = −G

′
1 (0)G2(0)−G1 (0)G

′
2(0)

G2
2 (0)

=
G

/
2 (0)−G′

1(0)

G2 (0)
=

= (ED01 + FD20 − FC10) /C
−1
00 . (32)
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Откуда с учетом введенных обозначений следует (21). Причем, как показано выше, зна-
менатель в (21) отличен от 0, так как p0 > 0, α > 0.

Согласно теореме 3 для вычисления дисперсии незавершенной работы имеем

DU = (p0 − 1) (MU)2 +R′′
c (0) . (33)

С учетом равенства G1 (0) = G2 (0) из (31) вытекает упрощенное равенство для R′′
c (0)

R′′
c (0) =

G′′
1 (0)G2(0)−G1 (0)G

′′
2(0)− 2G′

1 (0)G
′
2(0) + 2G′

1 (0)G
′
2(0)

G2
2 (0)

откуда с учетом значений производных в точке r = 0 для R′′
c (0) и введенных обозначений

следует (20). Моменты незавершенной работы MU и DU в (21), (22) существуют и единствен-
ны в силу того, что во всех константах, через которые выражаются моменты, знаменатели не
равны 0, так как α > 0, 0 < p0 < 1, µ > 0, а также с учетом того, что в работе [17] показано
существование и единственность q0 (x). Теорема доказана.

Из существования и единственности моментов незавершенной работы следует существо-
вание стационарного режима СМО по незавершенной работе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как показано выше, работа имеет прикладное и теоретическое значение. Научная новизна
работы состоит в следующем: получены нестационарное и стационарное уравнения типа Та-
кача, получены преобразования Лапласа-Стилтьеса решения стационарного уравнения для
СМО M/G/1 и M/M/1, доказано существование и единственность стационарных моментов
незавершенной работы и стационарного режима, получены стационарные моменты незавер-
шенной работы.

Отметим, на наш взгляд, интересные работы [20]–[23].
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