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Аннотация: статья посвящена исследованию свойств при t → +0 и при t → +∞
нового класса весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом.
Предполагается также, что символ весового псевдодиффренциального оператора зави-
сит от комплексного параметра. Псевдодифференциальные операторы, рассмотренные в
статье, построены по специальному интегральному преобразованию, переводящему про-
изводные с весом в операцию умножения. Потребность в таких псевдодифференциальных
операторах возникла при исследовании краевых задач для вырождающихся дифферен-
циальных уравнений. В статье доказана теорема о предельных значениях при t → +0
и при t → +∞ весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом,
зависящем также от комплексного параметра.
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ВВЕДЕНИЕ

Краевые задачи для уравнений с вырождением относятся к “неклассическим” задачам ма-
тематической физики. Одна из главных трудностей, возникающих в теории вырождающихся
эллиптических уравнений, связана с влиянием младших (в смысле теории регулярных эллип-
тических операторов) членов уравнения на постановку граничных задач и их коэрцитивную
разрешимость.

Фундаментальные результаты для вырождающихся эллиптический уравнений принад-
лежат М. В. Келдышу [1]. Полученные им результаты затем развивались и обобщались
О. А. Олейник [2]. Обобщенные решения вырождающихся эллиптических уравнений вто-
рого порядка были исследованы в работах С. Г. Михлина [3] и М. И. Вишика [4]. В работах
В. П. Глушко [5], [6] была установлена коэрцитивная разрешимость общих краевых задач
для вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка в специальных весовых про-
странствах типа пространств С. Л. Соболева с весом.

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при “степен-
ном” характере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [7], [8].
Затем ряд результатов для некоторых классов вырождающихся эллиптических уравнений вы-
сокого порядка был получен В. П. Глушко [9], [10], Х. Леопольдом [11], С. З. Левендорским
[12]. Отметим, что существенным условием работы [12] является условие принадлежности
основной весовой функции α(t) пространству C∞(R1).

Дальнейшее развитие теории коэрцитивной разрешимости вырождающихся уравнений по-
требовало развития теории псевдодифференциальных операторов. Одним из направлений
развития этой теории стало исследование весовых псевдодифференциальных операторов, по-
строенных по специальному интегральному преобразованию Fα, введенному в [13]. Исследо-
вание весовых псевдодифференциальных операторов с постоянным символом позволило до-
казать коэрцитивные априорные оценки и теоремы о существовании решений общих краевых
задач для вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (см. [13]). Изучение
новых классов весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом поз-
волило исследовать новые классы вырождающихся уравнений высокого порядка (см. [14],
[15]).

Параболические задачи с вырождением по пространственной переменной приводятся к
эллиптическим вырождающимся задачам, зависящим от комплексного параметра, для ис-
следования которых необходимо исследовать новые классы вырождающихся псевдодиффе-
ренциальных операторов с символами, зависящими от комплексного параметра. Некоторые
свойства таких операторов были сформулированы в [16].

В статье доказаны теоремы о предельных значениях при t→ +0 и при t→ +∞ для одного
класса весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом, зависящим
от комплексного параметра. Некоторые другие классы весовых псевдодифференциальных
уравнений были изучены в работах [18]–[25].

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКИ ТЕОРЕМ

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, для которой α(+0) = α′(+0) = 0, α(t) > 0 при t > 0,

α(t) = const для t > d при некотором d> 0.
Рассмотрим интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫

0

u(t) exp(iη

d∫

t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)
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определенное первоначально на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+). Преобразование (1) связано с
преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫

−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством
Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], (2)

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=ϕ−1(τ)

, t = ϕ−1(τ) — функция, обратная к функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

‖Fα[u](η)‖L2(R1) =
√
2π ‖u‖L2(R1

+) .

Это равенство даёт возможность расширить преобразование (1) до непрерывного преобра-
зования, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2(R

1) и L2(R
1
+), а также рассмотреть

это преобразование на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким
образом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F−1

α обратное к
Fα преобразование, отображающее L2(R

1) на L2(R
1
+). Это преобразование можно записать в

виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=ϕ(t)

.

Можно показать, что на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) выполняются соотношения

Fα[D
j
α,tu](η) = ηjFα[u](η), j = 1, 2, . . . , где Dα,t =

1

i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂

∂t
.

Таким образом, преобразование Fα переводит операцию весового дифференцирования Dα,t

в операцию умножения на двойственную переменную.
Определим пространства Hs,α(R

n
+); Hs,α,q(R

n
+) следующим образом.

Определение 1. Пространство Hs,α(R
n
+) (s — действительное число) состоит из всех

функций v(x, t) ∈ L2(R
n
+), для которых конечна норма

‖v‖2s,α =

∫

Rn

(|p|+ |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.

Определение 2. Пространство Hs,α,q(R
n
+) (s > 0, q > 1) состоит из всех функций v(x, t) ∈

Hs,α(R
n
+), для которых конечна норма

‖v‖s,α,q = {
[ s
q]∑

l=0

∥∥∥∥F
−1
ξ→xF

−1
α [( |p|+ |ξ|2+η 2)

s−ql
2

F
α Fx→ξ[∂

l
tv]]

∥∥∥∥
2

L2(R
+
n )

}
1
2
.

Здесь [ sq ] — целая часть числа s
q . Нормы зависят от комплексного параметра p ∈ Q.

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0, 1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| 6 c < ∞ при всех t ∈

[0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1 [0,+∞) для некоторого s1 > 2N − |σ|, где N > max
06p16l

{2p1 +
l−p1+

3
2

ν + 1, σ + 1, σ + l
2}, l = 1, 2 . . . , σ — некоторое действительное число.

Можно показать, что указанное выше число ν существует, если α(+0) = α′(+0) = 0.
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С помощью преобразования (1) и преобразования Фурье Fx→ξ =
Fx1→ξ1Fx2→ξ2 . . . Fxn−1→ξn−1 определим весовой псевдодифференциальный оператор по
формуле

K(σ)(p, t,Dx,Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[λ(p, t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]]. (3)

Определение 3. Будем говорить, что символ λ (p, t, ξ, η) весового псевдодифференци-
ального оператора K(σ)(p, t,Dx,Dα,t) принадлежит классу символов Sσ

α,p(Ω), где Ω ⊂ R̄1
+ —

открытое множество, p ∈ Q, Q = {p : |arg p| < π
2 , |p| > 0} — некоторый сектор в правой

полуплоскости комплексной плоскости, σ — действительное число, если функция λ (p, t, ξ, η)
является бесконечно дифференцируемой функцией по переменной t ∈ Ω и по переменной
η ∈ R1 . Причем, при всех j = 0, 1, 2, . . ., l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки

∣∣∣∣
(
α(t)

∂

∂t

)m ∂l

∂ηl
λ (p, t, ξ, η)

∣∣∣∣ 6 cm,l

(
|p|2 + |ξ|2 + |η|2

) 1
2
(σ−l)

(4)

с константами cm,l > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, p ∈ Q, t ∈ Ω.
Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть q > 1, σ — действительные числа v(x, t) ∈ Hs+σ,α,q(R

n
+). Тогда при

выполнении условия 1 справедливо равенство

lim
t→+0

K(σ)(p, t,Dx,Dα,t)v(x, t) = lim
t→+0

K(σ)(p, 0,Dx, 0)v(x, t) =

= lim
t→+0

F−1
ξ→x[λ(p, 0, ξ, 0)Fx→ξ [v(x, t)]].

(5)

Теорема 2. Пусть выполнено условие 1 и символ λ(p, t, ξ, η) весового псевдодифференци-
ального оператора K(σ)(p, t,Dx,Dα,t) принадлежит классу Sσ

α(Ω), σ ∈ R1, Ω ⊂ R̄1
+. Пусть

при всех ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1 функция λ(t, ξ, η) является ограниченной функцией по пе-
ременной t на множестве R1

+. Пусть функция v(x, t) такова, что функция DN
α,tv(x, t) при

всех x ∈ Rn−1 принадлежит, как функция переменной t пространству L2(R
1
+) при неко-

тором N ∈ [max{σ + 1, 1}; s1], где s1 определено в условии 1. Пусть lim
t→+∞

Dj
α,tv(x, t) = 0

при всех x ∈ Rn−1, j = 0, 1, 2, . . . N − 1. Тогда при всех x ∈ Rn−1 справедливо равенство
lim

t→+∞
K(σ)(Dx,Dα,t)v(x, t) = 0.

2. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 2.1. Пусть выполнено условие 1 и символ λ(p, t, ξ, η) весового псевдодифферен-

циального оператора принадлежит классу Sσ
α,p(Ω), Ω ⊂ R̄1

+, σ ∈ R1, p ∈ Q. Тогда для любой
функции v(x, t) ∈ C∞

0 (Rn
+) справедливо равенство

lim
t→+0

K(σ)(p, t,Dx,Dα,t)v(x, t) = F−1
ξ→x[λ(p, 0, ξ, 0)Fx→ξ [v(x, 0)]]+

+ lim
t→+0

F−1
ξ→xF

−1
α [gN (p, t, ξ, η)]FαFx→ξ[D

N
α,tv]]

(6)

где N > 0 — целое число и s1 в условии 1, такое , что s1 > N ;

gN (p, t, ξ, η) = N
1∫
0

λN (p, t, ξ, θη)(1− θ)N−1dθ,

λj(p, t, ξ, η) =
(−1)j

j! ∂jηλ(p, t, ξ, η), j = 1, 2, ..N

(7)

Доказательство. Воспользуемся формулой Тейлора.

66 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 2



Теоремы о “следах” для одного класса псевдодифференциальных операторов с вырождением

Получим

λ(p, t, ξ, η) = λ(p, t, ξ, 0) +

N−1∑

i=1

λj(p, t, ξ, 0)η
i + gN (p, t, ξ, η)ηN (8)

где функция λi, qN определены в (7)
Из (8) получим

F−1
α [λ(p, t, ξ, η)Fα[v(x, t)]] = F−1

α [λ(p, t, ξ, 0)Fα[v]]+

+
N−1∑
i=1

F−1
α [λi(p, t, ξ, 0)Fα[D

i
α,tv(x, t)]] + F−1

α [gN (p, t, ξ, η)Fα[D
N
α,tv]]

(9)

Заметим, что

F−1
α [λi(p, t, ξ, 0)Fα[D

i
α,tv(x, t)]] = λi(p, t, ξ, 0)D

i
α,tv(x, t)

i = 1, 2 . . .
(10)

И так как Di
α,tv(x, t)

∣∣
t=0

= 0 при i = 1, 2, . . . N − 1, то

F−1
α [λi(p, t, ξ, 0)Fα [Di

α,tv(x, t)]]
∣∣
t=0

= 0

Отсюда и из (9) следует (6).
Воспользуемся утверждениями, доказанными в [14].
Лемма 2.2. Пусть функция β(τ) принадлежит пространству CN(R1) (N > σ, σ ∈ R1).

Пусть функция λ(τ, y) принадлежит C∞(Ω×R1), где Ω — произвольное открытое множество
и при всех j, l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки

∣∣∂jτ∂jyλ(τ, y)
∣∣ 6 cjl(1 + |y|)σ−j

с некоторыми константами cjl > 0.
Тогда для любой функции w(τ) ∈ S(R1) справедлива формула представления

β(τ)F−1
y→τ [λ(τ, y)Fτ→y[w]] − F−1

y→τ [λ(τ, y)Fτ→y [β(τ)w]] =

=
N−1∑
i=1

F−1
y→τ [λi(τ, y)Fα[D

i
α,tβ(τ) · w]] + F−1

y→τ [
∞∫

−∞
qN(τ, y − z, z)·

·Fτ→(y−z)[D
N
τ β(τ)]Fτ→z [w]dz],

(11)

где

λi(y) =
(−1)i

i!
∂iyλ(τ, y)

qN(τ, y − z, z) = N

1∫

0

λN (τ, y − t(y − x))(1 − t)N−1dt

Следствие 2.1. Пусть функция β(τ) удовлетворяет условиям леммы 2.1. Пусть функ-
ция λ(τ, η) ∈ C∞(Ω1 × R1), где Ω1 ∈ R1 и при всех j, l = 0, 1, 2 . . . справедлива оценка∣∣∣∂jτ∂lyλ(τ, y)

∣∣∣ 6 cjl < ∞ с некоторыми константами cjl. Тогда при всех w(τ) ∈ S(R1) справед-

ливо равенство (11).
С использованием этих утверждений доказывается следующая лемма.
Лемма 2.3. Пусть выполнены условия леммы 2.1. Тогда для любой функции u(x, t) ∈

C∞
0 (Rn

+) при N > σ справедливо равенство

F−1
α [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu(t)]] = {F−1

η→τ [gN (p, t, ξ, η)Fτ→η [β(τ)w(τ)]]+

+
N−1∑
i=1

F−1
η→τ [gN,i(p, t, ξ, η]Fτ→η [D

i
τβ(τ) · w(τ)]+

+F−1
η→τ [

∞∫
−∞

Fτ→(η−y)[D
N1
τ β(τ)] · g̃N,N1(p, t, ξ, η − y, y)Fτ→y[w]dy }|τ=ϕ(t)

(12)
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Здесь функции β(τ), w(τ) определены формулами β(τ) = α− 1
2 (t)|t=ϕ−1(τ), где t = ϕ−1(τ)

— функция, обратная к функции τ = ϕ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

w(τ) =
√
α(t)DN

α,t u(t)|t=ϕ−1(τ) , Dα,t = −
√

−α(t)∂t
√
α(t)

gN,i(p, t, ξ, η) =
(−1)i

i!
∂iηgN (p, t, ξ, η) (13)

g̃N,N1(p, t, ξ, η − y, y) = N

1∫

0

gN,N1(p, t, ξ, η − θ(η − y))(1− θ)N1−1dθ (14)

Доказательство. Заметим, что, функция β(τ) удовлетворяет условиям леммы 2.2. Кро-
ме того, так как λ(p, t, ξ, η) ∈ Sσ

α(Ω), то функция gN (t, ξ, η) принадлежит по переменной η
пространству C∞(R1) и справедливы оценки

∣∣∂iηgN (p, t, ξ, η)
∣∣ 6 c

1∫

0

(|p|+ |ξ|2 + (θη)2)
1
2
(−N−i+σ)dθ 6 c <∞

при всех i = 0, 1, 2, . . ., при N > σ.
Отсюда и из следствия 2.1 получим равенство (12).
Лемма 2.4. Пусть выполнены условия леммы 2.1; u(t) ∈ C∞

0 (R1
+). Тогда при всех ξ ∈

Rn−1, t, принадлежащих носителю функции u(t) и всех p ∈ Q функция

f0(p, t, ξ, η) = Fτ→η[β(τ)w(τ)]gN (p, t, ξ, η) (15)

принадлежит по переменной η пространству L1(R
1) при N > max{σ + 1, 1 + 1

ν }.
Здесь функции β(τ), w(τ) определены в лемме 2.3.
Доказательство. При всех N > σ + 1 можно доказать неравенство

|ηgN (p, t, ξ, η)| 6 c

∣∣∣∣∣∣∣

|η|∫

0

(1 + |p|+ |ξ|2 + θ21)
σ−Ndθ1

∣∣∣∣∣∣∣
6 c1 <∞

с некоторой константой c1 > 0, не зависящей от ξ, t. Значит, функция gN (p, t, ξ, η) принад-
лежит по переменной η пространству L2(R

1). Отсюда получаем, что функция β(τ)w(τ) ∈
L2(R

1), а значит, Fτ→η[β(τ)w(τ)] ∈ L2(R
1). Отсюда и из (15) получаем, что f0(p, t, ξ, η) при-

надлежит по η пространству L1(R
1), как производные двух функций из L2(R

1).
И леммы 2.4 выводим следующее утверждение.
Следствие 2.2. Пусть выполнены условия леммы 2.4. Тогда при всех ξ ∈ Rn−1, t, при-

надлежащих носителю функции u(t), и всех p ∈ Q функция

fi(p, t, ξ, η) = gN,i(p, t, ξ, η)Fτ→η [D
i
τβ(τ) · w(τ)]

принадлежит по переменной η пространству L1(R
1).

Теорема 2.1. Пусть выполнено условие 1 и символ λ(p, t, ξ, η) весового псевдодифферен-
циального оператора принадлежит классу Sσ

α,p(Ω), Ω ⊂ R̄1
+, σ ∈ R1, p ∈ Q. Тогда для любой

функции v(x, t) ∈ C∞
0 (Rn

+) справедливо равенство

lim
t→+0

F−1
ξ→xF

−1
α [gN (t, ξ, η)]Fx→ξFα[D

N
α,tv(x, t)]] = 0 (16)
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при N > max{σ + 1}, 1 + 1
ν }

Доказательство. Так как gN,i(p, t, ξ, η)Fτ→η [D
i
τβ(τ) · w(τ)] ∈ L1(R

1) по переменной η ∈ R1,
при всех p ∈ Q, ξ ∈ Rn−1, и всех t, принадлежащих носителю функции v, то в силу теоремы
Римана–Лебега, получим соотношение

F−1
η→τ [gN,i(p, t, ξ, η)Fτ→η [D

i
τβ(τ)w(τ)]] → 0 при |τ | → ∞.

Заметим, что условие τ → +∞равносильно условию t = ϕ−1(τ) → +0. Отсюда получим,
что

N−1∑

i=0

lim
t→+0

[F−1
η→η [gN,i(p, t, ξ, η)Fτ→η [D

i
τβ(τ) · w(τ)] ]|τ=ϕ(t) = 0 (17)

где gN,0(p, t, ξ, η) ≡ gN (p, t, ξ, η).
Из (12) и (17) следует, что для доказательства теоремы 2.1 осталось доказать, что

lim
τ→+∞

F−1
η→τ [

∞∫

−∞

Fτ→(η−y)[D
N1
τ β]g̃N,N1(p, t, ξ, η − y, y)Fτ→y[w]dy] = 0 (18)

где функция g̃N,N1 определена в (14).
Для доказательства (18) достаточно показать соотношение

J =

∞∫

−∞

Fτ→(η−y)[D
N1
τ β]g̃N,N1(p, t, ξ, η − y, y)Fτ→y[w]dy ∈ L1(R

1) (19)

Из (14) получим, что |g̃N,N1(p, t, ξ, η − y, y)| 6 c < ∞ при N + N1 > σ, причем константа
c > 0 не зависит от t, ξ, η, y.

Отсюда с помощью неравенства Минковского получим

‖J‖L1(R1) 6 c
∥∥Fτ→y[D

N1
τ β(τ)]

∥∥
L1(R1)

·
∞∫

−∞

|Fτ→y[w]|dy (20)

Далее доказывается, что справедливы соотношения: Fτ→y[D
N1
τ β(τ)] ∈ L1(R

1) при N1 >
max[ 3

2ν , 1 +
1
ν ] и Fτ→y[w] ∈ L1(R

1). Отсюда и из (20) получим (19).
Теорема 2.1 доказана.
Утверждение теоремы 1 для функций v(x, t) ∈ C∞

0 (Rn
+) следует теперь из леммы 2.1 и

теоремы 2.1. В общем случае утверждение теоремы 1 следует из того, что множество функций
C∞
0 (Rn

+) плотно в пространстве Hq+σ,α,q(R
n
+).

3. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 2

Воспользовавшись формулой Тейлора, находим

λ(p, t, ξ, η) = λ(p, t, ξ, 0) +

N−1∑

i=1

λi(p, t, ξ, 0)η
i + gN (p, t, ξ, η)ηN (21)

где 



λi(p, t, ξ, η) =
1
i!∂

i
ηλ(p, t, ξ, η)

gN (p, t, ξ, η) = N
1∫
0

λN (p, t, ξ, θη)(1 − θ)N−1dθ
(22)
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Таким образом, получаем равенство

K(σ)(p, t, ξ,Dα,t)u(ξ, t) ≡ λ(p, t, ξ, 0)u(ξ, t) +
N−1∑
i=1

λi(p, t, ξ, 0)D
i
α,tu(ξ, t)+

+F−1
α [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu]]

(23)

Выберем число N так, что бы max(σ + 1, 1) < N 6 s1. Тогда можно доказать, при любых
фиксированных ξ ∈ Rn−1, p ∈ Q справедливо равенство

lim
t→+∞

K(σ)(p, t,Dx,Dα,t)u(ξ, t) = lim
t→+∞

F−1
α [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu(ξ, t)]] (24)

Из (23) вытекает, что для доказательства теоремы 2 остается установить соотношение

lim
t→+∞

F−1
α [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu(ξ, t)]] = 0. (25)

Так как α(t) = const = c > 0 при t > d > 0, то с помощью определения преобразования
F−1
α получим равенство

lim
t→+∞

F−1
α [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu(ξ, t)]] =

= 1
c lim
t→+∞

F−1
η→τ [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu] ]|τ=ϕ(t) =

= 1
c lim
t→−∞

F−1
η→τ [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu(ξ, t)]].

(26)

Следовательно, из (25) и (26) вытекает, что для доказательства теоремы 2 достаточно
показать, что

lim
t→−∞

F−1
η→τ [gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu(ξ, t)]] = 0 (27)

Равенство (27) докажем с помощью леммы Римана-Лебега. Из этой леммы следует, что
равенство (27) справедливо, если при каждом ξ ∈ Rn−1, p ∈ Q справедливо соотношение

gN (p, t, ξ, η)Fα[D
N
α,tu(ξ, t)] ∈ L1(R

1) (28)

Докажем соотношение (28). Воспользуемся оценкой

|gN (p, t, ξ, η)| 6 c

1∫

0

(|p|+ |ξ|2 + (θη)2)
1
2
(σ−N)dθ.

Отсюда при N > max{σ + 1, 1}, получим

|ηgN (p, t, ξ, η)| 6 c

|η|∫

0

(|p|+ |ξ|2 + θ21)
1
2
(σ−N)dθ1 6 c̃ <∞ (29)

Из (29) выводим, что функция gN (p, t, ξ, η) принадлежит по η при каждом ξ ∈ Rn−1, p ∈ Q
пространству L2(R

1). Кроме того, по условию теоремы 2, функция DN
α,tu(ξ, t) принадлежит

(по переменной t)пространству L2(R
1
+) при каждом ξ ∈ Rn−1. Тогда функция Fα[D

N
α,tu](ξ, η)

принадлежит (по η ) пространству L2(R
1) при каждом ξ ∈ Rn−1.

Таким образом, имеем оценку
∥∥gN (p, t, ξ, η)Fα[D

N
α,tu(ξ, t)]

∥∥
L1(R1)

6 ‖gN (p, t, ξ, η)‖L1(R1)

∥∥Fα[D
N
α,tu]

∥∥
L1(R1)

6 c <∞.

Из последней оценки вытекает включение (28), которое доказывает утверждение теоремы
2.
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