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Аннотация: показывается, что любая переопределенная независимым уравнением
система дифференциальных уравнений может быть понижена в размерности, что делает
эту систему удобной для моделирования. В частности, вместо трехмерных систем урав-
нений можно решать двухмерные, одномерные и т.д. Найдено достаточное условие для
независимости уравнения связи. Данный подход можно применять для поиска и аналити-
ческих решений переопределенных систем дифференциальных уравнений. Для примера,
приведены преобразованные, переопределенные системы уравнений гидродинамики и те-
стовые аналитические примеры. Приводятся физические выводы, а также общий способ
преобразования любых систем дифференциальных уравнений к переопределенным путем
увеличения числа переменных на единицу.

Ключевые слова: гидродинамика, уравнения Навье-Стокса, дифференциальные
уравнения на поверхности, размерность дифференциальных уравнений.

HYPOTHESIS ON REDUCTION OF OVERDETERMINED
SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS AND ITS

APPLICATION TO EQUATIONS OF HYDRODYNAMICS
M. L. Zaytsev, V. B. Akkerman

Abstract: it is shown how the dimension of any arbitrary over-determined system of
differential equations by independent constraint equation could be reduced, which makes the
system suitable for numerical solution modeling. In particular, instead of three-dimensional
systems of equations one can solve two-dimensional, one-dimensional systems, etc. We give
a sufficient condition for the independence of the constraint equation. This approach can be
used to search analytical solutions of overdetermined systems of differential equations. For
example, we present the overdetermined systems of hydrodynamic equations and analytical
test examples. Physical conclusions are presented as well as a general method for converting
any system of differential equations to the over-determined one by increasing the number of
variables per unit.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Точные решения дифференциальных уравнений математической физики всегда играли и
продолжают играть важнейшую роль в формировании правильного понимания качественных
особенностей многих явлений и процессов в различных областях науки и техники (см. [1]).
Можно сказать, что невозможность решить эти уравнения аналитически является препят-
ствием для дальнейшего изучения многих физических явлений и применения их на практике.
Точные решения нелинейных уравнений наглядно демонстрируют и позволяют разобраться
в механизме таких сложных нелинейных эффектов, как пространственная локализация про-
цессов переноса, волн горения, взрывных реакций, множественность или отсутствие стацио-
нарных состояний и др. Научный интерес представляет даже поиск решений дифференци-
альных уравнений, которые не имеют ясного физического приложения. Тем не менее, подоб-
ные примеры могут быть успешно использованы в качестве “тестовых” задач при проверке
корректности и оценке точности различных численных, асимптотических и приближенных
методов, которые, в свою очередь, позволяют исследовать уже более сложные задачи тепло
и массопереноса.

Однако найти точные аналитические решения во многих задачах математической физи-
ки далеко не всегда возможно. Поэтому приходится прибегать к прямому численному мо-
делированию, чтобы получить приближенные численные результаты. При моделировании в
практических задачах часто приходится составлять очень тонкую численную сетку по про-
странству и времени, что требует больших вычислительных мощностей и затрат времени (см.
[2]). В результате, как один из возможных выходов, большой интерес представляют различ-
ные способы сведения, в частности, полной системы гидродинамических уравнений по объему
к системе уравнений на поверхности (см. [3]–[7]). Подобная процедура позволяет уменьшить
размерность задачи на единицу, что существенно сокращает необходимые вычислительные
мощности. Хорошо известны классические уравнения для описания двухмерного течения на
плоскости с помощью уравнений, записанных на границе области [8]–[12]. Например, при ис-
чезающе малой вязкости задача описания потенциального обтекания на плоскости сводится
к интегральному уравнению на границе области (задачи Дирихле, Неймана) [1], [8]–[10] Это
уравнение связывает тангенциальную и нормальную составляющие скорости. Зная одну из
них на границе обтекаемого тела, можно определить весь внешний поток [8]–[10]. Это имеет
место и для случая очень большой вязкости (“ползучее течение”). Ползучие вязкие течения
— это медленные течения, в которых все гидродинамические характеристики определяются
вязкими напряжениями, а инерционные эффекты пренебрежимо малы (ускорения настолько
малы, что ими пренебрегают) [13]. Оно встречается в течении ледников (вязкость льда ве-
лика настолько, что многокилометровые массы льда движутся очень медленно), при смазке
в технических устройствах, при движении мелких частиц суспензии и т.д. Давление и за-
вихренность в ползущих течениях являются гармоническим функциями, а следовательно их
нахождение во всем пространстве также сводится к интегральному уравнению на границе
области.

В работе [14] был предложен достаточно общий метод снижения размерности переопреде-
ленных систем дифференциальных уравнений. Это позволяет, например, свести уравнения
гидродинамики по объему к системе уравнений на поверхности. В данной работе предлагает-
ся упрощение (модификация) этого метода. Количество выкладок и уравнений пониженной
размерности существенно сокращается, но при этом требуется, чтобы у исходной системы
был “нормальный вид” и некий определитель был тождественно не равен нулю. Мы изла-
гаем эту идею, приводим аналитические, модельные примеры и преобразовываем уравнения
гидродинамики с тем, чтобы к ним можно было бы применить данный метод.
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2. ОСНОВНАЯ ИДЕЯ МЕТОДА

Рассмотрим для примера следующую систему из двух линейных дифференциальных урав-
нений в частных производных, переопределенную одним уравнением:

Пример 1.
∂H

∂t
− ∂G

∂x
= H, (1)

∂G

∂t
+
∂H

∂x
= G, (2)

∂H

∂t
− x

∂G

∂x
= 0. (3)

Эта система имеет общее нулевое решение. Подставим в (3) выражение для производной
∂G/∂x из формулы (1):

∂H

∂t
− x

(
∂H

∂t
−H

)
= 0

или

(1− x)
∂H

∂t
+ xH = 0. (4)

Продифференцируем (4) по x:

−∂H
∂t

+ (1− x)
∂2H

∂t∂x
+H + x

∂H

∂x
= 0

или после подстановки производной ∂H/∂x из формулы (2)

(x− 1)
∂2G

∂t2
+ (1− 2x)

∂G

∂t
+ xG+

∂H

∂t
−H = 0. (5)

Зафиксируем точку x. Тогда получим систему уже обыкновенных дифференциальных
уравнений (4) и (5), эволюционирующих строго в точке x.

Продифференцируем теперь (5) по x:

∂2G

∂t2
+ (x− 1)

∂3G

∂t2∂x
− 2

∂G

∂t
+ (1− 2x)

∂2G

∂t∂x
+G+ x

∂G

∂x
+
∂2H

∂t∂x
− ∂H

∂x
= 0. (6)

После подстановки в (6) производных ∂G/∂x и ∂H/∂x из формул (1) и (2) находим

(x− 1)
∂3H

∂t3
+ (2− 3x)

∂2H

∂t2
+ 2

∂2G

∂t2
− 4

∂G

∂t
+ (3x− 1)

∂H

∂t
+ 2G− xH = 0. (7)

Выразим производные ∂H/∂t, ∂2H
/
∂t2, ∂3H

/
∂t3, ∂2G

/
∂t2 из формул (4) и (5). Имеем,

∂H

∂t
=

x

(x− 1)
H, (8)

∂2H

∂t2
=

x2

(x− 1)2
H, (9)

∂3H

∂t3
=

x3

(x− 1)3
H, (10)

∂2G

∂t2
=

(2x− 1)

(x− 1)

∂G

∂t
− x

(x− 1)
G− 1

(x− 1)2
H. (11)
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Подставим (8)–(11) в (7). Следовательно,

∂G

∂t
−G− 1

(x− 1)
H = 0. (12)

Зафиксируем опять точку x. Мы имеем уже переопределенную систему обыкновенных
дифференциальных уравнений (4), (5) и (12), эволюционирующих строго в точке x. Найдем
ее решение. Продифференцируем (12) по t и подставим (8)–(11). Тогда получим

∂G

∂t
−G+

(x+ 1)

(x− 1) x
H = 0. (13)

Проделаем аналогичную процедуру с (13). Имеем

∂G

∂t
−G+

1

(x− 1)
H = 0. (14)

Таким образом, мы нашли линейную систему из трех уравнений (12)–(14) от трех неиз-
вестных ∂G/∂t, G и H, которая имеет очевидное решение H = 0 и G = Const exp(t)
(∂G/∂t−G = 0). Следовательно, после подстановки в (1)–(3) находим, что кроме нулевого
решения, переопределенная система уравнений (1)–(3) также имеет экспоненциальное реше-
ние. Других решений система (1) – (3) не имеет. При делении на множитель (x− 1) в урав-
нении (8), строго говоря, появляется особая точка x = 1. Поэтому наше решение относится к
областям (x < 1) и (x > 1).

Рассмотрим теперь систему из pдифференциальных уравнений в частных производных
первого порядка относительно неизвестных Sν, v = 1 . . . p, переопределенную одним незави-
симым уравнением (на каком-нибудь решении, например):

Hk

(
Sv,

∂Sv
∂r

,
∂Sv
∂t

. . .

)
= 0, v = 1 . . . p, k = 1 . . . p, (15)

G

(
Sv,

∂Sv
∂r

,
∂Sv
∂t

. . .

)
= 0. (16)

Перейдем в точкеM в систему координат (τ1, τ2,n) на некоторой неподвижной поверхности
(см. рис. 1). Тогда уравнения (15), (16) запишутся в виде

Hk

(
Sv,

∂Sv
∂τ1

,
∂Sv
∂τ2

,
∂Sv
∂n

,
∂Sv
∂t

. . .

)
= 0, v = 1 . . . p, k = 1 . . . p, (17)

G

(
Sv,

∂Sv
∂τ1

,
∂Sv
∂τ2

,
∂Sv
∂n

,
∂Sv
∂t

. . .

)
= 0. (18)

Выразим из уравнений (17) нормальные производные ∂Sk/∂n в явном виде

∂Sk
∂n

= Fk

(
Sv,

∂Sv
∂τ1

,
∂Sv
∂τ2

,
∂Sv
∂t

. . .

)
, v = 1 . . . p, k = 1 . . . p. (19)

Подставим их выражения (19) в формулу (18). Тогда

G(1)

(
Sv,

∂Sv
∂τ1

,
∂Sv
∂τ2

,
∂Sv
∂t

. . .

)
= 0. (20)

Продифференцируем уравнение (20) в направлении n и подставим вместо ∂Sk/∂n их вы-
ражения из (19). Тогда находим, что

G(2)

(
Sv,

∂2Sv
∂τ1∂t

,
∂2Sv
∂τ2∂t

,
∂2Sv
∂t2

. . .

)
= 0. (21)
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Проделаем аналогичную процедуру p раз. Получим p уравнений на поверхности вида

G(1)
(
Sv,

∂Sv

∂τ1
, ∂Sv

∂τ2
, ∂Sv

∂t . . .
)
= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

G(p)
(
Sv,

∂pSv

∂τ1∂tp−1 ,
∂pSv

∂τ2∂tp−1 ,
∂pSv

∂tp . . .
)
= 0.

(22)

Мы нашли замкнутую систему из p поверхностных дифференциальных уравнений (22)
строго вдоль границы рассматриваемой поверхности (см. рис. 1) и такого же количества
переменных Sk, k = 1 . . . p, эволюционирующих во времени. Таким образом, доказано следу-
ющее утверждение.

Рис. 1. Стационарная поверхность

Утверждение 1. Любую систему из p дифференциальных уравнений в частных про-
изводных первого порядка (15), описывающих эволюционирующие во времени их решения
Sk (r, t) , k = 1 . . . p, в евклидовом пространстве и переопределенную любым дифференциаль-
ным уравнением (16) первого порядка, можно преобразовать к системе из p дифференциаль-
ных уравнений и такого же числа неизвестных Sk (r, t) , k = 1 . . . p, на любой неподвижной
поверхности, если в системе координат (τ1, τ2,n) для любой точки на этой поверхности
все нормальные производные ∂Sk/∂n из системы (15) явно выражаются, как функции от
переменных, задаваемых исключительно на рассматриваемой поверхности (19).

Формально ничего не мешает подобной процедурой получать больше, чем p уравнений
на поверхности (22), т.е. найти переопределенную систему уравнений уже на ней. Следова-
тельно, сократить размерность на поверхности и т.д. вплоть до аналитического решения.
Однако это не означает, что подобной процедурой можно найти аналитическое решение лю-
бой переопределенной системы уравнений. Например, следующая переопределенная система
уравнений имеет общее решение α = exp (x− t)

Пример 2.
∂α

∂t
+
∂α

∂x
= 0, (23)

∂α

∂t
+ α = 0. (24)

Однако дальше сокращения размерности на единицу продвинуться нельзя.
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Теоретически возможен следующий случай. Рассмотрим систему из p дифференциальных
уравнений в частных производных первого порядка, не переопределенную никаким урав-
нением (15). Зафиксируем какую-нибудь неизвестную функцию Sp как параметр-функцию,
а остальные неизвестные функции будем искать. Тогда формально система уравнений (15)
относительно оставшихся неизвестных будет переопределена, и мы можем предлагаемым ме-
тодом понижать ее размерность вплоть до аналитического решения. Мы найдем, что остав-
шиеся неизвестные (и их производные) будут функциями от Sp и ее производных, а для самой
параметр-функции Sp будет отдельное уравнение (или несколько уравнений) в частных про-
изводных. Если по каким-то соображениям эту функцию Sp можно определить независимо,
то остальные неизвестные (и/или их производные) сразу будут выписаны через нее.

Введем обозначения

Av =
∂Sv
∂t

, v = 1 . . . p. (25)

Представим с учетом (25) выражения (19), (20) в виде

∂Sk
∂n

= Fk (Av . . .) , v = 1 . . . p, k = 1 . . . p, (26)

G(1) (Av . . .) = 0. (27)

Продифференцируем уравнение (27) в направлении n и в полученном разложении обозна-
чим слагаемые содержащие наибольшие производные по времени t

p∑

v1=1

∂G(1)

∂Av1

∂2Sv1
∂n∂t

+ . . . = 0 (28)

или, учитывая (26)
p∑

v1,v2=1

∂G(1)

∂Av1

∂Fv1

∂Av2

∂2Sv2
∂t2

+ . . . = G(2) (. . .) = 0. (29)

Проделаем аналогичную процедуру p раз. Тогда систему уравнений (22), где выделены
слагаемые содержащие наибольшие производные по времени t, можно записать в виде

p∑

v1,...vl=1

∂G(1)

∂Av1

∂Fv1

∂Av2

. . .
∂Fvl−1

∂Avl

∂lSvl
∂tl

+ . . . = G(l) (. . .) = 0, l = 1 . . . p. (30)

Продифференцируем каждое l-ое уравнение из системы уравнений (30) по времени t (p− l)
раз. Тогда получим следующую систему

p∑

v1,...vl=1

∂G(1)

∂Av1

∂Fv1

∂Av2

. . .
∂Fvl−1

∂Avl

∂pSvl
∂tp

+ . . . = 0, l = 1 . . . p. (31)

Система поверхностных уравнений (31) линейна относительно старших производных по
времени ∂pSv/∂tp, v = 1 . . . p. Условие того, что эти производные могут быть явно выражены
из (31), выглядит следующим образом

|aj i| 6= 0, (32)

где

aj i =

p∑

v1,...vj−1=1

∂G(1)

∂Av1

∂Fv1

∂Av2

. . .
∂Fvj−1

∂Ai
, j > 1, (33)
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a1 i =
∂G(1)

∂Ai
, j = 1. (34)

В этом случае (31) можно представить в виде

∂pSk
∂tp

= Qk

(
∂p−1Sv
∂tp−1

,
∂p−1Sv
∂τ1∂tp−2

. . .

)
, v = 1 . . . p, k = 1 . . . p. (35)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Утверждение 2. Если для системы из p дифференциальных уравнений в частных про-

изводных первого порядка (15), описывающих эволюционирующие во времени их решения
Sk (r, t) , k = 1 . . . p, в евклидовом пространстве и переопределенной некоторым дифференци-
альным уравнением (16) первого порядка, на некоторой неподвижной поверхности выполня-
ется условие (32), то ее можно преобразовать к системе из p дифференциальных уравнений
и такого же числа неизвестных Sk (r, t) , k = 1 . . . p, на рассматриваемой поверхности, при-
чем старшие производные по времени от Sk (r, t) будут явно выражены через все остальные
неизвестные.

К системе поверхностных уравнений (35) уже можно поставить соответствующую задачу
Коши. Согласно общей теореме Коши-Ковалевской такая задача в случае аналитичности всех
рассматриваемых функций имеет единственное локальное решение [15], [16]. Мы видим, что
в случае, если выполняется условие (32), краевые условия задавать не нужно на бесконечной
незамкнутой поверхности. Заметим также, что если система уравнений (15), (16) линейна от-
носительна неизвестных функций и их производных, то редуцированные системы уравнений,
получающиеся из нее, также линейны относительно своих неизвестных.

Из формул (19) и (35) видно, что если мы знаем в некоторый момент времени на поверх-
ности величины ∂jSv

/
∂tj , j = 0 . . . p−1, v = 1 . . . p, то мы знаем все нормальные производные

∂jSv
/
∂nj, v = 1 . . . p, j = 0 . . .∞, в любой точке на рассматриваемой поверхности. Следова-

тельно, составив ряд Тейлора, можно найти распределение величин Sv (r, t), v = 1 . . . p, не
только на нашей поверхности, но и во внешнем объёме по крайней мере вблизи рассматри-
ваемой поверхности.

Для нашего примера (1)–(3) (пример 1) соответствующий определитель имеет вид

|aj i| =
∣∣∣∣
0 (1− x)
(x− 1) 0

∣∣∣∣ 6= 0. (36)

Чтобы учесть подвижную поверхность, движущуюся со скоростью −V n, где V = Ft/|∇F |
и n = ∇F/|∇F | - единичная нормаль к этой поверхности F (x1, . . . xm, t) = 0, (см. рис. 2),
достаточно использовать следующее очевидное соотношение на этой поверхности:

d

dt

(
∂j−1Sv
∂tj−1

)
=
∂jSv
∂tj

− V
∂jSv

∂tj−1∂n
, j = 1 . . . p, v = 1 . . . p. (37)

Вместо системы уравнений (22) будет система из уравнений p2+ p (19), (22) и (37) и p2+ p
неизвестных ∂jSv

/
∂tj, j = 0 . . . p, v = 1 . . . p. Следовательно, верно следующее утверждение.

Утверждение 3. Любую систему из p дифференциальных уравнений в частных про-
изводных первого порядка (15), описывающих эволюционирующие во времени решения в ев-
клидовом пространстве Sk (r, t) , k = 1 . . . p, и переопределенную любым дифференциальным
уравнением (16) первого порядка, можно преобразовать к системе из p2+p дифференциаль-
ных уравнений и p2 + pнеизвестных ∂jSv

/
∂tj , j = 0 . . . p, v = 1 . . . p, на любой движущейся

поверхности F (x1, . . . xm, t) = 0, если в системе координат (τ1, τ2,n) для любой точкина
этой поверхности все нормальные производные ∂Sk/∂n из системы (15) явно выражаются,
как функции от переменных, задаваемых исключительно на рассматриваемой поверхности
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Рис. 2. Движущаяся поверхность F (x1, . . . , xm, t) = 0

(19). Если, кроме того, на этой поверхности выполняется условие (32), то производные по
времени d/dt

(
∂jSv

/
∂tj
)
, j = 0 . . . p, v = 1 . . . p, будут явно выражены через все остальные

неизвестные.
Приведем теперь простой гидродинамический пример, когда изложенный метод работает.

Рассмотрим уравнение Лапласа, описывающее потенциальный поток несжимаемой жидкости
в двумерном случае [8]

Пример 3.
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0. (38)

Это уравнение, очевидно, имеет частное решение ϕ = Ax + Ay, где A = const, которое
удовлетворяет уравнению

∂ϕ

∂x
+
∂ϕ

∂y
= 2A. (39)

Перепишем уравнение (38) в виде

∂2ϕ

∂x2
+
∂ψ

∂y
= 0, (40)

∂ϕ

∂y
= ψ. (41)

Тогда уравнение (39) запишется в виде

∂ϕ

∂x
+ ψ = 2A. (42)

Продифференцируем выражение (42) по y и подставим вместо частных производных по y
их выражения из (40) и (41)

∂ψ

∂x
− ∂2ϕ

∂x2
= 0. (43)
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В результате мы имеем систему пониженной размерности из двух уравнений и двух неиз-
вестных (42), (43), где встречаются только производные по x. Таким образом, на частном
решении ϕ = Ax + Ay, а также на любом другом частном решении, удовлетворяющим (39),
мы показали, что размерность снижается.

Приведем также пример, когда изложенный метод не работает. Рассмотрим стационарный
потенциальный несжимаемый поток ω = 0. Тогда система уравнений Эйлера в двумерном
случае упрощается до [8-10]

Пример 4.

ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

+
∂P

∂x
= 0, (44)

ux
∂uy
∂x

+ uy
∂uy
∂y

+
∂P

∂y
= 0, (45)

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

= 0, (46)

ω =
∂uy
∂x

− ∂ux
∂y

= 0. (47)

Перейдем в систему координат (τ,n) на некоторой линии (см. рис. 2).

un
∂un
∂n

+ uτ
∂un
∂τ

+
∂P

∂n
= 0, (48)

un
∂uτ
∂n

+ uτ
∂uτ
∂τ

+
∂P

∂τ
= 0, (49)

∂un
∂n

+
∂uτ
∂τ

= 0, (50)

ω =
∂uτ
∂n

− ∂un
∂τ

= 0. (51)

Пусть (51) будет уравнением связи для (48) – (50). Выразим из (48) – (50) нормальные
производные и подставим их в (51)

∂P

∂n
= un

∂uτ
∂τ

− uτ
∂un
∂τ

, (52)

∂uτ
∂n

= −uτ
un

∂uτ
∂τ

− 1

un

∂P

∂τ
, (53)

∂un
∂n

= −∂uτ
∂τ

, (54)

∂un
∂τ

+
uτ
un

∂uτ
∂τ

+
1

un

∂P

∂τ
= 0. (55)

Обозначим

A1 =
∂P

∂τ
, A2 =

∂uτ
∂τ

, A3 =
∂un
∂τ

. (56)

Представим (52) – (55) в виде (26), (27)

∂P

∂n
= f1 (A1, A2, A3 . . .) = unA2 − uτA3, (57)

∂uτ
∂n

= f2 (A1, A2, A3 . . .) = −uτ
un
A2 −

1

un
A1, (58)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 2 13



М. Л. Зайцев, В. Б. Аккерман

∂un
∂n

= f3 (A1, A2, A3 . . .) = −A2, (59)

G(1) (A1, A2, A3 . . .) = A3 +
uτ
un
A2 +

1

un
A1 = 0. (60)

Следовательно,

a0j = a1 j =

(
∂G(1)

∂A1
,
∂G(1)

∂A2
,
∂G(1)

∂A3

)
=

(
1

un
,
uτ
un
, 1

)
, (61)

(Fi,j) =

(
∂fi
∂Aj

)
=




0 un −uτ
− 1

un
− uτ

un 1
0

0 −1 0


 . (62)

По формуле (140) находим

(ai,j) =




1
un

uτ

un
1(

− uτ

un

)
1
un

(
− uτ

un

)
uτ

un

(
− uτ

un

)

(
uτ

un

)2
1
un

(
uτ

un

)2
uτ

un

(
uτ

un

)2


 . (63)

Определитель матрицы (63) очевидно тождественно равен нулю. Это означает, что в си-
стеме пониженной размерности старшие производные по τ не будут явно выражены относи-
тельно остальных. Кроме того, прямыми выкладками можно показать, что получающаяся
система пониженной размерности не совместна.

3. ПРИМЕРЫ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
ГИДРОДИНАМИКИ

В статьях [14], [17], [18] были получены следующие переопределенные системы уравнений
гидродинамики. Здесь мы их приводим без доказательства.

3.1 Уравнения Навье-Стокса I

∂u

∂t
− u× ω +∇

(
P +

1

2
u2

)
= −ν∇× ω, (64)

∂ρ

∂t
+ (u+ α) · ∇ρ+ ρ · div (u+ α) = 0, (65)

∂α

∂t
= [α× ω + u× (∇× α) + α× (∇× α)] + ν∇× ω, (66)

ωx + [∇× α]x −
∣∣∣ ∂r0

∂y
∂r0
∂z ω0 (r0)

∣∣∣ = 0, (67)

ωy + [∇× α]y −
∣∣ ∂r0

∂z
∂r0
∂x ω0 (r0)

∣∣ = 0, (68)

1

ρ

∂(x0, y0, z0)

∂(x, y, z)
= 1, (69)

∂x0
∂t

+ (u+ α) · ∇x0 = 0. (70)

Мы получили переопределенную систему из 15-ти дифференциальных уравнений (64) –
(70) “Навье-Стокса” и 14-ти неизвестных α, u, ω, P , ρ и r0 [14]. Здесь ω0 = ∇× u0 — началь-
ное распределение завихренности ω, r0 = (x0, y0, z0) - псевдолагранжевые переменные, α -
поправка к вектору скорости u, ρ — псевдоплотность.
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Сделаем невырожденную замену переменных r′ = r′ (r, t), t′ = t′ (r, t), так чтобы уравне-
ния (64) – (70) в пространстве указанным способом можно свести к системе уравнений на
плоскости {z′ = c′}, и даже получить переопределенную систему поверхностных уравнений
на ней. Следовательно, ее можно будет свести к переопределенной системе уравнений на
прямой {z′ = c′, y′ = b′}, потом в точке {z′ = c′, y′ = b′, x′ = a′} и, наконец, к переопре-
деленной системе ОДУ (порядка нескольких миллионов уравнений), решение которой даст
аналитическое решение в точке {a′, b′, c′, t′} = {a, b, c, t}.

3.2 Переопределение полной системы гидродинамических уравнений I

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0, (71)

∂u

∂t
− u× ω = −∇

(
u2

2

)
− ∇P

ρ
+

∇σ
ρ

+
F

ρ
, (72)

ω = ∇× u, (73)

ψ = divu, (74)

ρT

[
∂s

∂t
+ (u∇) s

]
= Q− divq+Φ, (75)

T = T (ρ, s) , (76)

P = P (ρ, s) , (77)

где

∇σ = µ

(
∆u+

1

3
∇ (∇u)

)
= µ

(
−∇× ω +

4

3
∇ψ
)
, (78)

Φ =
µ

2

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)2

− 2

3
µ

(
∂ul
∂xl

)2

. (79)

∂ρ•

∂t
+ (u+ α) · ∇ρ• + ρ•div (u+ α) = 0, (80)

∂α

∂t
= [α× ω + u× (∇× α) + α× (∇× α)]− T∇s− ∇σ

ρ
− F

ρ
, (81)

ωx + [∇× α]x −
∣∣∣ ∂r0

∂y
∂r0
∂z ω0 (r0)

∣∣∣ = 0, (82)

ωy + [∇× α]y −
∣∣ ∂r0

∂z
∂r0
∂x ω0 (r0)

∣∣ = 0, (83)

1

ρ•
∂(x0, y0, z0)

∂(x, y, z)
=

1

ρ0 (r0)
, (84)

∂x0
∂t

+ (u+ α) · ∇x0 = 0, (85)

q = −κ∇T, (86)

где ρ, u, P , T , w и s — плотность, скорость, давление, температура, удельная тепловая функ-
ция и энтропия (на единицу массы) рассматриваемой среды, соответственно. Здесь F и Q —
объемные сила и тепловыделение, q = −λ∇T — тепловой поток (λ — теплопроводность), σ
— тензор вязких напряжений.

Мы имеем переопределенную систему из 22 дифференциальных уравнений в частных про-
изводных первого порядка (71) – (77), (80) – (86) от 21-го неизвестного ρ, ρ∗, u, ω, α, P , T ,

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 2 15



М. Л. Зайцев, В. Б. Аккерман

s, ψ, r0, q [14]. Здесь ω0 = ∇ × u0, ρ0 = ρ0 (r) — начальные распределения величин завих-
ренности ω и плотности ρ, r0 = (x0, y0, z0) — псевдолагранжевые переменные, α - поправка к
вектору скорости u, ρ∗ - псевдоплотность.

С помощью данной системы (71) – (77), (80) – (86) можно свести полную систему гидро-
динамических уравнений, описывающих нестационарное обтекание твердого тела, по объему
в трехмерном потоке к системе уравнений на поверхности. Предполагается дополнительная
гладкость решений. Эти уравнения могут значительно упростить численное моделирование и
исследовать глубже особенности процесса обтекания. Во-первых, они уменьшают размерность
задачи на единицу. Отпадает необходимость решать уравнения гидродинамики в погранич-
ном слое. Во-вторых, помимо скорости газа на поверхности они сразу позволяют определить,
как меняются на границе все остальные параметры, характеризующие течение (такие, как u,
P , ω и т.д.).

Следует отметить, что не все поверхностные уравнения из полученных переопределенных
систем уравнений в объеме будут явные относительно времени, даже если мы сделаем замену
переменных. Поэтому, чтобы определить возникающее распределение напряжений, помимо
начальных данных требуется также рассматривать и краевые условия. Через них происхо-
дит поступление информации о внешнем потоке, несомненно, влияющей на эволюцию всего
воздействия потока на тело. Возможно, их придется определять численно с помощью до-
полнительного кода по пространству, точность которого важна, однако не во всем объеме, а
только вблизи кривых на поверхности обтекаемого тела, вдоль которых определяются крае-
вые условия.

3.3 Вязкая несжимаемая жидкость в двухмерном потоке

Уравнения Навье-Стокса в двумерной несжимаемой жидкости преобразовываются к виду

∂ux
∂y

+Aux +B = 0, (87)

∂ux
∂x

+ Cux +D = 0, (88)

где

ux =

∂B
∂x − ∂D

∂y + CB −AD

∂C
∂y − ∂A

∂x

, (89)

A =
β ∂β

∂y + ∂β
∂x

1 + β2
, B =

∂α
∂x + β ∂α

∂y + ω

1 + β2
, C =

β ∂β
∂x − ∂β

∂y

1 + β2
, D =

β ∂α
∂x − ∂α

∂y + βω

1 + β2
,

α =
∂ω
∂t − ν∆ω

∂ω
∂y и

β =
∂ω
∂x
∂ω
∂y

.

Мы имеем переопределенную систему из 2-х дифференциальных уравнений в частных
производных первого порядка (87), (88) от 1-го неизвестного ω = ∇× u [17].
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4. ВЫВОД НОВЫХ ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ
ГИДРОДИНАМИКИ

Предложим новые схемы вывода переопределения в гидродинамических уравнениях.

4.1 Уравнения Навье-Стокса II

Рассмотрим уравнения Навье–Стокса в трехмерном потоке в виде:

∂ω

∂t
+ (u∇)ω − (ω∇)u = ν∆ω, (90)

Эти уравнения можно преобразовать к виду

∂ω

∂t
+ ((u+ α)∇)ω = 0, (91)

где вектор α определяется из системы линейных относительно него уравнений

(α∇)ω = − (ω∇)u− ν∆ω. (92)

Рассмотрим замену переменных

dr

dt
= u (r, t) + α (r, t),

r = r (r0, t) и r0 = r0 (r, t) , r0|t=0 = r. (93)

В этих переменных выражение (91) запишется в виде

dω

dt
= 0 (94)

или
ω = ω0 (r0) , (95)

где ω0 (r0) начальное распределение завихренности ω. Замена переменных (93) означает, что

∂r0
∂t

+ (u+ α) · ∇r0 = 0. (96)

Мы видим, что (99) есть следствие (92) – (94) и (96). Следовательно, можно составить
следующую переопределенную одним независимым уравнением систему из 10 уравнений в
частных производных: (99), (96), (93), (94) и 9 неизвестных u, ω, r0. Данная система урав-
нений с интегралами (99) полезна для упрощения задачи обтекания в трехмерном потоке
(сокращения на единицу ее размерности), поскольку она проще (64) – (70).

Если будет строго доказано (например, с помощью теоремы Коши-Ковалевской), что полу-
чаемая указанным выше методом поверхностная система уравнений корректна и совместна,
то ничего не остается внешнему потоку, как учитываться: а) через начальные условия, б)
через краевые условия, в) через саму структуру переопределения исходной системы диф-
ференциальных уравнений по объему, т.е. через сам метод, которым было получено допол-
нительное независимое соотношение. Например, приводимые здесь уравнения Навье-Стокса
несжимаемой жидкости переопределяются уравнениями, в которых присутствует начальное
распределение завихренности во всем объеме, как составная часть. Тем самым учитывают-
ся начальные данные у потока во всем объеме. Других логичных способов учета внешнего
потока нет.
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4.2 Переопределение полной системы гидродинамических уравнений II

Рассмотрим уравнения гидродинамики (71)–(79) в виде:

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0, (97)

∂ux
∂t

− [u× ω]x = − ∂

∂x

(
u2

2

)
− 1

ρ

∂P

∂x
+

∇xσ

ρ
+
Fx

ρ
, (98)

∂ω

∂t
+ (u∇)ω − (ω∇)u = ∇×

(
−∇P

ρ
+

∇σ
ρ

+
F

ρ

)
, (99)

ω = ∇× u, (100)

ψ = divu, (101)

ρT

[
∂s

∂t
+ (u∇) s

]
= Q− divq+Φ, (102)

T = T (ρ, s) , P = P (ρ, s) , q = −κ∇T, (103)

где

∇σ = µ

(
∆u+

1

3
∇ (∇u)

)
= µ

(
−∇× ω +

4

3
∇ψ
)
, (104)

Φ =
µ

2

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)2

− 2

3
µ

(
∂ul
∂xl

)2

. (105)

Уравнения (99) можно преобразовать к виду

∂ω

∂t
+ ((u+ α)∇)ω = 0, (106)

где вектор α определяется из системы линейных относительно него уравнений

(α∇)ω = − (ω∇)u−∇×
(
−∇P

ρ
+

∇σ
ρ

+
F

ρ

)
. (107)

Рассмотрим замену переменных

dr

dt
= u (r, t) + α (r, t),

r = r (r0, t) и r0 = r0 (r, t) , r0|t=0 = r. (108)

В этих переменных выражение (106) запишется в виде

dω

dt
= 0 (109)

или
ω = ω0 (r0) , (110)

где ω0 (r0) начальное распределение завихренности ω. Замена переменных (108) означает, что

∂r0
∂t

+ (u+ α) · ∇r0 = 0. (111)

Следовательно, мы имеем переопределенную систему из 18-ти дифференциальных уравнений
в частных производных (97), (98), (100) – (103), (114), (111) от 17-ти неизвестных ρ, u, ω, P ,
T , s, ψ, r0, q [2].
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В связи с этим интерес представляет следующая задача. Так преобразовать координаты
и неизвестные в системе (97), (98), (100) – (103), (114), (111), чтобы выполнялось условие
(32). Тогда не нужно будет задавать краевые условия к соответствующей системе уравнений
с пониженной на единицу размерностью для незамкнутой поверхности.

Пусть в нестационарном бесконечном потоке движется поверхность. С помощью метода
переопределения, в силу его общности, мы можем вообще преобразовать нестационарные
уравнения гидродинамики к пониженной размерности системе большого числа “стационар-
ных” уравнений, где производные по времени будут отсутствовать. Тогда внешний поток
будет определяться краевыми и граничными условиями только на этой поверхности в любой
момент времени для этих “стационарных” уравнений. С помощью выбранного метода пере-
определения (в частности, дополнительных величин и их частных производных) в любой мо-
мент времени, зная информацию на рассматриваемой поверхности, можно, решив эту систему
уравнений, определить весь внешний поток. Поверхность, движущаяся согласно уравнениям,
получающимся из метода переопределения, через этот механизм может учитывать внешний
поток сама в себе, т.е. через величины, определенные на этой поверхности.

4.3 Сжимаемая неравномерно нагретая жидкость в двумерном потоке

Рассмотрим уравнения гидродинамики в двумерном случае в виде:

∂ux
∂t

+ ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

+
1

ρ

∂P

∂x
= 0, (112)

∂uy
∂t

+ ux
∂uy
∂x

+ uy
∂uy
∂y

+
1

ρ

∂P

∂y
= 0, (113)

∂ρ

∂t
+ ux

∂ρ

∂x
+ uy

∂ρ

∂y
+ ρ

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
= 0, (114)

∂s

∂t
+ ux

∂s

∂x
+ uy

∂s

∂y
= 0, s = s (ρ, P ) . (115)

Преобразуем (112), (113) к виду

∂ux
∂t

+ ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

+
1

ρ

∂P

∂x
= 0, (116)

∂ω

∂t
+ ux

∂ω

∂x
+ uy

∂ω

∂y
+ ω

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
+

1

ρ2

(
∂ρ

∂y

∂P

∂x
− ∂ρ

∂x

∂P

∂y

)
= 0, (117)

ω =
∂uy
∂x

− ∂ux
∂y

. (118)

Из (114) и (117) следует, что

∂ω

ω∂t
− ∂ρ

ρ∂t
+ ux

(
∂ω

ω∂x
− ∂ρ

ρ∂x

)
+ uy

(
∂ω

ω∂y
− ∂ρ

ρ∂y

)
+

1

ωρ2

(
∂ρ

∂y

∂P

∂x
− ∂ρ

∂x

∂P

∂y

)
= 0. (119)

Из (119) следует,
uy = −βux − α, (120)

где

α =

∂ω
ω∂t −

∂ρ
ρ∂t +

1
ωρ2

(
∂ρ
∂y

∂P
∂x − ∂ρ

∂x
∂P
∂y

)

(
∂ω
ω∂y − ∂ρ

ρ∂y

) , β =

(
∂ω
ω∂x − ∂ρ

ρ∂x

)

(
∂ω
ω∂y − ∂ρ

ρ∂y

) . (121)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 2 19



М. Л. Зайцев, В. Б. Аккерман

После подстановки (120) в (118) и (114) получим

∂ux
∂y

+ β
∂ux
∂x

+ ux
∂β

∂x
+
∂α

∂x
+ ω = 0, (122)

−β∂ux
∂y

+
∂ux
∂x

− ux

(
∂β

∂y
+

1

ρ

∂ρ

∂y
β − 1

ρ

∂ρ

∂x

)
− ∂α

∂y
+

1

ρ

∂ρ

∂t
− 1

ρ

∂ρ

∂y
α = 0. (123)

Выражая ∂ux/∂x, ∂ux/∂y из уравнений (122) и (123), находим

∂ux
∂y

+Aux +B = 0, (124)

∂ux
∂x

+ Cux +D = 0, (125)

где

A =
β
(
∂β
∂y + 1

ρ
∂ρ
∂yβ − 1

ρ
∂ρ
∂x

)
+ ∂β

∂x

1 + β2
, B =

∂α
∂x + β ∂α

∂y + ω − 1
ρ
∂ρ
∂t β + 1

ρ
∂ρ
∂yαβ

1 + β2
,

C =
β ∂β

∂x −
(
∂β
∂y + 1

ρ
∂ρ
∂yβ − 1

ρ
∂ρ
∂x

)

1 + β2
, D =

β ∂α
∂x − ∂α

∂y + βω + 1
ρ
∂ρ
∂t − 1

ρ
∂ρ
∂yα

1 + β2
. (126)

Дифференцируя уравнения (124) и (125) по x и y, соответственно, находим

∂2ux
∂x∂y

+

(
∂A

∂x
−AC

)
ux +

∂B

∂x
−AD = 0, (127)

∂2ux
∂x∂y

+

(
∂C

∂y
−AC

)
ux +

∂D

∂y
− CB = 0. (128)

Из уравнений (127), (128) следует:

ux =

∂B
∂x − ∂D

∂y + CB −AD

∂C
∂y − ∂A

∂x

. (129)

Выражения (124), (125), если туда подставить (129), получены строго из (112) - (114).
Но это не означает, что (124) и (125) есть следствия друг друга. Таким образом, мы имеем
переопределенную систему уравнений (115), (116), (120), (124), (125), (129) для ω, ρ, P , ux, uy,
где теоретически возможно сократить размерность на единицу. Т.е. мы можем свести систему
уравнений (115), (116), (120), (124), (125), (129) на плоскости к системе на любой кривой, где
количество неизвестных и уравнений совпадает. В частности, это позволяет выписать систему
уравнений, описывающие эволюцию ударных волн в двумерном случае.

5. ПЕРЕОПРЕДЕЛЕНИЕ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ПУТЕМ УВЕЛИЧЕНИЯ ИХ РАЗМЕРНОСТИ

Рассмотрим теперь систему из pдифференциальных уравнений в частных производных
первого порядка в пространстве (r, t)

Hk

(
r, t, Sv,

∂Sv
∂r

,
∂Sv
∂t

. . .

)
= 0, v = 1 . . . p, k = 1 . . . p. (130)

Рассмотрим функцию
U(r, t, ξ) = S1(r, t) + S2(r, t)ξ. (131)
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Очевидно выполняются следующие соотношения

S2(r, t) =
∂U(r, t, ξ)

∂ξ
, (132)

S1(r, t) = U(r, t, ξ)− ∂U(r, t, ξ)

∂ξ
ξ. (133)

Поставим (132), (133) в выражения (130). Следовательно получим,

Hk

(
r, ξ, t, U,

∂U

∂ξ
,
∂U

∂t
,
∂2U

∂ξ∂r
,
∂2U

∂t∂r
, Sv ,

∂Sv
∂r

,
∂Sv
∂t

. . .

)
= 0, v = 3 . . . p, k = 1 . . . p. (134)

Если мы рассмотрим (134) как систему из p уравнений в пространстве (r, t, ξ) для p − 1
неизвестных функций U (r, t, ξ), Sv (r, t, ξ),v = 3 . . . p, то мы будем иметь переопределённую
одним уравнением систему дифференциальных уравнений. Эта система уравнений (134) фак-
тически содержит решения системы (130). Ничего не мешает рассмотреть функцию

U(r, t, ξ) = S1(r, t) + S2(r, t)ξ + . . .+ Sp(r, t)
ξp−1

(p− 1)!
(135)

и с помощью нее аналогично преобразовать систему (130) к системе из p уравнений

Hk

(
r, ξ, t, U,

∂U

∂ξ
,
∂U

∂t
,
∂2U

∂ξ∂r
,
∂2U

∂t∂r
, . . .

∂p−1U

∂ξp−1
,

∂pU

∂ξp−1∂r
. . .

)
= 0, k = 1 . . . p, (136)

которая содержит всего одну неизвестную функцию U (r, t, ξ).
Если к системе уравнений (134) заданы начальные данные Коши

Sv|t=0 = S0
v (r) , v = 1 . . . p, (137)

то, чтобы их учесть при снижении размерности, можно, например, в (130) сделать замену
неизвестных функций

Sv = S0
v (r)S

′
v, v = 1 . . . p. (138)

Тогда
S′
v

∣∣
t=0

= 1, v = 1 . . . p. (139)

Очевидно также, что если система уравнений (134) линейна относительна неизвестных
функций и их производных, то системы уравнений (138) и (140), получающиеся из нее, также
линейны относительно своих неизвестных.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сокращение размерности в уравнениях гидродинамики является важной задачей, кото-
рая позволяет упростить расчеты гидродинамических потоков [3]–[7]. В целом, в приложе-
ниях при конструировании двигателей внутреннего сгорания, ракетных двигателей, газовых
турбин и др. данное исследование необходимо для снижения вычислительных мощностей,
затрачиваемых для решения этих задач в настоящее время. В частности, снижение размер-
ности может позволить сократить продолжительность таких расчетов на один или несколь-
ко порядков. Снижение размерности также может быть использовано, чтобы верифициро-
вать полные расчеты гидродинамических потоков, используя упрощенные расчеты на основе
результатов, полученных авторами, как тестовые. Метод переопределения полной системы
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уравнений гидродинамики позволяет выписать замкнутые системы поверхностных интегро-
дифференциальных уравнений, описывающих движение гидродинамических разрывов в са-
мом общем трехмерном случае. Соответствующая компьютерная программа могла бы напря-
мую (пользуясь информацией только на поверхности) рассчитать гидродинамические разры-
вы с учетом вязкости, образования звука и других изменений плотности газов и жидкостей.
Предлагаемый в данной статье метод разработан и применим к любым системам дифферен-
циальных уравнений в частных производных, и позволяет существенно продвинуться в ре-
шении общей проблемы разрешения малых масштабов по времени и пространству. А это уже
имеет большое практическое применение, например, при моделировании движения фронта
турбулентного пламени (см. [19]). Принципиально новое в статье – это новые способы пе-
реопределения уравнений гидродинамики. Трудность заключается в выписывании сотен и
тысяч уравнений пониженной размерности, понимании их структуры и исследовании. Дей-
ствительно, из утверждений 1 и 2 следует, что количество уравнений пониженной на единицу
размерности не изменяется, если они рассматриваются на неподвижной поверхности. Одна-
ко их порядок становится равным p и при следующем снижении размерности количество
уравнений становится порядка p2, потом p4 и т.д. В п. 3 и п. 4 количество переопределен-
ных уравнений гидродинамики порядка 10, т.е. p ≈ 10. Если мы рассматриваем подвижную
поверхность, то из утверждения 3 следует, что количество уравнений на этой поверхности
становится сразу порядка p2. Кроме того видно, что при многократном дифференцирова-
нии возникает очень сложная структура уравнений на поверхности. Статья в большей мере
предназначена для программистов, которые в будущем должны решить эту проблему.

Отметим, что в данной работе в отличие от работы [14] найдено достаточное условие неза-
висимости уравнения связи (32), которое, однако, не является необходимым, и поэтому оно
может быть теоретически в некотором смысле ослаблено. Произведена верификация этого
условия на некоторых примерах. Для переопределенных систем уравнений гидродинамики,
приведенных в данной работе, в силу их чрезвычайной сложности условие независимости в
данном смысле не проверялось. Данная задача снижения размерности уравнений гидродина-
мики в общем случае, возможно, может быть поставлена для будущих исследований.

Данный метод может быть также использован для поиска частных решений любой систе-
мы дифференциальных уравнений. Достаточно выписать некоторое дополнительное уравне-
ние связи, которое выполняется, например, для какого-нибудь частного решения. Если будет
возможно постепенно сократить размерность полученной переопределенной системы вплоть
до аналитического решения, то мы найдем частные решения исходной системы дифференци-
альных уравнений, для которых выполняется уравнение связи.

Возникает вопрос: что происходит с граничными условиями при переходе из трёхмерной
области на поверхность? Можно ли применить наш метод к поверхностям, где задаются
граничные условия? Здесь возможны следующие ситуации:

Граничные условия влияют на внешний поток. Как показано в рассуждениях после утвер-
ждения 2 “достаточно хорошая” система уравнений пониженной размерности его “чувствует”
через свои начальные данные. О влиянии внешнего потока говорилось также в разд. 3.2 и
разд. 4.2.

Для уравнений гидродинамики, например, (87) - (88) при понижении размерности, скажем,
до аналитического решения мы найдем, что в явном виде выражаются только достаточно
высокие производные от ω = ∇ × u, а другие просто сокращаются. Тогда мы будем иметь
просто уравнение вида ∂nω

/
∂tk∂xl∂ym = const, решая которое мы очевидным образом можем

учесть все начальные и краевые условия.

При переходе от трехмерной области к поверхности повышаются требования к гладкости
для рассматриваемых решений. Т.е. наш метод применим не на всякой поверхности в области
решений. Например, для уравнения Лапласа условие дополнительной гладкости решения
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приводит также к сокращению размерности (см. приложение Б). На граничных поверхностях
возможны разрывы непрерывности в производных у решений.

Подобно рассуждениям в п. 5 краевые условия можно учесть заменой неизвестных функ-
ций.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Найдем определитель матрицы A = (ai,j), i, j = 1 . . . n, которая определяется подобно (33)
по формуле:

ai+1,j =
n∑

k=1

ai,kfk,j, i, j, k = 1 . . . n , (140)

где строка a1,j = a0j и матрица F = (fi,j), i, j = 1 . . . n заранее известны. Из формулы (140)
следует, что каждая i+ 1- ая строка матрицы A = (ai,j) определяется по формуле

(ai+1,j) =
(
a0j
)

i︷ ︸︸ ︷
FF . . . F . (141)

Представим матрицу F в виде [20]

F = S−1EλS, (142)

где

Eλ =




λ1 0 0 0
0 λ2 0
0 . . .

λn−1 0
0 0 0 λn




и λ1, . . .λn — собственные числа матрицы F . Обозначим
(
asj
)
=
(
a0j
)
S−1. (143)

Подставим (142) в (141) и после преобразований получим, что каждая i + 1- ая строка
матрицы A = (ai,j) определяется по формуле

(ai+1,j) =
(
asj
)

i︷ ︸︸ ︷
EλEλ . . . Eλ S = (λi1a

s
1, λ

i
2a

s
2 . . . λ

i
na

s
n)S, i = 0 . . . n− 1. (144)

Таким образом, из (144) матрица A = (ai,j), где i, j = 1 . . . n, имеет вид

A =




as1 as2 . . . . asn−1 asn
λ1a

s
1 λ2a

s
2 λn−1a

s
n−1 λna

s
n

. . . . . . . . .

λn−1
1 as1 λn−1

2 as2 . . . λn−1
n−1a

s
n−1 λn−1

n asn



S. (145)

Ее определитель равен

|A| = as1 · . . . · asn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . . 1 1
λ1 λ2 λn−1 λn
. . . . . . . . .

λn−1
1 λn−1

2 . . . λn−1
n−1 λn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|S| = ±as1 · . . . · asn
∏

j>i

(λj − λi) |S| . (146)
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Определитель матрицы преобразования |S| 6= 0. Следовательно, условие того, что опреде-
литель |A| отличен от нуля имеет вид

asj 6= 0 и λj 6= λi, i 6= j, i, j = 1 . . . n. (147)

Таким образом, мы уточнили формулу (32) и доказали, что она не равна тождественно
нулю в общем случае. Детерминант (32) определяется конкретной структурой выражений
(26) и (27).

ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Рассмотрим в двумерной области G уравнение Лапласа [1]

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0. (148)

Величины ∂ϕ/∂n и ϕ на границе G связаны между собой формулой Грина [1] (см. рис. 3)

πϕ (r) =

∮ [
∂ϕ (rs)

∂ns
ln |rs − r| − ϕ (rs)ns ·

rs − r

|rs − r|2
]
dl (rs) , (149)

где индекс s означает интегрирование по всей границе. В области G выполняется, очевидно,
также уравнение

∂2

∂x2

(
∂ϕ

∂x

)
+

∂2

∂y2

(
∂ϕ

∂x

)
= 0. (150)

Рис. 3. Область G

Для него также можно выписать формулу Грина

π
∂ϕ

∂x
(r) =

∮ 

∂
(
∂ϕ
∂x

)
(rs)

∂ns
ln |rs − r| − ∂ϕ

∂x
(rs)ns ·

rs − r

|rs − r|2


 dl (rs) . (151)

Преобразуем эту формулу, используя очевидные соотношения на границе (см. рис. 3):

∂ϕ

∂x
=

(
nx
∂ϕ

∂n
+ τx

∂ϕ

∂τ

)
(152)
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и
∂2ϕ

∂n2
+
∂2ϕ

∂τ2
= 0 . (153)

Имеем после подстановки (152) в (151),

π

(
nx
∂ϕ

∂n
+ τx

∂ϕ

∂τ

)
(r) =

=

∮ 

∂
(
nxs

∂ϕ
∂ns

+ τxs
∂ϕ
∂τs

)
(rs)

∂ns
ln |rs − r| −

(
nxs

∂ϕ

∂ns
+ τxs

∂ϕ

∂τs

)
(rs)ns ·

rs − r

|rs − r|2


 dl (rs)

(154)
или

π

(
nx
∂ϕ

∂n
+ τx

∂ϕ

∂τ

)
(r) =

=

∮ [(
nxs

∂2ϕ

∂n2s
+ τxs

∂2ϕ

∂ns∂τs

)
(rs) ln |rs − r| −

(
nxs

∂ϕ

∂ns
+ τxs

∂ϕ

∂τs

)
(rs)ns ·

rs − r

|rs − r|2
]
dl (rs)

(155)
или, учитывая (153),

π

(
nx
∂ϕ

∂n
+ τx

∂ϕ

∂τ

)
(r) =

=

∮ [(
−nxs

∂2ϕ

∂τ2s
+ τxs

∂2ϕ

∂ns∂τs

)
(rs) ln |rs − r| −

(
nxs

∂ϕ

∂ns
+ τxs

∂ϕ

∂τs

)
(rs)ns ·

rs − r

|rs − r|2
]
dl (rs) .

(156)
Таким образом, мы получила два интегро-дифференциальных уравнения (149) и (156) на

границе области G для двух поверхностных неизвестных ∂ϕ/∂n и ϕ.
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