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Аннотация: в статье рассматривается интегро-дифференциальный оператор L :

D(L) ⊂ L2[0, 2π] → L2[0, 2π], который задается выражением l(y) = −y′′ −
2π∫
0

G(t, s)y(s)ds

и периодическими краевыми условиями y(0) = y(2π), y′(0) = y′(2π).
Результаты статьи связаны с изучением асимптотики собственных значений рассмат-

риваемого оператора. Для исследования оператора L и получения его асимптотических
оценок применяется метод подобных операторов. Суть этого метода состоит в преобразо-
вании подобия исследуемого (возмущенного) оператора в оператор, спектральные свой-
ства которого близки к спектральным свойствам невозмущенного оператора (в данном
случае оператор A). Тем самым существенно упрощается изучение оператора L.

Основным результатом статьи является теорема 1, в которой получена асимптотика
собственных значений рассматриваемого интегро-дифференциального оператора.

Ключевые слова: метод подобных операторов, спектр оператора, асимптотика спек-
тра.

SPECTRUM ASYMPTOTIC OF INTEGRO-DIFFERENTIAL
OPERATOR WITH PERIODIC BOUNDARY CONDITIONS

A. Karpikova

Abstract: in this paper considers the integro-differential operator L : D(L) ⊂ L2[0, 2π] →

L2[0, 2π], which is given by the equation l(y) = −y′′ −
2π∫
0

G(t, s)y(s)ds with periodic boundary

condition y(0) = y(2π), y′(0) = y′(2π).
The results are connected with the studying of the eigenvalues of the operator and their

asymptotic behavior. For studying the operator L and obtaining its asymptotic estimates is
used the similar operators method. The essence of this method is in similarity transformation
of the studied(perturbed) operator to operator, which spectral properties are closed to the
spectral properties of the unperturbed operator (in this case, the operator A). Thus greatly
simplifies the studying of the operator L.

The main result of this paper is the Theorem 1, in which the asymptotic behavior of the
eigenvalues of the considered integral-differential operator is obtained.
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1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть L2[0, 2π] — гильбертово пространство комплексных измеримых на [0, 2π] и сумми-
руемых с квадратом модуля функций со скалярным произведением вида:
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(x, y) = 1
2π

2π∫
0

x(τ)y(τ)dτ, x, y ∈ L2[0, 2π].

Рассматривается интегро-дифференциальный оператор L : D(L) ⊂ L2[0, 2π] → L2[0, 2π],
который задается выражением

l(y) = −y′′ −
2π∫

0

G(t, s)y(s)ds

и периодическими краевыми условиями y(0) = y(2π), y′(0) = y′(2π).
Оператор L представим в виде L = A − B, где оператор A : D(A) = D(L) ⊂ L2[0, 2π] →

L2[0, 2π] задаётся дифференциальным выражением

l0(y) = −y′′

и указанными периодическими краевыми условиями, а оператор B — произвольный инте-

гральный оператор Гильберта—Шмидта, т.е. конечна величина
2π∫
0

2π∫
0

|G(t, s)|2dsdt. При этом

‖B‖2 =
(

2π∫
0

2π∫
0

|G(t, s)|2dsdt
) 1

2

.

Оператор A является самосопряженным с компактной резольвентой. Его спектр σ(A) име-

ет вид: σ(A) = {(n)2, n ∈ Z+ = N ∪ {0}}, E0
n = Span{e(1)n , e

(2)
n } – собственное подпространство

для собственного значения (n)2 , n 6= 0 , где e(1)n (t) = en(t) = eint, e
(2)
n (t) = e−n(t) = e−int, t ∈

[0, 2π].
В данной работе для исследования спектральных свойств интегро–дифференциального

оператора используется метод подобных операторов, разработанный в [1]–[7]. Суть этого ме-
тода состоит в преобразовании подобия исследуемого оператора в оператор, спектральные
свойства которого близки к спектральным свойствам оператора A. Таким образом суще-
ственно упрощается изучение исследуемого оператора L.

Одним из основных результатов статьи является теорема 1, в которой получена асимпто-
тика собственных значений оператора L.

В условиях следующей леммы символом lp, p > 1 обозначаются последовательности, сум-
мируемые со степенью p.

Лемма 1. Собственные значения λ̃±n , n ∈ N, матрицы

B(n) + C(n) =
(
b1(n) b2(n)
b3(n) b4(n)

)
+

(
c1(n) c2(n)
c3(n) c4(n)

)
, n ∈ N,

где bk ∈ l2, ck ∈ l1, 1 6 k 6 4, допускают представление вида

λ±n = µ±n + ε±n , n ∈ N,

где µ±n — собственные значения матрицы B(n) =
(
b1(n) b2(n)
b3(n) b4(n)

)
и последовательность (ε±n )

принадлежит пространству l
4
3 .

В формулировке следующей теоремы вводится гильбертово пространство H = L2[0, 2π] и
система ортопроекторов Pn : L2[0, 2π] → L2[0, 2π], n ∈ Z+, вида:

Pnx = (x, e(1)n )e(1)n + (x, e(2)n )e(2)n ,

причем APn = λnPn, n > 0. Символом Hn обозначается образ проекторов Pn, т.е. Hn = ImPn.
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Асимптотика собственных значений интегро-дифференциального оператора. . .

Теорема 1. Существует число m ∈ Z+ такое, что спектр оператора L представим в виде

σ(L) = σ(m)

⋃( ⋃

n>m+1

σn

)
, (1)

где σ(m) — конечное множество с числом элементов, не превосходящим 2m+1, а множества
σn = {λ+n , λ−n }, n > m+ 1, не более чем двухточечные и определяются равенствами

λ̃±n = n2 + µ±n + ε±n , n > m+ 1, (2)

где µ±n – собственные значения матрицы B(n) =

(
(Be

(1)
n , e

(1)
n ) (Be

(2)
n , e

(1)
n )

(Be
(1)
n , e

(2)
n ) (Be

(2)
n , e

(2)
n )

)
сужения опе-

ратора PnBPn на Hn в базисе e
(1)
n , e

(2)
n и последовательность (ε±n ) обладает свойством∑

n>m+1
|ε±n |

4
3 <∞.

Отметим, что полученный результат об асимптотике спектра рассматриваемого операто-
ра может быть существенно использован в спектральном анализе оператора, определенного
дифференциальным выражением

l̃(y) = −y′′ − v(t)y

с периодическими краевыми условиями, где потенциал v принадлежит L2[0, 2π].
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